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VorleBungen  aus  der  analytiBchen  Oeometrie  der 

Kegdschnitte. 

Von 

Dr.  Otto  Hesse, 

Professor  «m  Polytschnilnim  su  München. 


Dreiundzwanzigste  Vorlesnng« 

'Harmonische  Pole  und  harmonische  Polaren.    Tangentenpaare  und 

Punktepaare  eines  Kegelschnittes. 

Wir  haben  in  der  siebenzehnten  Vorlesung  die  Bedingungsgleichung 
9)  für  harmonische  Pole  eines  gegebenen  Kegelschnittes  f^=^  0  abgeleitet 
oder,  indem  wir  den  einen  Pol  0  als  gegeben  betrachteten,  den  geo- 
metrischen Ort  des  andern  Poles  als  die  Polare: 

1)  ^r  (^o) +y/''fyo)  +  ^^K)  =  0 

des  gegebenen  Punktes  0  festgestellt.** 


*  In  dem  Hess  ersehen  Nachlasse' fanden  sich  die  obigen  beiden  Vorlesungen, 
welche  den  Schluss  des  Art.  I  im  Jahrg.  1874  dies.  Zeitschr.  bilden,  soweit  druck- 
fertig vor,  dass  nur  in  formaler  Beziehung  Einiges  zu  ändern  war.  Die  Durch- 
sicht hat  Herr  Prof.  Gundelfinger  in  Tübingen  freundlichst  übernommen. 

P.  d.  B.  B. 

**  In  der  zwölften  Vorlesung  wurden  die  60  PascaP sehen  Sechsecke  vor- 
geführt, welche  dieselben  sechs  Ecken  haben.  Drei  von  den  ihnen  entsprechen- 
den Pascar sehen  Linien  wurden  durch  die  Symbole  r,  drei  andere  durch  die 
Symbole  p  ausgedrückt,  und  es  ergab  sich,  dass  die  drei  Linien  r  sich  in  einem 
Punkte  9  und  dass  die  drei  Linien  ^  sich  in  einem  Punkte  d  schneiden.  Am  Knde 
der  Vorlesung  wurde  nur  historisch  angegeben,  dass  dieses  Punktepaar  9  und  d 
ein  Polepaar  sei  des  den  60  Pascal* sehen  Sechsecken  umschriebenen  Kegelschnit- 
tes A:=0.  Die  Bichtigkeit  dieser  Angabe  können  wir  jetzt  prüfen,  wenn  wir  die 
in  der  Anmerkung  aufgeführte  Kegelschnitt •  Gleichung  X;=:0  zu  Grunde  legen: 

,.*  +  r'^  +  r"«  -  p«  -  p'«  -  p"«  =  0 , 
Zaiteetorift  t  M*t]i«matik  n.  PhyiUc,  XXI,  I.  1 


Vorlesungen  ans  der  analytischen  Geometrie  etc. 


Rücksichtlich  desselben  Kegelschnittes,  in  der  reciproken  Form  F=0 
ihrer  Gleichung,  wurde  alsdann  in  der  neunzehnten  Vorlesung  die  Be- 
dingung 9)  für  harmonische  Polaren  oder,  indem  wir  eine  Polare  0  als 
gegeben  annehmen,  die  Gleichung  ihres  Poles  entwickelt: 

2)  uF'(u,)  +  vF'iv^)  +  w  F'K)  =  0. 

Jede  von  diesen  beiden  Gleichungen  entspringt  aus  der  andern 
unter  Vermittelung  der  Gleichung  f^^  =  Fq^  ,  welche  mit  Weglflssung  des 
Index  1  in  10)  der  neunzehnten  Vorlesung  ausführlich  dargelegt  worden 
ist.  Erinnern  wir  uns  nun  der  Bedeutung  der  Function  F^^  in  7)  der 
genannten  Vorlesung  und  ersetzen  die  Coordinaten  der  Polare  nach  den 
bekannten  Relationen  durch  die  Coordinaten  ihrer  Pole,  so  können  wir 
die  Gleichung  1)  der  Polare  des  Punktes  0  auch  in  Determinanten  form 
so  wiedergeben: 


1*) 


^11» 
^21» 


'02» 
-12» 

^22» 
Z, 


Ä*, 


0 
*0 

0 


=  0. 


Ebenso  ergiebt  7)  der  siebenzehnten  Vorlesung  folgende  Form  der 
Gleichung  2)  des  Poles  einer  durch  die  Coordinaten  m^,  t;^,  Tv^^  gegebenen 
gerade  Linie: 


2*) 


a 


00» 


a 


a 


10» 
20» 


a 


Ol» 


a 


02» 


11» 


a 


12» 


V 


0 


a 


21» 


a 


w, 


V, 


22» 


0 


0 


=  0. 


Dieselbe  Form  1)  der  Bedingungsgleichuug  für  harmonische  Pole  des 
Kegelschnittes  behält  die  Gleichung  auch  bei,    wenn  man  an  Stelle  der 


und  bemerken ,  dass  in  derselben  sowohl  die  Symbole  r,  als  die  Symbole  q  lineare 
homogene  Aasdrücke  der  variabelen  Punktcoordinaten  x,  y,  z  bedeuten. 
Der  Ausdruck  r  lässt  sich  nämlich  so  darstellen: 

dr  ^     dr  ^     dr 

dx    ^dy       dz 
und  wir  wollen  annehmen,  dass  r  in  (r)  übergehe,  wenn  man  in  demselben  für 
x^  1/,  z  setzt  070,  2/0  T  ^o»  dass  also  sei 

^^^^^'di^^'dy      'Tz 

Das  Gleiche  soll  auch  gelten  für  die  übrigen  Symbole  r  und  q. 

Bilden  wir  alsdann  nach  Vorschrift  von  1)  die  Bedingungsgleichung  für  har- 
monische Pole  des  vorliegenden  Kegelschnittes,  so  erhalten  wir 

r(r)  +  r'(r')  +  r\r")  -  ^  (^)  -  9\q)  -  9^9")  =  0. 
Diese  Gleichung  wird  aber  erfüllt,  wenn  wir  imter  x^  y^  z  die  Coordinaten  des 
Punktes  d  verstehen,  in  welchem  sich  die  drei  Linien  r  schneiden,  und  a-o,  yoi  ^^ 
die  Coordinaten  des  Punktes  d  sind,  in  welchem  sich  die  drei  Linien  9  schneiden; 
denn  jedes  einzelne  Glied  der  Gleichung  verschwindet  unter  dieser  Annahme. 


Von  Dr.  0.  Hesse. 


fc*»*  ^^/  .r-  rf'  -^  ^^■'^K^V"  -^  -^  ^-^'\^'\^  ■^-\*'S^\^   ^^•^^'-^  ^'hj-.<^~'<v-x^^'^'M^^>«-V.>^.^-*.^>^^-  .^t^ty  \^^^tf  ^^•^■> 


homogenen  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  homogene  Dreiecks- 
coordinaten  X,   7,  Z  einführt  durch  die  Snbstitntionen : 

3)  y  =  ß^X  +  ß,Y+ß,Z, 

durch  welche  die  Function  f  übergehen  mag  in : 

4)  rix,y,z)  =  q,l,X,r,Z). 

Denn  differentiiren  wir  dief^  Gleichung  nach  den  Variabelen  Ä\  1\  Z, 
80  erhalten  wir:      „^^.^^j  ^  ßjy^  +  ^j.^^^  ^  ^.(^.^  ^ 

«in«:)  +  ßjXv)  +  y.  fK^)  =  «pX  f'), 

und  wenn  wir  mit  X^^  Y^^  Zq  die  Dreieckscoordinatcn  des  durch  seine 
rechtwinkligen  Coordinaten  rt^,  i/q,  ?q  gegebenen  Punktes  0  bezeichnen, 
so  erhalten  wir  nach  Multiplication  der  Gleichungen  mit  diesen  Coordi- 
naten durch  Addition 

5)     xr'(x„)  +  yr'iv)  +  ^n^o)  =  ^ovi  r)  +  roviJ')  +  ZoV\Z). 

Es  wird  also 

1  •*)  x<p'{x^)  +  yq>\r,)  +  z^\z;,  =  o 

die  Bedingungsgleichung  sein  für  ein  Polepaar  des  durch  Dreieckscoordi- 
naten  ausgedrückten  Kegelschnittes  cp  (A\  F,  Z)  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich  nun  die  Dreieckscoordinaten  U^y 
^0»  ^0  ^®^  Polare  des  Punktes  0  abnehmen  :  \q>\X^  =  i/^,  ^<jp'(^o)  ^=  ^o' 
\q>'{Z^=^  Wq^  und  allgemein  die  Relationen  zwischen  den  Coordinaten  X^ 
F,  Z  eines  beliebigen  Poles  und  den  Coordinaten  ü^  V,  W  seiner  Po- 
lare in  den  Dreieckssysteme  aufstellen : 

6)  i<p'(^)=F,     ^q>\Y)  =  r,     \tp\Z)=W. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  0{Uy  F,  W)  die  reciproke  Function  von 
g)(^,  y,  Z} ,  so  haben  wir  die  Gleichung: 

7)  '  ,p{X,Y,Z)  =  0(,ü,V,W), 

welche  die  oben  angegebenen  Substitutionen  zu  einer  identischen  machen. 
Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  <P(^,  ^,  ?r)  =  0  die  Gleichung  unseres 
Kegelschnittes  ist,    ausgedrückt   durch   Liniencoordinaten    des   Dreiecks- 
Systems,  und  dass  man  die  mit  6)  äquivalenten  Relationen  hat: 

8)  ^a>'(l7)  =  A',    i(D'(F)=F,     i0'{W)  =  Z. 

Benützen  wir  endliob  die  angegebenen  sechs  Relationen  6)  und  8), 
um  die  Bedingungsgleichung  1  *'*)  für  harmonische  Pole  durch  Linien- 
coordinaten des  Dreieckssystems  auszudrücken,  so  finden  wir: 

die  Bedingung  für  harmonische  Polaren  des  Kegelschnittes  <P  =  0,  weil 
nach  einem  Satze  der  neunzehnten  Vorlesung  die  Polaren  von  harmo- 
nischen Polen  des  Kegelschnittes  harmonische  Polaren  sind. 

1* 
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Ebenso  wenig,  als  sich  die  Form  der  Bedingungsgleichnng  1)  für 
harmoniscbe  Pole  oder  der  Bedingangsgleichung  2)  für  harmonische  Po- 
laren ändert,  wenn  die  Kegelschnitt- Gleichung  auf  ein  Dreieckssystem 
bezogen  ist,  ändern  sich  die  Formen  der  Gleichungen  1*)  und  2*). 
An  Stelle  der  Grössen  e  und  a  treten  nur  resp.  die  Coefficienten  in 
4>  und  9  ein. 

Wir  nehmen  hieraus  die  Gelegenheit,  auf  die  Anmerkung  in  der 
elften  Vorlesung  zurückzukommen,  nach  v.clcher 

Z=:0,     F=0,     Z=0, 

ir=o,    r=o,   J^=0 

die  Gleichungen  von  drei  Linienpaaren  sind ,  welche  sich  in  drei  Punk- 
ten einer  geraden  Linie  schneiden,  wenn  man  identisch  hat 

;V  i7=ig)'W,      F=iv'(I'),      ^=4«P'(2) 

und  unter  X y  Y^  Z  lineare  Ausdrücke  der  gewöhnlichen  rechtwinkligen 
Goordinaten  versteht.  Der  Beweis  ergab  sich  daraus,  dass,  wenn  man 
die  Coefficienten  in   der  Function   ^  mit  h^i  bezeichnet,   die  Gleichung 

^12        ^20        ^01 

sich  aus  je  zwei  von  den  angegebenen  coi*respondirenden  Gleichungen 
zusammensetzen .  lässt.  Damit  haben  wir  zugleich  einen  Satz  von  den 
Kegelschnitten  bewiesen.  Um  ihn  kurz  auszusprechen,  nennen  wir 
reciproke  Dreiecke  eines  Kegelschnittes  solche,  in  welchen  die 
Ecken  und  Seiten  des  einen  die  Pole  und  Polaren  der  Seiten  und 
Ecken  des  andern  sind.  In  dieser  Voraussetzung  stellt  sich  der  angekün 
digte  Satz  mit  seinem  reciproken  Satze  so  dar: 

Die     correspondirenden  Die  Verbindungslinien  der 

Seiten      zweier      reciproken  correspondirenden     Ecken 

Dreiecke   eines  Kegelschnit-  zweier    reciproken    Dreiecke 

tes     schneiden    sich    in     drei  eines  Kegelschnittes  schnei- 

Punklen,     welche    auf    einer  den   sich   in    einem  und   dem- 

geraden  Linie  liegen.  selben  Punkte. 

Die  reciproken  Dreiecke  eines  Kegelschnittes  können  auch  zusam- 
menfallen, wodurch  sie  Poldreiecke  des  Kegelschnittes  werden,  von  wel- 
chen im  Folgenden  die  Rede  sein  wird. 

Wenn  man  in  1)  die  Goordinaten  des  R)les  0  ersetzt  durch  die 
Goordinaten  seiner  Polare  und  in  2)  die  Goordinaten  der  Polare  0  durch 
die  Goordinaten  ihres  Poles,  so  erhält  man 

Gleichungen ,  die  folgende  charakteristische  Eigenschaften  von  harmo- 
nischen Polen  und  harmonischen  Polaren  erkennen  lassen: 
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Von  den  Polaren  zweier  Von  den  Polen  zweier  har- 
harmonischen  Pole  einesKe-  mo  nischen  Polaren  eines  Ke- 
gelschnittes geht  jede  durch  gelschnittes  '  liegt  jeder  auf 
den  Pol  der  andern.  der  Polare  des  andern. 

Eichten   wir   nun   unser  Augenmerk   auf  Specialitäten  harmonischer 
Polaren  eines  gegebenen  Kegelschnittes. 

Jede  gerade  Linie,  welche  durch  den  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitt 
tes  geht,  heisst  Durchmesser.  Wenn  zwei  harmonische  Polaren  des 
Kegelschnittes  sich  in  dem  Mittelpunkte  des  Kegelschnittes  schneiden, 
so  nennt  man  sie  conjugirte  Durchmesser.  Der  Pol  des  einen  liegt 
nach  dem  letztgenannten  Satze  auf  dem  andern  und  beide  Pole  liegen 
in  dem  Unendlichen,  weil  ihre  Polaren  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes gehen.  Es  ist  darum  eine  charakteristische  Eigenschaft  der 
conjugirten  Durchmesser,  dass  jede  Sehne  des  Kegelschnittes, 
welche  parallel  geht  einem  Durchmesser,  durch  den  con- 
jugirten Durchmesser  halbirt  wird. 

Daraus  ergiebt  sich  nun  eine  leichte  Construction  der  conjugirten 
Durchmesser  eines  gegebenen  Kegelschnittes.  Die  Axen  des  Kegel- 
schnittes sind  selbst  conjugirte  Durchmesser,  weil,  wie  aus  der  Axen- 
gleichung  des  Kegelschnittes  zu  ersehen  ist,  die  der  einen  Axe  paral- 
lelen Sehnen  durch  die  andere  Axe  halbirt  werden.  Sie  sind  conjugirte 
Durchmesser,  welche  aufeinander  senkrecht  stehen.  Es  behält  die  Kegel- 
schnitt-Gleichung auch  dieselbe  einfache  Form,  wenn  man  statt  des 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  Axen  ein  schiefwinkliges  wählt, 
dessen  Axen  conjugirte  Durchmesser  sind,  weil  jede  Sehne  des  Kegel- 
schnittes, welche  parallel  geht  der  einen  Axe  des  schiefwinkligen  Coordi- 
natensystems,  durch  die  andere  Axe  halbirt  wird. 

In  dem  Kreise  halbirt  jeder  Durchmesser  alle  Sehnen,  welche  auf 
ihm  senkrecht  stehen.  Es  sind  deshalb  für  den  Kreis  jede  zwei  Durch- 
messer conjugirte  Durchmesser,  wenn  sie  aufeinander  senkrecht  stehen. 
Der  Mittelpunkt  des  Kreises  hat  demnach  die  charakteristische  Eigen- 
schaft, dass  je  zwei  gerade  Linien,  welche  sich  in  ihm  senkrecht  schnei- 
den, haimonische  Polaren  des  Kreises  sind.  Der  Mittelpunkt  des  Kegel 
Schnittes  hat  die  hervorgehobene  Eigenschaft  des  Kreismittelpunktes 
nicht.  Denn  unter  den  conjugirten  Durchmessern  stehen  nur  die  Axen 
des  Kegelschnittes  aufeinander  senkrecht.  Eine  Ausnahme  davon  bildet 
der  in  der  einundzwanzigsten  Vorlesung  eingeführte  imaginäre  Kegel- 
schnitt u^  +  v^  =  Oy  der  zwar  nach  der  Regel  13)  der  neunzehnten  Vor- 
lesung keinen  Mittelpunkt  hat,  für  welchen  aber  jeder  beliebige  Punkt 
Mittelpunkt  wäre,  wenn  man  die  hervorgehobene  charakteristische 
Eigenschaft  des  Kreismittelpunktes  als  Definition  des  Mittelpunktes  neh- 
men wollte.     Denn  jede  zwei  aufeinander  senkrecht  stehenden  geraden 
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Linien  sind ,  wie  wir  gesehen  hahen ,  harmonische  Polaren  des  genannten 
imaginSren  KegelschnitteB. 

Wenn  nun  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  die  ohengenannte 
charakteristische  Eigenschaft  des  Ereismittelpunktes  nicht  hat,  so  erhebt 
sich  die  Frage,  ob  in  dem  gegebenen  Kegelschnitte  sich  nicht  andere 
Punkte  der  bezeichneten  Art  auffinden  lassen?  Da  aus  dqm  Kegel- 
schnitte ein  Kreis  wird,  wenn  die  Brennpunkte  mit  dem  Mittelpunkte 
zusammenfallen ,  so  können  möglicherweise  die  Brennpunkte  die  verlangte 
Eigenschaft  haben.     Und  in  der  That  lässt  sich  dieses  auch  nachweisen. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  aus  der  zweiundzwanzigsten  Vor- 
lesung die  homogen  gemachte  Gleichung  8)  des  Kegelschnittes,  auf  den 
Mittelpunkt  und  seine  Axen  bezogen : 

9)  [v?e^  -  w^)  +  (a2-  ^2)  ^„2+ y«)  =  0 , 

so  ist  die  Bedingung,  dass  die  geraden  Linien  0  und  1  harmonische 
Polaren  des  vorliegenden  Kegelschnittes  seien,  folgende: 

(«0  «1  «^  —  '«'o  ^i)  +  (ö^ — ^^)  («'o  ^\  +  «^0  «'i)  =  0. 
Geht  nun  jede  der  beiden  Linien  durch  den  einen  Brennpunkt  des 
Kegelschnittes,  so  hat  man: 

"o  ^  +  Wq  =^  0 ,     Wj  e  +  «; j  =  0 . 

Setzt  man  alsdann  die  Werthe  von  w^  und  w^  aus  diesen  Gleichungen 
in  die  vorhergehende,  so  geht  dieselbe  über  in: 

Diese  Gleichung  drückt  aus,  dass  die  beiden  geraden  Linien  aufeinander 
senkrecht  stehen.  Da  die  erste  von  den  vier  Gleichungen  sich  aus  den 
drei  anderen  zusammensetzt,  so  ist  der  folgende  Satz  ihre  Interpretation: 

Jede  zwei  geraden  Linien,  welche  sich  in  einem  Brenn- 
punkte des  Kegelschnittes  senkrecht  schneiden,  sind  har- 
monische Polaren  des  Kegelschnittes. 

Dieser  Satz  gilt  auch  für  die  Parabel.  Denn  drücken  wir  die  auf 
den  Brennpunkt  bezogene  Parabel gleichung  19)  der  zweiundzwanzigsteu 
Vorlesung  durch  Liniencoordinaten  aus,  so  finden  wir: 

10)  „2  +  y2_2w^^^ 

sc 

und  die  Bedingungsgleichung  für  zwei  harmonische  Polaren  0  und   I: 

setzt  sich  wieder  zusammen  aus  den  drei  Gleichungen: 

«;o  =  0,     «;,  =  0,     Wo"i  +  ^o''i  =  ö» 
deren  geometrische  Bedeutung  selbstverständlich  ist. 

Wenden  wir  uns  nach  dieser  Digression  über  die  Brennpunkte  des 
Kegelschnittes  wieder  den  conjugirten  Durchmessern  zu.   Aus  der  oben  an- 
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gegebenen  Definition  der  conjugirten  Durchmesser  des  Kegelschnittes 
als  zweier  harmonischen  Polaren,  welche  sich  in  dem  Mittelpunkte  des 
Kegelschnittes  schneiden,  ferner  ans  der  Definition  der  Asymptoten  in 
der  einundzwanzigsten  Vorlesung  ergiebt  sich  sofort  der  Zusammenhang 
zwischen  conjugirten  Durchmessern  und  Asymptoten: 

Ein   jedes  Paar  conjugirter  Durchmesser  eines  Kegel- 
schnittes ist  harmonisch  zu  seinem  Asymptotenpaare, 
und  der  Zusammenhang  conjugirter  Durchmesser  unter  sich: 

Je  drei  Paare  conjugirter  Durchmesser  eines  Kegel- 
schnittes bilden  eine  Involution. 

Man  braucht  daher  von  einem  Kegelschnitte  Nichts  weiter  zu  kennen, 
als  zwei  Paare  conjugirter  Durchmesser,  um  sowohl  die  Asymptoten ,  als 
auch  die  Axen  des  Kegelschnittes  zu  construiren.  Die  Asymptoten  sind 
nämlich  dasjenige  Linienpaar,  welches  harmonisch  ist  mit  jedem  Paare 
conjugirter  Durchmesser,  und  die  Axen  des  Kegelschnittes,  welche  auf- 
einander senkrecht  stehen,  bilden  mit  jeden  zwei  Paaren  conjugirter 
Durchmesser  eine  Involution. 

Wir  gingen  zu  Anfang  unserer  Vorlesung  von  zwei  harmonischen 
Polen  des  Kegelschnittes  aus.  Die  Polare  des  einen  geht  immer  durch 
den  andern  Pol,  und  der  Schnittpunkt  der  beiden  Polaren  wird  harmo- 
nischer Pol  zu  jedem  der  beiden  harmonischen  Pole.  Drei  solcher  Punkte 
bilden  ein  System  harmonischerPole  des  Kegelschnittes.  Man  ver- 
steht also  unter  einem  System  harmonischer  Pole  drei  Punkte,  von  wel- 
chen je  zwei  harmonische  Pole  des  Kegelschnittes  sind.  Das  Dreieck, 
dessen  Ecken  zu  zweien  combinirt  harmonische  Pole  des  Kegelschnittes 
sind-j  heisst  Poldreieck  —  ein  specieller  Fall  der  oben  angegebenen 
conjugirten   Dreiecke  des.  Kegelschnittes. 

Was  die  Seiten  des  Poldreiecks  anbetrifft,  so  sind  je  zwei  derselben 
harmonische  Polaren  des  Kegelschnittes.  Man  kann  daher  das  Poldreieck 
auch  definiren  als  das  Dreieck ,  von  dem  jede  zwei  Seiten  harmonische 
Polaren  des  Kegelschnittes  sind. 

Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  nun,  dass  ein  gegebener  Kegel- 
schnitt unendlich  viele  Poldreiecke  hat.     Denn  die  eine  Ecke  des  Drei- 

4 

ecks  kann  man  ganz  beliebig  annehmen,  die  zweite- Ecke  wird  auf  der 
Polare  der  ersten  Ecke  beliebig  gewählt  werden  können.  Erst  die  dritte 
Ecke  des  Dreiecks  wird  durch  die  beiden  anderen  bestimmt  sein. 

Hiernach  erhebt  sich  die  Frage,  wieviele  Kegelschnitte  erforderlich 
sind ,  um  ein  Poldreieck  als  ein  gemeinschaftliches  für  alle  festzustellen  ? 
Die  Beantwortung  dieser  Frage  soll  der  nächstfolgenden  Vorlesung  vor- 
behalten bleiben. 

^  OF   THK  *>'    \ 
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In  der  siebenzehnten  Vorlesung  ist  die  in  X  quadratische  Gleichung 

welche  entwickelt  die  Form  erhielt 

12)  roo  +  2A/'o,  +  lV„  =  0, 

als  die  Quelle  weiterer  geometrischer  Sätze  in  Aussicht  gestellt  worden. 
Wir  nehmen  diese  nur  zum  Theil  verwerthete  Gleichung  wieder  auf, 
indem  wir  auf  die  dort  eingeführten  Beziehungen  verweisen.  Es  lagen 
nämlich  zwei  beliebige  Punkte  0  und  1  vor.  Ihre  Verbindungslinie 
schneidet  den  Kegelschnitt  /(a:,  y,  «)  =  0  in  zwei  Punkten,  die  durch  die 
quadratische  Gleichung  12)  bestimmt  werden.  Der  eine  Fall,  wenn  das 
Verhältniss  der  Wurzeln  gleich  —1  ist,  führte  auf  die  harmonischen  Pole 
des  Kegelschnittes.  Die  Untersuchung  des  andern  Falles,  wenn  das  Ver- 
hältniss der  Wurzeln  gleich  +1  ist,  wodurch  die  Verbindungslinie  der 
beiden  Punkte  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  wird,  blieb  an  der 
genannten  Stelle  vorbehalten.  Dieser  Fall,  wenn  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung  12)  einander  gleich  sind,  soll  hier  discutirt 
werden. 

Die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  12)  sind 
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Sie  werden  einander  gleich  unter  der  Bedingung 

13)  U  ftt  -  f\  =  0. 

Man  erhält  diese  Bedingungsgleichung  auf  eine  einfachere  Art,  wenn 
man   die  Gleichung    12)   dadurch   homogen  macht,   dass  man  für  k  setzt 

—  und  mit  x  multiplicirt.     Diiferentiirt  man  hierauf  partiell  nach  x  und 

k  4ind    eliminirt,   so   erhält   man    die  gesuchte  Bedingungsgleichung  13). 

Der  linke  Theil  dieser  Gleichung  ist  eine  homogene  Function  zweiter 
Ordnung  der  Variabelen  ii,  r,  w: 

Denn  wählt  man  die  Determinantenform  der  Gleichung  13): 

^0  f  W + yo  f'd/o)  +  *o  n^o) .  ^0  /"  (^i) +yof  (.Vi)  +  ^of  ih) 
«1  f  («o) + yi  f'ivo)  +  h  f\H) .   ^1  f  (^i) + j/i  r  (yi)  +  n  r  («i) 

Bo   lässt  sie   sich   nach   einem  bekannten  Satze   von  den  Determinanten 
auch  so  darstellen : 


=  0, 


schliesslich  wird 


nyo)  f(h)  -  f(yi)  /^(*o) = i^n«), 

fi'o)  no^i)  -  f'ih)  fi'^o) =i^  ^'(f ) , 
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und    unsere  Gleichung  geht  über  in   die  Gleichung  F{u  ^v^w)sszO  des 
Kegelschnittes,  ausgedrückt  durch  Liniencoordinaten. 

Ein  grösseres  Gewicht  als  auf  diese  Bemerkung  ist  auf  die  Gleich- 
ung 13)  selbst  zu  legen,  welche  mit  Unterdrückung  des  den  Coordinaten 
anhaftenden  Index  1  sich  so  darstellt: 

14)     4/-(a-o,  y«,  ^o)  f^x,  y,  z)  -  \xr(x^)  +  yf\y,)  +  zriz^W  =  0. 

Wenn  wir  den  Punkt  0  als  gegeben  betrachten,  so  drückt  diese 
Gleichung  einen  Kegelschnitt  aus,  von  dem  jeder  Punkt  mit  dem  gegebe- 
nen durch  eine  gerade  Linie  verbunden,  eine  Tangente  des  gegebenen 
Kegelschnittes  giebt.  Da  aber  von  dem  gegebenen  Punkte  sich  an  den 
gegebenen  Kegelschnitt  nur  zwei  Tangenten  ziehen  lassen,  so  muss  die 
Gleichung  14)  die  Gleichung  des  von  dem  gegebenen  Punkte  0  an  den 
Kegelschnitt  gezogenen  Tangentenpaares  sein.  Und  in  der  That  treffen 
auch  die  unter  15)  der  siebenzehnten  Vorlesung  aufgeführten  Beding* 
ungen  für  ein  Linienpaar  an  dem  Kegelschnitte  14)  zu.  Wir  haben  hier- 
mit in  14)  eine  andere  Auflösung  der  mit  der  Gleichung  12)  der  acht- 
zehnten Vorlesung  abgeschlossenen  Aufgabe: 

Die  Gleichung  des  Tangentenpaares  zu  bestimmen,  wel- 
ches von  einem  gegebenen  Punkte  an  einen  gegebenen  Ke- 
gelschnitt gezogen  werden  kann. 

Zu  demselben  Resultate  gelangen  wir  auch  auf  folgendem  Wege, 
der  zugleich  die  Ausbeute  eines  neuen  Satzes  liefern  wird. 

Die  Gleichungen  des  Kegelschnittes  f{x ,  y, :)  =  0  und  der  Polaren 
irgend  zweier  Punkte  0  und  1: 

^rw + ynvo) + ^/^w = 0,  xr(x,) + yfw,) + za^) = o 

seien  gegeben.     Alsdann  stellt  die  Gleichung 

^^^  -  i  \xfXxo)  +  yfXVo)  +  */'wi  t*r(a:x)  +  yfiyi)  +  ^f(h)\  =  0 
mit  dem  willkürlichen  Factor  k  alle  Kegelschnitte  dar,  welche  durch  die 
vier  Punkte  gehen,  in  welchen  die  Polaren  den  Kegelschnitt  schneiden. 
Aus  dieser  Schaar  von  Kegelschnitten  wollen  wir  nur  den  einen  hervor- 
heben, der  durch  den  Punkt  0  geht,  und  den  diesem  Kegelschnitte  ent- 
sprechenden Werth  von  X  bestimmen.  Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  in 
15)  für  die  Variabelen  die  Coordinaten  des  Punktes  0  ein,  so  finden  wir: 

i= 1 

2ta:oA*,)  +  y«r(y.)  +  JoAM)r 

und   die  Gleichung  des  hervorgehobenen  Kegelschnittes,   der  durch  den 
gegebenen  Punkt  0  gehtf  wird: 

1  ßx  2  { x„  f'M  +  y,  r(y,)  +  *o  A*,)  j  ri'c,  y,  z) 

^  -  { (^/' W  +  vfiyo)  +  '/"(-o) }  { *r(«i) + y Ayi)  +  *rK)  I  =  o. 
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Aus  dem  Umstände ,  dass  bei  Vertauscbang  der  Punkte  0  und  1  die 
Gleichung  ungeändert  bleibt,  können  wir  den  folgenden  Satz  schliessen, 
dem  wir  gleich  seinen  reciproken  Satz  beigesellen: 

Wenn     man     durch     die  Wenn  man  yonzweiPunk- 

Schnittpunkte  zweier  gera-  ten  an  einen  Kegelschnitt  die 
den  Linien  und  eines  Kegel-  vier  Tangenten  legt  und  einen 
Schnittes  einen  Kegelschnitt  Kegelschnitt  beschreibt,  der 
legt,  der  durch  den  Pol  der  die  vier  Tangenten  berührt 
einen  geraden  Linie  geht,  so  und  zugleich  auch  die  Polare 
geht  derselbe  auch  durch  den  des  einen  Punktes,  so  berührt 
Pol  der  andern  geraden  Linie,      er  auch  die  Polare  des  andern 

Punktes. 

Wenn  die  Punkte  0  und  1  zusammenfallen,  so  wird  16)  die  Gleich- 
ung eines  Kegelschnittes,  der  den  gegebenen  Kegelschnitt  in  den  Schnitt- 
punkten der  Polaren  des  Punktes  0  berührt  und  die  Gleichung  14)  geht 
über  in  die  Gleichung  14)  des  von  dem  Punkte  0  ausgehenden  Tangen- 
tenpaares. 

Zu  den  Specialitäten  der  Tangentenpaare  eines  Kegelschnittes  gehört 
das  Asymptotenpaar.  Fällt  nämlich  der  gegebene  Punkt  0  mit  dem  Mit- 
telpunkte des  Kegelschnittes  zusammen ,  so  wird  /"'(äTq)  =  0 ,  /'(^o)  =  ^ 
und  aus  14)  geht  die  Gleichung  des  Asymptotenpaares  hervor: 

17)  /■(«,y.O-^rW=o, 

eine  Gleichung,  welche  es  bestätigt,  dass  man  in  der  Gleichung  eines 
Kegelschnittes  nur  das  constante  Glied  so  zu  ändern  braucht,  dass  die 
Gleichung  in  lineare  Facto ren  zerlegbar  wird,  um  die  Asymptotengleich- 
ung zu  erhalten. 

m 

Die  Gleichung  des  imaginären  Tangentenpaares  zu  be- 
stimmen, welches  von  einem  Brennpunkte  des  Kegelschnit- 
tes ausgeht. 

Die  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  lässt  sich  nach  dem  ersten 
Theile  der  gegenwärtigen  Vorlesung  voraussagen.  Nach  demselben  stehen 
jede  zwei  harmonische  Polaren  des  Kegelschnittes,  welche  von  dem  Brenn- 
punkte desselben  ausgehen,  aufeinander  senkrecht  wie  die  conjugirten 
Durchmesser  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  der  Brennpunkt  ist.  Das 
von  demselben  Brennpunkte  ausgehende  Tangentenpaar  des  Kegelschnit- 
tes ist  harmonisch  zu  jedem  der  genannten  harmonischen  Polaren  paare. 
Es  wird  sich  also  das  gesuchte  Tangentenpaar  auffassen  lassen  als  das 
von  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  ausgehende,  an  den  Kreis  gelegte 
Tangentenpaar.  Daraus  lässt  sich  weiter  schliessen,  dass  die  Gleichung 
des  gesuchten  Tangentenpaares  die  Kreisgleichung  mit  verschwindendem 
BadiuB  sein  wird,   der  Brennpunkt  des   Kegelschnittes   für  den  Mittel- 
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■'^.-»%^.y-^  ^.^-"-'•^.^ 


pnnkt    des  Kreises  genommen.      Die   nachfolgende  Rechnung  wird   die 
Schlussfolgerang  bestätigen. 

Gehen  wir  von  der  Gleichung  der  confocalen  Kegelschnitte  aus: 


'*  +  »L_,=o 


nnd  bemerken,  dass  x^^e^  y^  =  0,  Zg=l  die  Coordinaten  eines  Brenn- 
pnnktes  sind,  so  wird  die  Gleichung  14)  in  dem  vorliegenden  Falle: 


c» 


-li|«-iTI  +  4Ä-1-l«-^i-4=«' 


eine  Gleichung,  welche  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  ß'  =  a* — b^  über- 
geht in: 

{x-ey  +  y^^O. 

Liegt  dagegen  die  Parabelgleichung  vor 

mit  dem  Brennpunkte,  dessen  Coordinaten  ff^,  =  0,  yo~^>  ^o^^-^  sind, 
so  wird  die  Gleichung  14)  des  von  dem  Brennpunkte  ausgehenden  Tan- 
gentenpaares 

eine  Gleichung,  welche  sich  schliesslich  reducirt  auf: 

Wir  fassen  die  eben  gewonnenen  Resultate  zusammen,  wenn  wir 
sagen : 

Das  von  einem  Brennpunk te*  eines  Kegelschnittes  aus- 
gehende imaginäre  Tangentenpaar  ist  ein  Kreis  mit  ver- 
schwindendem Radius,  dessen  Mittelpunkt  der  Brenn- 
punkt ist. 

Die  conjugirten  Durchmesser  dieses  Kreises  sind  demnach  harmo- 
nische Polaren  des  Kegelschnittes.  Ausserdem  lässt  die  geführte  Unter- 
suchung folgenden  Satz  erkennen: 

Wenn  man  die  Coordinaten  j'q,  y^,,  r^  des  Punktes  0  so 
bestimmt,  dass  die  Gleichung  14)  eine  K  reisgleichung  wird, 
so  fällt  der  Punkt  0  in  einen  Brennpunkt  des  Kegelschnit- 
tes /(a-,  y,  2)  =  0. 

Dass  der  Kreis  alsdann  einen  verschwindenden  Radius  haben  muss^ 
folgt  daraus,  dass  die  Gleichung  14)  unter  allen  Umständen  in  lineare 
Factoren  zerfällt.  Dieser  Satz  wird  bei  Aufgaben  über  Brennpunkte  von 
Kegelschnitten  gute  Dienste  leisten. 

Um  auf  eine  neue  Form  der  Gleichung  14)  des  Tangentenpaares  zu 
kommen,  welche  Gleichung  sich  leicht  in  Determinantenform  bringen 
lässt,  erinnern  wir  daran,  dass  wir  bereits  in  12)  der  achtzehnten  Vor- 
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lesung  die  Gleichung  des  Tangentenpaares  entwickelt  haben.  Es  bandelte 
sich  dort  um  die  Elimination  der  Variabelen  u,  v,  w  aus  folgenden  drei 
Gleichungen:  „, 

ux  +  py  +  '^^  =  0. 
Wählen  wir  für  die  erste  dieser  Gleichungen  die  Form 

u^  F\h)  +  v\  F\v)  +  fv{  F\w)  =  0, 

so  sehen  wir,  dass  sich  zwei  Grössen  k  und  fi  derart  bestimmen  lassen, 

dass  man  hat 

^F\u)+kx^,  +  iix^O, 

Eliminiren  wir  nun  aus  diesen  drei  Gleichungen  und  den  beiden  zuletzt 
angegebenen  linearen  Gleichungen  die  fünf  Unbekannten  u,  v^  w^  1,  fi, 
so  erhalten  wir  die  Gleichung  des  von  dem  Punkte  0  an  den  gegebenen 
Kegelschnitt  F:=Q  gezogenen  Tangentenpaares: 


18) 


^00» 

^01» 

^02» 

•*^o» 

X 

^10» 

^11» 

^12» 

yo» 

y 

^20» 

^21» 

^22» 

^0» 

z 

^0» 

^0» 

^0» 

0, 

0 

a^, 

y  » 

0, 

0 

=  0. 


Die  Gleichung  des  Punktpaares  zu  bestimmen,  in  wel- 
chem ein  gegebener  Kegelschnitt  von  einer  gegebenen  ge- 
raden Linie  geschnitten  wird. 

Wenn  wir  mit  Wq,  v^y  w^  und  Mj,  Vj,  tv^  die  Coordinaten  zweier 
gegebenen  geraden  Liniea  0  und  1  bezeichnen ,  so  hangt  die  Bestimmung 
des  von  dem  Schnittpunkte  der  geraden  Linien  an  einen  gegebenen 
Kegelschnitt  F=0  gezogenen  Tangentenpaares  von  der  quadratischen 
Gleichung  4)  der  neunzehnten  Vorlesung  ab: 

19)  /'oo  +  21Fo,+A«?'„  =  0. 

Die  beiden  Tangenten  fallen  nur  dann  zusammen ,  wenn  die  beiden 
geraden  Linien  0  und  1  sich  in  einem  Punkte  des  Kegelschnittes  schnei- 
den. Sie  schneiden ,  sich  in  einem  Punkte  des  Kegelschnittes,  wenn  die 
quadratische  Gleichung  gleiche  Wurzeln  hat,  nämlich  unter  der  Be- 
dingung: 

20)  ^00^11 -'P'*oi  =  0. 

Betrachtet  man  in  dieser  Gleichung  die  Coordinaten  der  einen  geraden 
Linie  0  als  gegeben,  die  Coordinaten  der  andern  als  Yarabeln,  so  hat 
man  die  Auflösung  der  vorliegenden  Aufgabe. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auf  folgendem  Wege.  Die 
Pole  der  gegebenen  geraden  Linie  0  und  1  werden  ausgedrückt  durch 
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die  Gleichungen  u  F'K)  4-«^^^' W  +  «' ^'K)  =  0,  u  F' {u^)  +  v  F\9\) 
+  wF'(Wi)  =  0,  und  das  Product  der  beiden  Gleichungen  stellt  die  bei- 
den Pole  dar.     Es  ist  darum  die  Gleichung 

^  - l\uF\u^)  +  vF\v,)  +  tvF\w,)\\uF'(u,)  +  vF'(v,)  +  n;F\w,)\  =  0 

der  analytische  Ausdruck  für  alle  Kegelschnitte,  welche  die  von  den 
beiden  Polen  an  den  gegebenen  Kegelschnitt  F=0  gezogenen  Tangenten 
liefern. 

Unter  diesen  Kegelschnitten  giebt  es  einen ,  der  die  gerade  Linie  0 
berührt.     Sein  analytischer  Ausdruck  ist: 

«2^  2  { «,  F\uj  +  V,  F>.)  +  w,  F'{w,) }  F(u ,  v,  w) 

^^'  -  \uF'{uo)  +  pr{v^)  +  mFXw^)\\uF\u;)  +  vFXv,)  +  wF'{w,)\^0. 

Der  geometrischen  Bedeutung  des  Umstandes,  dass  diese  Gleichung  un- 
geändert  bleibt ,  wenn  man  die  Indices  0  und  1  miteinander  verwechselt, 
ist  in  einem  der  vorausgegangenen  Sätze  bereits  Ausdruck  gegeben  worden. 
Fallen  die  beiden  geraden  Linien  0  und  1  zusammen,  so  hat  man 
die  Auflösung  der  vorgelegten  Aufgabe: 

23)     4  F(«o,  »oi  ^o)  n^^^^  «')  -  {''^'K)  +  vr(f>^)  +  wr{fv^)\^=0 
in   einer  Gleichung,   welche  das  Punktepaar  ausdrückt,   in  welchem  die 
gegebene  gerade  Linie  0  den  Kegelschnitt  F==0  schneidet. 

In  der  sechszehnten  Vorlesung  erhielt  die  Auflösung  12)  derselben 
Aufgabe  eine  andere  Form,  weil  dort  die  Gleichung  des  Kegelschnittes 
in  Punktco ordinaten  gegeben  war.  Es  handelte  sich  an  der  augeführten 
Stelle  um  die  Elimination  der  Variahelen  Xy  y^  z  aus  folgenden  drei 
Gleichungen:  Aa:,y,z)  =  0, 

Wenn  man  diese  Elimination  nicht  direct,  sondern  in  der  im  Vorher- 
gebenden angedeuteten  Weise  vollführt,  so  erhält  man  folgende  Deter- 
minantengleichung des  gesuchten  Punktepaares: 


24) 


«001 

«Ol» 

«02» 

«0» 

u 

«10» 

«11» 

«12» 

^oy 

r 

«20» 

«21» 

«22» 

«'o» 

w 

«0» 

«'o» 

«'o» 

0. 

0 

w> 

», 

W. 

0, 

0 

=  0. 


Weder  die  Gleichung  14)  eines  Tangenten  paar  es  des  Kegelschnittes 
/'=0,  noch  die  Gleichung  23)  eines  Punktepaares  desselben  Kegel- 
schnittes Fs=:0  sind  so  durchsichtiger  Art,  dass  man  sie  gern  als  Basis 
weiterer  Untersuchungen  der  Kegelschnitte  nehmen  möchte.  Wir  haben 
darum  in  18)  und  24)  andere  Formen  derselben  Gleichungen  vorgeführt» 
welche,   wie   die  Gleichungen    1*)  und  2*),   ihre  Zusammensetzung  auB 
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den  Elementen  sogleich  erkennen  lassen.  Auch  den  Kegelschnittgleich- 
ungen 16)  und  21)  kann  man  ähnliche  Formen  gehen.  Setzt  man  näm- 
lich in  der  vorletzten  Horizontalreihe  dor  Gleichung  18)  au  Stelle  des 
Index  0  den  Index  1 ,  so  erhält  man  eine  andere  Form  der  Gleichung 
16);  verändert  man  in  der  vorletzten  Horizontalreihe  der  Gleichung  24) 
den  Index  0  in  1 ,  so  hat  man  einen  andern  Ausdruck  für  die  Gleich- 
ung 21).  Wenn  man  ferner  hedenkt,  dass  nach  der  neunzehnten  und 
einundzwanzigsten  Vorlesung  selbst  die  Kegelschnittgleichungen  f^^O 
und  «p  =  0  sich  in  Determinantenform  darstellen  lassen : 


25) 


e 


'00» 
10» 


e 


20» 


Ol» 

'11» 


21» 


02» 
'l2» 


22» 


X 

y 

z 


X,      y,        z,      0 


=  0, 


o 


a 


a 


00» 
10^ 
20» 


a 


Ol» 


a 


02» 


a 


a 


11» 

21» 


a 


a 


12» 
22' 


w, 


»^ 


fV, 


u 

V 

tv 
0 


=  0, 


so  kann  man  zweifelhaft  sein,  ob  nicht  diese  Determinantengleichungen 
bei  der  analytischen  Behandlung  der  Kegelschnitte  den  Vorzug  verdienen. 
In  dieser  Richtung  verweisen  wir  auf  die  Abhandlung  „Ein  Cyclus  von 
Determidantengleichungen^'  in  Crelle's  Journal  Bd.  75,  S.  1,  welche 
weiteres  Material  liefern  wird  zur  Durchführung  der  angeregten  Idee. 


Vierundzwanzigste  Vorlesung. 

Die  Auflösung  von  zwei  Oleichungen  des  zweiten  Grades  mit  zwei 

unbekannten. 

Gegen  das  Ende  der  sechszehnten  Vorlesung  haben  wir  auseinan- 
dergesetzt, wie  die  Algebra  das  Problem  der  Auflösung  zweier  Gleich- 
ungen des  zweiten  Grades  mit  zwei  Unbekannten  mit  ihren  Hilfsmitteln 
unternimmt.  Sie  führt  das  Problem  zurück  auf  eine  biquadratische 
Gleichung-  mit  einer  Unbekannten,  welche,  wie  bekannt,  durch  eine 
kubische  Gleichung  gelöst  wird.  Da  aber  die  biquadratische  Gleichung 
nicht  direct  gegeben  ist,  so  kann  man  sich  wohl  die  Frage  vorlegen,  ob 
es  nicht  einfacher  sei,  zuerst  die  kubische  Gleichung  festzustellen  und 
darauf  die  Auflösung  zu  begründen  als  oimgekehrt.  Die  Operation  soll 
die  aufgeworfene  Frage  beantworten. 

Das  geometrische  Bild  zweier  Gleichungen  zweiten  Grades  mit  zwei 
Unbekannten  sind  zwei  Kegelschnitte,  welche  sich  in  vier  Punkten 
schneiden.  Diese  vier  Schnittpunkte  zu  bestimmen,  verlangt  das  Pro- 
blem. Nun  haben  wir  aber  am  Ende  der  oben  citirten  sechszehnten 
Vorlesung  angedeutet,  dass  durch  die  vier  Schnittpunkte  sich  drei  Linien- 
paare legen  lassen,  deren  Bestimmung  von  einer  leicht  zu  bildenden 
kubischen  Gleichung  abhängt.  Sind  alsdann  durch  Auflösung  der  kubi- 
schen Gleichung  die   drei  Linienpaare  bestimmt,   so  bedarf  es  noch  der 


Von  Dr.  O.  Hease.  15 

Auflösung  von  irei  quadratischen  Gleichungen ,  um  die  drei  Linienpaare 
in  einzelne  gerade  Linien  zu  trennen.  Auf  diese  Weise  gelangen  wir 
zu  sechs  geraden  Linien ,  von  welchen  sich  immer  drei  in  einem  der  zu 
hestimmenden  vier  Punkte  schneiden.  Die  gesuchten  vier  Punkte  ergeben 
sich  dann  schliesslich  als  die  Schnittpunkte  von  bekannten  geraden 
Linien. 

Dieses  ist  der  Ideengang,  der  uns  in  der  gegenwärtigen  Vorlesung 
zum  Wegweiser  dienen  soll.  Er  stimmt  auch  überein  mit  der  Auflösung 
der  biquadratischen  Gleichung  1)  in  der  siebenten  Vorlesung,  die  zurück- 
geführt wurde  auf  die  kubische  Gleichung  13)  und  unter  Vermittelung 
von  14)  auf  drei  quadratische  Gleichungen  7). 

Wenn  wir  mit  f  und  tp  die  Ausdrücke  bezeichnen : 

«P  =  ^00  ^*  +  ''u  V*  +  '^22  -*  +  2  A,2  y  2  +  2  Ä2„  t a:  +  2  ^01  ar  y , 
so  stellt  die  Gleichung 

2)  /•-.ig,  =  0 

alle  Kegelschnitte  dar,  welche  durch  die  Schnittpunkte  der  durch  ihre 
Gleichungen  /*=  0  und  (jd  =  0  gegebenen  Kegelschnitte  gehen. 

Der  Kegelschnitt  2)  wird  ein  Linienpaar,  wenn  sich  Werthe  von 
jr,  y,  z,  A  derart  bestimmen  lassen,  dass  folgenden  drei  Gleichungen  zu 
gleicher  Zeit  genügt  wird: 

3)  n«)-il9>'W  =  0,    /(y)-A(p'(y)-0,    /■•(?)- *?)'(*)  =  0. 

Durch  Elimination  der  Unbekannten  x^y^z  erhalten  wir  hieraus,  wenn 
wir  setzen : 


4)  //  = 


«10  —  ^/'lO '       «U  -  ^  *11  >       «1«  —  *  ^8 
«20         ^^20'       «21         *^21»       «22  ""  A«28 


die  in  A  kubische  Gleichung 

5)  z/  =  0, 

von  deren  Lösung  die  drei  Linienpaare  abhängen,  welche  durch  die 
Schnittpunkte  der  gegebenen  Kegelschnitte  /':=0  und  <jd=:0  gelegt  wer- 
den können. 

Wenn  X  eine  Wurzel  der  kubischen  Gleichung  zf  «=0  ist,  so  bedeu-" 
ten  Xy  y^  z  in  3)  die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  sich  das  der 
genannten  Wurzel  entsprechende  Linienpaar  schneidet.  Nehmen  wir 
daher  an,  dass  A^,  A^,  A^  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  //s=0 
seien  und  dass  ihnen  drei  Funkte  0,  1,  2  entsprechen,  von  denen  jeder 
ein  Schnittpunkt  ist  eines  der  drei  Linienpaare,  so  ergeben  sich  aus  3) 
die  drei  Systeme  Gleichungen 

rK)-^o9>'{^o)=o,  rw-^i<p>i)=o,  r(^2)-^2<p'(^2)=o, 

6)  r(yo)-*o<p'(yo)  =  o,  r(!^i)-^iv'(yi)  =  o,  r(y2)-^v'(y2)  =  o, 
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und  ans  ihnen  wieder  folgende  beiden  Systeme ,  welche  eine  geometrische 
Interpretation  zulassen: 

^1  ^'(^2) + Vi  fp(y^  +  h  9  (^2)  =  ö» 

8)  x^  fp\x^  +  ^2  9^'(yo)  +  «2  9>'(2^o)  =  ö  • 

Denn  multiplicirt  man  die  Gleichungen  des  zweiten  Systems  6)  resp. 
mit  x^y  y^j  z^  und.addirt,  so  erhält  man: 

I 

Ebenso  geht  aus  dem  dritten  System  6)  durch  Multiplication  mit  x, 
y^  z  und  Addition  die  Gleichung  hervor: 

I  ^1  /"  V2) + Vi  f\y%)  +  ^1  f\^%i  t  -  ^  { ^1 9>  V2)  +  yi  9\y^)  +  «i  ^>\h)  \  =  ö- 

Zieht  man  die  letzte  Gleichung  von  der  vorhergehenden  ab,  so  wird: 

(Aj  -  Ai)  {a?!  q>{x^)  +  y^  q>\y^)  +  z^  (p\z^) }  =  0. 

Da  nun  der  erste  »Factor  (A^ — k^)  in  dieser  Gleichung  nicht  verschwinden 
kann,  weil  A^  und  k^  verschiedene  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 
^  s=  0  sind ,  so  muss  der  zweite  Factor  verschwinden ,  was  eben  durch 
die  erste  Gleichung  8)  ausgedrückt  ist.  Die  erste  Gleichung  7)  ergiebt 
sich  dann  aus  jeder  der  beiden  anderen  zuletzt  aufgestellten  Gleichungen. 

Wir  wollen  nicht  unterlassen  zu  bemerken ,  dass  wir  in  unserer  Dis- 
cussion  nur  den  allgemeinen  Fall  vor  Augen  haben  werden,  wenn  die 
Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  z/=:0  wirklich  voneinander  verschie- 
den sind.  Für  den  Fall  zweier  oder  dreier  gleicher  Wurzeln  bedarf  es 
einer  besondem  Untersuchung. 

Die  Gleichungen  7)  und  8)  beweisen ,  dass  die  drei  Punkte  0,1,2 
die  Ecken  eines  Poldreiecks  bilden  sowohl  für  den  einen  Kegelschnitt 
/"ssO,  als  für  den  andern  9>  =  0.  Ausserdem  ist  ersichtlich,  dass  dieses 
gemeinschaftliche  Poldreieck  auch  jedem  Kegelschnitte  angehört,  welcher 
durch  die  Schnittpunkte  der  gegebenen  Kegelschnitte  geht. 

Die  Gleichungen  7)  und  8),  die  Bedingungen  für  das  gemeinsame 
Poldreieck,  gingen  hervor  aus  den  neun  Gleichungen  6).  Umgekehrt 
lassen  sich  aus  den  sechs  Gleichungen  7)  und  8)  die  drei  Systeme  6) 
herstellen.  Vergleicht  man  beispielsweise,  um  zum  ersten  dieser  Systeme 
zu  gelangen,  die  beiden  letzten  Relationen  in  7)  mit  den  beiden  letzten 
Relationen  in  8),  so  sieht  man,  dass  die  Grössen  /'(^o)>  f^Mo^^  f'i^o) 
dieselben  Verhältnisse  besitzen  wie  9>'(^o)»  9^'(yo)>  9>'(^o)»  '^'^d  dass  also 
ein  Factor  k^  sich  finden  lässt,  für  welchen: 

Hieraus  schliessen  wir  auf  den  Satz: 


Von  Ör.  0.  Hesse.  lH 


■  • .  -  .^« 


Es  giebt  nur  ein  Poldreieck,  welches  zweien  gegebenen 
Kegelschnitten  gemeinschaftlich  ist. 

In  dem  vorliegenden  Falle  drücken  sich  die  Seiten  des  gemein- 
schaftlichen Poldreiecks  der  beiden  Kegelschnitte  analytisch  in  doppel- 
ter Art  so  ans: 

^  rV2)  +  y  fiy^)  +  ^r{h^-=0,      X  q>\.r,)  +  y  g>\y,)  +  z  g>\z,)  =x  0. 

Wir  haben  eben  das  gemeinschaftliche  Poldreieck  abhängig  gemacht 
von  den  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  J  =  0,  Denn  aus  6)  ergeben 
sich  die  Coordinaten  der  Ecken  0,1,2  durch  Auflösung  linearer  Gleich- 
ungen. Wie  solche  lineare  Gleichungen  mit  Einmischung  willkürlicher 
Constanten  sich  auflösen  lassen,  zeigt  die  Anmerkung*.     Man  kann  aber 


*  Es  ist  eine  häufig  wiederkehrende  Aufgabe,  (Jie  Coordinaten  des  Schnitt- 
punktes zweier  geraden  Linien  zu  bestimmen,  welche  durch  ihre  Gleichung 
f(Xyy^g)  =  0  gegeben  sind.  Die  gesuchten  Coordinaten  ergeben  sich,  wie  bekannt, 
aus  je  zweien  von  den  drei  Gleichungen 

I)  r(x)=o,  r(y)=o,  rw=o, 

welche  sämmtlich  durch  sie  befriedigt  werden. 

Welche  zwei  Gleichungen  man  aber  auch  zu  diesem  Zwecke  verwenden  mag, 
die  Ausdrücke  für  die  Coordinaten  werden  unsymmetrisch.  Man  muss  allen  drei 
Gleichungen  zugleich  Rechnung  tragen,  um  zu  einem  befriedigenden  Resultate  zu 
gelangen. 

Bezeichnen  wir  die  Determinante  der  Function  f  mit  A  und  mit  Agi  die 
Unterdeterminanten  der  letzteren,  so  erhalten  wir  durch  Auflösung  je  zweier 
Gleichungen 

x:y:z  ^Aoo'AioiÄfOi    x:y:z  =  Aqi:  Aix'.A^ij    x:y:z  =  Aot:Ai2:Atf. 
Hieraus  setzen  sich   nun  unter  Einführung  von  drei  willkürlichen  Factoren  x  die 
allgemeinsten  Auflösungen  der  Gleichungen  I)  zusammen 

X  =  AqoU^  -f  Aoi  X«  -I-  ^02 X*, 
II)  f/  =  ^,0X<^-f-//„«'+^12X', 

Z  --  AjoH^  -I-  -421  X*  +  ii22X'. 

Diese  Ausdrücke  der  Unbekannten  genügen  den  Gleichungen  I).  Denn  setzt  man 
dieselben  in  die  Gleichungen  ein,  so  verschwinden  einzeln  die  CoefQcienten  der 
willkürlich  angenommenen  Factoren  x.  Diese  Auflösungen  II)  umfassen  aber  auch 
die  oben  angegebenen.  Denn  lässt  man  zwei  von  den  Coustanten  x  verschwinden, 
so  erhält  man  jene  speciellen  Auflösungen. 

Die  vorgetrageue  AuflÖsungsiuethode  ist  keineswegs  beschränkt,   weder  auf 
die  Zahl  der  Yariabeln  und  Gleichungen ,  noch  auf  die  Form  der  letzteren.    Denn 
lassen  wir  die  Gleichung 
III)  Oo^Xo-^-at^Xi  -»-... +  aia;„  =  0 

ein  ganzes  System  linearer  homogener  Gleichungen  bedeuten  mit  den  Unbekannten 
X,  indem  wir  unter  X  alle  Zahlen  ü,  1,  ...n  verstehen,  so  haben  wir  die  Auf- 
lösungen des  Systems  mit  den  willkürlichen  Constanten  x 

III)  fl!;i  ^>lö^xö-f  A'^x*  +   ••  +^?  >«"• 

ZeiUcuiiil  f  MAtbAUtatik  a.  Physik  XXI,  1.  '«^ 
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aüch  umgekehrt  die  kubische  Gleichung  abhängig  machen  von  dem 
gemeinschaftlichen  Poldreiecke.  Denn  multiplicirt  man  die  Gleichungen 
des  ersten  Systems  6)  mit  Xg,  y^,  z^  and  addirt,  so  erhält  man  für  Xq 
den  Ansdmck 

Eis  soll  sich  nun  darum  handeln,  diesen  Ausdruck  für  die  Wurzel 
Xfi  der  kubischen  Gleichung  zf  =  0  geometrisch  eu  deuten. 

Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  die  beiden  Functionen  /*  und  <p  näher 
fixiren ,  denn  die  kubische  Gleichung  zf  =  0  wird  eine  andere,  wenn  man 
die  beiden  Functionen  mit  willkürlichen  Factoren  multiplicirt,  während 
die  durch  sie  ausgedrückten  Kegelschnitte  sich  dadurch  nicht  ändern. 
Wir  werden  deshalb  festsetzen ,  dass  die  Function  2f  der  Einheit  gleich 
werde,  wenn  man  in  derselben  z=l  setzt  und  die  beiden  anderen  Co- 
ordinaten  die  Coordinaten  m  des  Mittelpunktes  des  Kegelschnittes  /*=  0 
bedeuten  lässt.  Ebenso  soll  die  Function  2^  der  Einheit  gleich  werden, 
wenn  man  in  ihr  z  =  1  setzt  und  für  die  beiden  anderen  Coordinaten 
die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  n  des  Kegelschnittes  «p  s=  0.  Man  hat 
daher   fär  den  Mittelpunkt  m   des  Kegelschnittes  f^^O  die  Gleichungen 

u)  r(^)=o,  r(y)=o,  r{z)=i, 

nnd  für  den  Mittelpunkt  n  des  Kegelschnittes  <p  =  0 

12)  9V)=0,     g>'(y)=-0,    <p'(^)  =  l. 

Ausserdem  wird  es  vortheilhaft  sein,  sämmtlichen  z -  Coordinaten  den 
Werth  der  Einheit  beizulegen,  so  dass  man  hat  z  =  Zq=^Zj^^=z^  =  1, 

Wir  entnehmen  aus  9)  die  Gleichung  der  geraden  Linie  12: 

^A^o)+yr(yo)  +  ^A^o)  =  o, 

welche  durch  Multiplication  mit  dem  Factor ,  auf  die 

Normalform  gebracht  wird.  Ans  ihr  erhalten  wir  dann  den  senkrechten 
Abstand  Pq  eines  durch  die  Coordinaten  x,  y,  z  =  1  gegebenen  Punktes 
p  von  der  geraden  Linie  12: 

,  ^  «  r(^o)  +  yr  .vo)  +  -  A^o) ^  ^0  fV) + gp  / '(.V)  +  -0 /'(•) 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  auf  Grund  der  Gleichungen  11)  der  senkrechte 

Abstand  m^  des  Mittelpunktes  m  des  Kegelschnittes  f=0  von  der  gera- 

den  Linie  12: 

1 

Wir  haben  deshalb 


?i  =  x  fix,)  +  y  r  (y«)  +  *  A^'o). 


Wq 
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Das  gleiche  Verfahren,  ausgeführt  an  dem  Kegelschnitte  <p=0,  ergiebt: 


^'o 


wenn  wir  unter  Hq  den  senkrechten  Abstand  des  Mittelpunktes  n  des 
Kegelschnittes  g>  =  0  von  der  geraden  Linie  12  verstehen.  Aus  diesen 
beiden  Gleichungen  folgt  endlich 

ein  Ausdruck  für  das  Verhaltniss  der  Abstände  mg  -und  n^  der  Mittel- 
punkte m  und  n  der  Kegelschnitte  /*=0  und  97  =  0  von  der  geraden 
Linie  12,  welcher  unabhängig  ist  von  der  Lage  des  Punktes  p.  Lässt 
man  diesen  Punkt  p  zusammenfallen  mit  dem  Punkte  0,  so  ergiebt  sich 
aus  dem  Vergleiche  von  13)  und  10)  die  geometrische  Bedeutung  der 
Wurzel 

In   dem   angegebenen  Verhältnisse  n^iniQ  der  senkrechten  Abstände 
der  Mittelpunkte   n   und   m  von  der  geraden  Linie  12  können  wir  auch 

die  Entfernungen  [0j;2:[0jm  des  Schnittpunktes  [OJ  der  geraden  Linien 
nm  und  12  an  Stelle  der  Abstände  substituiren.  Bezeichnen  wir  des- 
halb die  Schnittpunkte  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  n  und  m 
mit  den  Seiten  des  Poldreiecks  resp.  mit  den  Zeichen  [0],  [1],  [2],  so 
haben  wir  folgende  geometrische  Interpretation  der  Wurzeln  der  kubi- 
schen Gleichung  ^  =  0: 


"        [0]m  [l]m  [2\m 

Die  Beschränkung  der  Functionen  /  und  q> ,  welche  wir  nur  gemacht 
haben ,  um  zu  diesem  Eesultate  zu  gelangen ,  ist  für  das  Folgende  nicht 
nothwendig.     Wir  heben  sie  darum  wieder  auf. 

Dass  die  Gleichung  f-—X<p  =  0  ein  Linienpaar  darstellt,  wenn  X 
eine  Wurzel  der  kubischen  Gleichung  J  =  0  ist,  drückt  sich  algebraisch 
aus,  wenn  man  sagt,  dass  der  Ausdruck  f—kq)  in  lineare  Factoren  zer- 
fallt. Zum  Zwecke  dieser  Zerf^llung  in  Factoren  ist  es  nützlich,  an 
Stelle  der  Variabelen  Xy  y,  z  neue  Variabelen  JT,  F,  Z  einzuführen  durch 
folgende  Gleichungen: 

^  <p\^o)  +  y  9iyo)  +  2  9)'(2o)  =  2  A- , 

15)  X  <p\x,)  +  y  <p\y,)  +  z  q>\z,)  =  2^, 

^  v\^%)  +  y  ^\y^  +  2  ^\^i) = 2  z, 

und  mit  q>^^  (p^,  tp.,  die  Ausdrücke  zu  bezeichnen: 

2* 
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^.^.^^  ^  ^^-^  ^  ^>-_^-^  ' 


16)  x^  g^Vi)  +  y\  ^\y\)  +  *i9»'(m)  =  29)1, 

^2  9''(^2)  +  y»  ^'(^2)  +  ^2  <pV2)  =  2<3P2- 

Es  liegen   nun  drei  lineare  Ausdrücke   der  variabelen  Coordiuaten 
x^  y^  z  eines  beliebigen  Punktes  p.  vor: 

rW-io9>V),     2F,     2Z, 
welche  verschwinden,  wenn  der  Punkt  p  mit  dem  Punkte  0  zusammen- 
fällt.     Es  müssen   sich   daher  zwei  Factoren  9  derart  bestimmen  lassen, 
dass  man  identisch  hat 

Diese  Factoren  bestimmen  sich  in  der  identischen  Gleichung  dadurch, 
dass  man  für  die  Variabein  setzt  entweder  die  Coordinaten  des  Punktes 
1  oder  des  Punktes  2.     Hierdurch  wird 

/*'(^i)-^<pVi)  =  2(»^9),, 

oder,  da  /*  (^1)  "*  ^1  ^'(^1)  =  ^  ^°^  /V2)  "~  ^2  ^'(^2)  ~  ^  ^^^1  ^^  ^x^ 

(^1  —  ^0)  9^ Vi)  =  2  pi  9j , 

f  A2  —  ^0)  ^'(^2)  =  2  (>2  g>2- 
Setzen   wir   diese  Werthe   der  Factoren   in  die  identische  Gleichung  ein 
und' vertauschen    die   Coordinaten,    so   erhalten   wir  ein   ganzes  System 
Gleichungen,   welche   die  Substitution   15)   zu   identischen   Gleichungen 
machen : 

fx  Vi 

17)  r(y)  -  io  v{y)  =  ^^1^^  9>'(y. )  f  +  ^^^^^  «p'W  2. 

Vi  fi 

Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  resp.  mit  x^  y^  z  und  addiren,  so 
wird  mit  Rücksicht  auf  die  Substitution  15) 

oder 

!T'  2  72  I         * 

wenn  wir  mit  P  das  Product  bezeichnen: 

18;  P={K-^i)(^i'-h){K-K)' 

Bezeichnen  wir  endlich  mit  a^  ß^  y  die  Ausdrücke 


so  kann  man  aus  der  letzten  identischen  Gleichung  durch  eilaubte  Ver- 
tauschungen ein  ganzes  System  Gleichungen  ableiten: 


(f-^'p)(^,-K)  =  -f\-i-t,r 
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welches  sich  auch  so  darstellen  lässt: 

Setzen  wir  nun  diese  umgewandelten  Ausdrücke  gleich  0,  so  erhalten 
wir  die  Gleichungen  der  drei  Linienpaare,  welche  durch  die  Schnittpunkte 
der  gegebenen  Kegelschnitte  /'=0  und  9  =  0  gelegt  werden  können. 

Zu  gleicher  Zeit  sieht  man  aber  auch,  wie  jedes  Linienpaar  sich  in 
einzelne  Linien  trennt,  und  welche  von  den  sechs  geraden  Linien  zu 
dreien  in  einem  der  gesuchten  vier  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  sich 
schneiden.     So  schneiden  sich  die  drei  geraden  Linien 

22)  -^ =  0, =  0,      ---  =  0 

in  einem  und  demselben  Punkte,  weil  die  Summe  ihrer  Gleichungen 
identisch  verschwindet. 

Die  drei  anderen  Zusammenstellungen  von  drei  der  genannten  sechs 
geraden  Linien,  welche  sich  in  einem  der  gesuchten  Punkte  schneiden, 
erhalten   wir  aus   22)   durch   Veränderung   der   Vorzeichen   der   Grössen 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Coordinaten  selbst  eines  Schnittpunktes 
der  gegebenen  beiden  Kegelschnitte  zu  berechnen.  Hierzu  dienen  die 
Gleichungen  22),  welche  wir  in  anderer  Form  so  ausdrücken: 

Z:r:Z=a:/S:y. 

Da  es  sich  aber  nur  um  die  Verbältnisse  der  homogenen  Coordinaten 
des  Schnittpunktes  handelt,  so  können  wir  für  die  angegebenen  VerbÄlt- 
niflse  auch  folgende  Gleichungen  nehmen: 

X^a,      F=p,     Z=:y, 
welche  sich  mit  Rücksicht  auf  15)  ausführlich  so  darstellen: 

^  9\^o)  +  y  v'OJo)  +  ^  Vih)  =  2  « , 

23)  X  g)'(a'j)  +  y  g)'(y^)  +  z  q>\z^  =  2/J, 

« 9>'(^2) + y  v'W  +  ^  ^\^%)  =  2y. 

Um  diese  Gleichungen  aufzulösen,  bedienen  wir  uns  der  Methode  der 
unbestimmten  CoefBcienten.    Wir  multipliciren  die  Gleichungen  der  Reihe 
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nach  mit  Xq^  ä^^  X^,  addiren  und  richten  die  Coefücienten  so  ein,  dass 
man  hat: 

24)  X^  ifXyo)  +  X,  q>\y, )  +  X^  q>\y^)  =  0 , 

Alsdann  erhalten  wir  den  Werth  der  Unbekannten  x\ 

Die  Werthe  der  zu  bestimmenden  Coefficienten  ergeben  sich  aber 
aus  24),  wenn  man  diese  Gleichungen  entweder  mit  x^^^  y^^  Zq  oder  mit 
^1*  ^11  ^1  ^^®^  "^^^  ^2f  ^2>  ^2  multiplicirt  und  dann  addirt: 

Y    ^0  y    *^1  Y  ^^ 

•^0  —  oTT  »         1  —  o-^  »        2  — 


2^0*  2^1'        ^      2^)2' 

Hiernach  wird 

9^0  9^1  92 

und  wir  erhalten  auf  diese  Weise  die  Auflösung  der  Gleichungen  /'=0 
und  9  =  0  in  homogenen  Cordinaten 

9o         9^1         9^2 
25)  y  =  !ÜLo  +  ?WL  +  yJfl, 

9o  <Pl  9^2 

•  =  ^+^  +  112. 

9o  9^1  9^2 
Da  diese  Gleichungen  25)  die  Auflösungen  der  linearen  Gleichungen 
23)  sind,  welche  letzteren  sich  von  den  Substitutionen  15)  nur  in  ihren 
rechten  Theilen  unterscheiden,  so  gehen  die  Gleichungen  25)  über  in 
die  Auflösungen  der  Substitutionen,  wenn  man  die  Buchstaben  a^  ß^  y 
verändert  in  A',  F,  Z, 

Die  drei  anderen  Auflösungen  derselben  beiden  Gleichungen  /'=0 
und  q>  =  0  gehen  aus  diesen  Auflösungen  hervor  durch  Veränderung  der 
Vorzeichen  der  Grössen  a,  /?,  y- 

Multipliciren  wir  die  Gleichungen  25)  mit  den  variabelen  Linien- 
coordinaten  u,  v^  w  und  setzen  die  Summe  gleich  0 ,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung  des  gesuchten  Schnittpunktes  der  gegebenen  beiden  Kegel- 
schnitte.    Wenn  wir  demnach  die  Bezeichnungen  einführen: 


UQ  =  {iPo^  +  yQV  +  ZQw)'l/'- 


i     ^ 


9>o 


U,  =  {x,u  +  y,p  +  z,w)j/^^^^ 
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so  stellen  sich  die  Gleichungen  der  vier  Schnittpunkte  der  gegebenen 
Kegelschnitte  in  der  eleganten  Form  dar 

27N  -U^+U,+  ü^  =  0, 

Nachdem  wir  unser  am  Anfange  der  Vorlesung  aufgestelltes  Problem 
vollständig  gelöst  haben ,  so  werfen  wir  noch  einen  Blick  zurück  auf  die 
durch  die  Substitutionen  15)  identischen  Gleichungen  20).  Die  ersten 
Theile  der  letzteren  enthalten  nur  die  Quadrate  der  neuen  Variabelen 
Jl,  F,  Z.  Betrachtet  man  in  zwei  von  diesen  Gleichungen  die  Factoren 
/  und  q)  als  Unbekannte,  so  drücken  sich  dieselben  durch  die  Quadrate 
der  neuen  Variabelen  ans.  Es  werden  sich  daher  immer  lineare  Substi- 
tutionen neuer  Variabelen  finden  lassen ,  welche  die  gegebenen  Functionen 
/  und  fp  auf  die  Quadrate  der  neuen  Variabelen  zurückführen. 

Lineare  Substitutionen  ähnlicher  Art  haben  ihre  geometrbche  Be- 
deutung in  der  elften  Vorlesung  in  den  Dreieckcoordinaten  erhalten. 
Wir  verlassen  daher  nicht  das  Gebiet  der  Geometrie,  wenn  wir  noch 
eine  zweite  Art  der  Auflösung  unsers  Problems  in  Anregung  bringen. 

Es  lassen  sich  zwei  gegebene  homogene  Functionen  f  und  q>  des 
zweiten  Grades  der  drei  Variabelen  x,  y,  z  durch  lineare  Substitutionen 
anderer  Variabelen  X^   F,  Z  auf  die  Quadrate  zurückführen  wie  folgt: 

Denn  die  Substitutionen  enthalten  neun  zu  bestimmende  Coefficienten, 
und  die  Gleichungen  28)  sechs  zu  bestimmende  Grössen  ^i  und  x,  also 
im  Ganzen  15  zu  bestimmende  Grössen.  Macht  man  nun  in  den  an- 
gegebenen Gleichungen  die  Substitutionen  und  setzt  die  Coefficienten  der 
Quadrate  und  der  Producte  der  Variabelen  einander  gleich,  so  erhält  man 
nur  zwölf  Gleichungen,  welchen  die  zu  bestimmenden  15  Grössen  zu 
genügen  haben.  Es  können  deshalb  von  den  15  zu  bestimmenden  Grös- 
sen gewisse  drei  beliebig  angenommen  werden.  Welche  Grössen  dieses 
sind,  ergiebt  folgende  Betrachtung. 

Die  Gleichungen  28)  sind  Folgen  aus  den  Substitutionen.  Verändert 
man  in  den  Substitutionen  die  Variabelen  JC^  F,  Z  in  ^qX,  QiVy  q^^^ 
so  muss  auch  in  den  Gleichungen  28)  die  gleiche  Veränderung  eintreten. 
Die  sechs  Coefficienten  ^  und  x  in  28)  verändern  sich  dadurch  in  {IqQq^ 

f*iPi*»  H9z\  *o9o*>  *l?l^  ^^2*-  ^*^  **^^  ^®^  dieser  Gelegenheit  nicht 
ändert,  das  sind  die  Verhältnisse  A^,  A^,  A^  der  Grössen  fi  und  x: 

Xq  Xj  Xj 
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Es  können  daher  drei  von  den  sechs  Grössen  /i  und  x  heliebig  angenom- 
men werden  unter  der  einzigen  Beschränkung,  dass  die  drei  Grössen  X 
von  der  gemachten  Annahme  unberührt  bleiben.  Wie  die  Untersuchung 
lehren  wird,  ergeben  sich  dann  die  drei  Grössen  X  als  die  Wurzeln  der 
kubischen  Gleichung  J=^0.  Als  Wegweiser  zur  Ausführung  der  Trans- 
formation wird  die  zwanzigste  Vorlesung  meiner  Raumgeometrie  dienlich 
sein,  welche  die  Zahl  der  Variabelen  unbeschränkt  lässt. 

Stellen  wir  uns  nun  vor,  dass  wir  die  Substitutionen  kennen,  welche 
die  Transformationen  28)  bewirken,  so  haben  wif  die  aufzulösenden 
Gleichungen  auf  die  Form  zurückgeführt 

^  XoA-2+JCir2+XjZ2  =  0, 

woraus  sich  sofort  mit  Einmischung  eines  unbestimmten  Factors  q  die 
Ausdrücke  ergeben 

welche  den  beiden  Gleichungen  29)  zu  gleicher  Zeit  genügen. 

Da  in  diesen  Gleichungen  JT,  F,  2  bekannte  lineare  Ausdrücke  der 
Goordinaten  x,  y,  z  sind,  so  handelt  es  sich  nunmehr  um  die  Auf lösung 
linearer  Gleichungen,  um  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  der  gegebe- 
nen beiden  Kegelschnitte  /'=Ü  und  9  =  0  festzustellen. 

Wenn  man  es  unternimmt,  auf  dem  eben  angegebenen  Wege  die 
gegebenen  beiden  Gleichungen  /*=0  und  q)  =  0  aufzulösen,  so  wird  man 
sich  nicht  befriedigt  finden,  wenn  man  nicht  auf  das  einfache  Resultat 
25)  zurückkommt. 

Heben  wir  zum  Schlüsse  unserer  Vorlesung  noch  eine  Spccialität 
hervor,  nämlich  die,  wenn  die  gegebenen  beiden  Kegelschnitte /"=  0  und 
q>=sO  denselben  Mittelpunkt  haben. 

Aus  der  in  14)  angegebenen  Construction  der  Wurzeln  X  der  kubischen 
Gleichung  -<^  =  0  von  d<n  Mittelpunkten  der  Kegelschnitte  aus  durch  das 
gemeiuschaftliehe  Poldreicck  wäre  man  geneigt  zu  schliessen ,  dass  sämmt- 
liche  Wurzeln  einander  geich  seien  und  dass  gerade  der  Fall  gleicher  Wur- 
zeln vorläge,  den  wir  in  unserer  Untersuchung  ausdrücklich  ausgeschlos- 
sen haben.  Der  Fall  gleicher  Wurzeln  braucht  aber  nicht  vorzuliegen. 
Denn  wenn  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  der  beiden  Kegelschnitte 
in  eine  Ecke  des  Poldreiecks  fallt,  so  giebt  die  Construction  eine  ganz 
bestimmte  Wurzel ,  die  beiden  anderen  aber  weiden  illusorisch.  Und  in 
der  That  hat  in  dem  vorgelegten  Falle  die  kubische  Gleichung  drei  ganz 
bestimmte,  voneinander  verschiedene  Wurzeln. 

Wie  wir  gesehen  haben,  wurden  die  Coordinaten  x,  y^  z  einer  Ecke 
des  gemeinschaftlichen  Puldreiecks  und  der  dieser  Ecke  zugehörige  Werth 
von  X  durch  die  drei  Gleichungen  3)  bestimmt : 

/V)-A9'V)  =  o,   r<y)-'A«p'(y)-o,   r\z) - k ,p'{z)  =  o. 
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Bedeuten  nun  x^  y^  z  die  -  Coordinaten  des  gemeinschaftlichen  Mittel- 
punktes der  beiden  Kegelschnitte,  so  werden  die  beiden  ersten  Gleich- 
ungen von  selbst  erfüllt  und  die  letzte  Gleichung  giebt  den  zugehörigen 
Werth  von  L  Dieses  beweist,  dass  der  gemeinsame  Mittelpunkt  wirklich 
mit  einer  Ecke  des  Poldreiecks  zusammenfällt,  und  dass  der  dieser  Ecke 
zugehörige  Werth  k  der  Wurzel  der  kubischen  Gleichung  J^^O  sich 
unabhängig  von  dieser  Gleichung  angeben  lässt. 

Mit  der  Kenntniss  einer  der  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  /l=0 
liegt  nunmehr  statt  der  kubischen  eine  quadratische  Gleichung  vor.  Da 
die  übrigen  für  den  allgemeinen  Fall  vorgezeichneten  Operationen  zur 
Feststellung  der  Coordinaten  der  vier  Schnittpunkte  der  gegebenen  beiden 
Kegelschnitte  auch  Nichts  weiter  verlangen,  als  die  Auflösungen  von 
quadratischen  Gleichungen,  so  ist  ersichtlich,  dass  die  Auflösung  der 
vorliegenden  Specialität  nur  von  quadratischen  Gleichungen  abhängt. 

Was  das  Poldreieck  anbetrifft,  dessen  Ecke  2  zusammenfallen  mag 
mit  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte,  so  liegt  die  dieser 
Ecke  gegenüberliegende  Seite  Ol  in  dem  Unendlichen,  weil  sie  die  Po- 
lare des  Mittelpunktes  ist.  Die  beiden  anderen  Ecken  ergeben  sich  als- 
dann als  dasjenige  Punktepaar,  welches  harmonisch  ist  zu  den  Schnitt- 
punktepaaren  der  geraden  Linie  im  Unendlichen  mit  den  beiden  Kegel- 
schnitten. 

Die  Seiten  20  und  21  des  eben  beschriebenen  Poldreiecks  sind 
harmonische  Polaren  für  jeden  der  beiden  Kegelschnitte,  und  da  sie 
von  dem  gcmeiubamen  Mittelpunkte  ausgehen,  so  sind  sie  conjugirte 
Durchmesser  für  jeden  der  beiden  Kegelschnitte.  Wir  können  daraus 
schliessen : 

Zwei  Kegelschnitte  mit  gemeinsamem  Mittelpunkte 
haben    ein  Paar  conjngirter   Durchmesser   gemeinschaftlich. 

Durchsichtiger  noch  wird  dieses,  wenn  wir  annehmen,  dass  die 
Gleichungen  der  gegebenen  Kegelschnitte  auf  den  Mittelpunkt  bezogen 
seien,  dass  also  «20  =  ö^i  =  ^'^d  ==  ^21  ==  ^'  Denn  alsdann  zerfällt  die  De- 
terminante J  in  die  Factoren 


J  = 


"00       ^  ''00 »     ''oi       *  Ol 


(«22  ■"  ^  ^2i)  > 


and  in  der  Gleichung  ^^  =  0  tritt  der  lineare  Factor  («22  ""^^22)  sichtbar 
hervor,  der  fortgelassen  die  kubische  Gleichung  zu  einer  quadratischen 
Gleichung  macht: 


Dass    die   Eckpunkte   0   und    1    des   gemeinschaftlichen    Poldreiecks 
in  dem  Unendlichen  liegen,  folgt  aus  denjenigen  Gleichungen  6),  welche 
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in  dem  TOTliegeniden  Falle  die  Gestalt  annehmen  («0  —  ^0622)^0=^» 
(^22'~^i^88)  n^^^*  Sie  können  aber  nicht  anders  befriedigt  werden ,  als 
wenn  Zq  =  Zj^  =  0  sind.  Die  übrigen  Coordinaten  der  Eckpunkte  ergeben 
sich  dann  aus  einer  der  specialisirten  Gleichungen  3) 

(^00  -  ^*oo)  ^  +  («Ol  -  ^ V)  y  =  0, . 

wenn  man  unter  A  die  eine  oder  die  andere  Wurzel  der  vorgenannten 
quadratischen  Gleichung  versteht.  Unter  dieser  Annahme  stellen  diese 
Gleichungen  zugleich  die  gemeinschaftlichen  conjugirten  Durchmesser  der 
beiden  Kegelschnitte  dar  in  doppelter  Ausdrucksweise. 

Wenn  wir  endlich  annehmen,  dass  der  Kegelschnitt  ^  =  0  ein  Kreis 
sei,  dass  also  b^^=-h^^^=^\  und  6^1  =  0,  und  bemerken,  dass  die  con- 
jugirten Durchmesser  eines  Kreises  immer  aufeinander  senkrecht  stehen, 
so  werden  die  gemeinschaftlichen  conjugirten  Durchmesser  die  Axen  des 
Kegelschnittes  f=0.  und  in  der  That  sieht  man,  dass  die  obengenannte 
quadratische  Gleichung  in  dem  vorliegenden  Falle 


«00         A ,       Oqi 
«10»       «11 —  ^ 


=  0 


mit  der  Gleichung  8)  in  der  zehnten  Vorlesung  und  mit  der  Gleichung 
4)  in  der  ei nund zwanzigsten  Vorlesung  übereinstimmt,  von  welcher 
Gleichung  dort  das  Axenproblem  des  Kegelschnittes  /=  0  abhängig 
gemacht  worden  ist.  Die  Gleichungen  der  Axen  selber  ergeben  sich  dann 
aus  den  vorhergehenden  beiden  Gleichungen  wieder  in  gleichbedeutenden 
Ausdrücken : 

«io^  +  Ki~^)y  =  ö- 

Wir  wollen  Mie  quadratische  Gleichung,  von  welcher  die  Axen  eines 
Kegelschnittes  abhängen,  und  die  Gleichungen  der  Axen  selber  nicht 
wiederholt  haben,  ohne  daran  die  Bemerkung  zu  knüpfen,  dass  diese 
Gleichungen  ungeändert  bleiben,  wenn  man  in  ihnen  fiir  a^  und  a^^ 
resp.  setzt 

«00  —  *  ^^^  «11  —  * 

und  zugleich  für  X  setzt  il  —  x ,  welchen  Werth  auch  x  habe.  Daraus 
ziehen  wir  den  Schluss: 

Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  die  vier  Punkte  gehen, 
in  welchen  sich  ein  Kegelschnitt  und  irgend  ein  Kreis 
schneiden,  haben  gleiche  Bichtungen  ihrer  Axen. 

Wenn  wir  nämlich  mit  ^  =  0  eine  Kegelschnittgleichung  in  gewöhn- 
lichen Punktcoordinaten  und  mit  ^  =  0  die  Kreisgleichung  in  der  Nor- 
malform bezeichnen,  so  ist  f-'%q>  =  0  die  Gleichung  des  Kegelschnittes, 
von   welchem  der  Satz  handelt.     Bei  der  Bestimmung  der  Bichtungen 
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der  Axen  dieses  Kegelschnittes  kommen  nur  die  Glieder  zweiter  Ordnung 
in  Betracht: 

(«00-  »)  ^*  +  2«'oi  ^y  +  («11  -»)  ^^• 
Man   erhält  also   aus  der  oben   aufgestellten   quadratischen   Gleich- 
ung die  dem  vorliegenden  Falle  entsprechende  quadratische  Gleichung, 
wenn  man  für  a^  und  a^  resp.  setzt 

«00  —  ^  ^^^  «11  —  ^- 
Ist  aber  k  eine  Wurzel  jener  Gleichung,  so  ist  il  — x  eine  Wurzel  dieser 
Gleichung.     Diese   Veränderungen   bringen  jedoch,    wie   schon   bemerkt 
wurde,    keine  Aenderungen    in   den   die   Richtungen   der  Axen  bestim- 
menden Gleichungen  hervor. 


IL 

üeber  einige  Anwendungen  eines  besondern  Falles  der 
homographisclien  Verwandtschaft  (der  Affinit&t). 

Von 

Dr.   J.   KORTEWEY 

m  Breda. 


Die  Lehre  von  der  Affiuität  wurde,  wie  bekannt,  ausführlicher  be- 
sprochen von  Möbius  in  seinem  „Barycentrischen  Calcul"  Cap.  III,  S.  191 
§  144,  und  von  Chasles  in  seinem  berühmten  „Apercu Juslorique  sur 
fongine  et  le  developpemeni  des  mrthodes  cn  geometrie"^,  und  zwar  in  dem 
beigefügten  ,, Memoire  de  geome'tn'e  sur  deux  principes  generaux  de  1a  science 
la  dualite  et  f Tomographie*'.  «  Deuxieme  partic  §  XXIII:  sie  .war  jedoch  schon 
früher  von  Euler  in  der  Introduch'o  in  anal,  inf,  Tome  II,  Cap.  XVIII 
benannt  und  bestimmt  worden.  Ob  sie  später  jemals  einen  Gegenstand 
von  speciellem  Studium  ausgemacht  hat,  ist  mir  nicht  bekannt;  in  den 
allgemeineren  Schriften  über  neuere  Geometrie  von  Poncelet,  Chasles, 
Steiner,  Magnus,  Plücker,  v.  Staudt,  T.  Reye,  Schlesinger, 
Salmon,  Fiedler  n.  s.  w.  wird  sie  meistens  nur  sehr  nebenbei,  bis- 
weilen gar  nicht  genauer  behandelt.  Eine  gute  Uebersicht  über  das 
schon  von  Möbius  und  Chasles  Angeführte  giebt  F.  Reye  in  seiner 
,, Geometrie  der  Lage**.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  damit  die  Lehre 
von  der  Affinität  noch  nicht  abgeschlossen,  dass  sie  im  Gegeutheil  ge- 
eignet ist,  verschiedene  Untersuchungen  der  Geometrie  und  Mechanik 
(namentlich  die  Frage  nach  grössten  und  kleinsten  um  -  und  eingeschrie- 
benen Figuren  und  die  Theorie  des  Tragheitsellipsoids)  in  dem  Gebiete 
der  neueren  Geometrie  unterzubringen. 

1.  Es  ist  bekannt,  dass  Affinität  der  besondere  Fall  von  Homo- 
graphie  oder  Collineation  ist,  wobei  die  Ebenen  im  Unendlichen  der  bei- 
den homologen  Systeme  einander  entsprechen.  Hieraus  leitet  man  fol- 
gende Theoreme  ab: 

a)  Nennen  wir,  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Ausdruck  •  Doppelver- 

AC 
hältniss  -57^  das  Einzelverhältniss    dreier  Punkte   A^    B^   C  einer 
ßC 
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■  ^  -■  -^  ^^^ •  ^ 


Oeraden,    so    sind   die  Einzelverhältnisse   dreier  Punkte  auf 
einer  Geraden  und  ihrer  Homologen  einander  gleich. 

b)  Parallele  Linien   sind  mit  parallelen  Linien  homolog. 

c)  Das  Verhältniss  zwischen  zwei  parallelen  begrenzten 
Linien  ist  dem  zwischen  ihren  Homologen  gleich. 

d)  Denkt  man  sich  zwei  homologe  schiefwinklige  Axensysteme  in 
beiden  afBnen  Systemen,  so  sind  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punk- 
tes der  einen  Figur  homolog  und  proportional  den  entsprechenden  Co- 
ordinaten des  homologen  Coordinatensystems  in  der  andern  Figur.  Zwei 
affine  Figuren  können  also  dadurch  aus  einander  abgeleitet 
werden,  dass  man  die  gleichartigen  Coordinaten  aller  Punkte 
der  einen  Figur  in  gleichem  Verhältniss  verändert  und  auf 
ein  neues  Axensystem  überträgt. 

e)  Die  Inhalte  geschlossener  Figuren  in  parallelen  Ebe- 
nen verhalten  sich  wie  die  Inhalte  der  homologen  Figuren. 
Die  Volumina  körperlicher  Figuren  sind  proportional  den 
Rauminhalten  der  homologen  Figuren. 

2.  Diesen  Theoremen ,  die  man  zum  Beispiel  im  Lehrbuch  des  Herrn 
Reye  bewiesen  findet,  fügen  wir  folgende  hinzu: 

f)  Es  ist  immer  möglich,  durch  jeden  Punkt  des  ersten 
»Systems  ein  rechtwinkliges  Coordinatenaxen  -  System  -zu 
legen,  homolog  mit  einem  solchen  im  zweiten  System. 

Obwohl  diese  Eigenschaft  auf  rein  elementarem  Wege  zu  beweisen 
wäre,  so  würde  dies  hier  zu  weitläufig  sein.  Denkt  man  sich  aber  im 
ersten  System  eine  Kugel,  welcher  im  zweiten  ein  Ellipsoid  entspricht, 
so  correspondiren  mit  den  Hauptaxen  des  Ellipsoids  rechtwinklige  Durch- 
messer der  Kugel,  und  diese  Axen  und  Durchmesser,  welche  man  die 
orthogonalen  Affinitätsaxen  der  beiden  Systeme  nennen  könnte,  bilden 
zusammen  die  verlangten  homologen  rechtwinkligen  Coordinatenaxen. 

3.  Endlich  müssen  wir  noch  den  Begriff  von  affinen  Figuren  ein- 
führen. Es  sind  dies  bestimmte  geometrische  Figuren,  welche  sich  durch 
Affinität  von  einander  ableiten  lassen.  Einander  affin  sind  z.  B.  alle 
Tetraeder,  alle  Parallelepipede ,  alle  dreiseitigen  Prismen,  alle  Ellipsoide, 
alle  elliptischen  Cylinder  und  Kegel  u.  s.  w.  Sie  können  es  eindeutig 
oder  mehrdeutig  sein,  je  nachdem  sie  auf  eine  oder  auf  mehrere  ver- 
schiedene Weisen  als  affin  betrachtet  werden  können.  So  ist  jedes  Paar 
Tetraeder  vierundzwanzigdeutig  affin,  da  man  die  vier  Flächen  A^B^C^ 

m 

D  des  einen  und  die  vier  Flächen  ^',  ^,  C,  />'  des  andern  paarweise 
in  beliebiger  Combination  als  miteinander  homolog  betrachten  kann. 
Jedes  Paar  Ellipsoide  kann  auf  unendlich  viele  Weisen  als  affin  an- 
gesehen werden.  Zwei  unregelmässige  Pentaeder  dagegen  sind,  wenn 
affin,  dann  meistens  eindeutig  affin.  Denkt  man  sich  zwei  affine  Figuren 
nach  der  einen  oder  andern  Auffassungsweise  als  Theile  affiner  Systeme, 
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80  kann  man  von  homologen  Punkten,  Linien,  Flächen  in  beiden  Figu- 
ren sprechen.  Zwei  Punkte  in  zwei  Tetraedern  können  also  gemäss  einer 
der  24  Betrachtungsweisen  homolog  sein.  In  jedem  Paar  Tetraeder  ist 
nur  ein  einziges  Punktepaar,  nämlich  die  Schwerpunkte ,  in  allen  24  Fäl- 
len homolog.  Diese  Betrachtungen  führen  zu  Untersuchungen ,  die  jetzt 
nicht  zu  unserem  Zwecke  gehören.  Wir  ziehen  es  vor,  jetzt  zu  unserer 
ersten  Anwendung  überzugehen. 

4.  Man  denke  sich  zwei  beliebige  Figuren  A  und  B,  z.  B.  ein  Te- 
traeder und  eine  Kugel.  Mit  J^,  Ag^  Ar^  allgemein  ^n<--Y  bezeichnen  wir 
allerlei  verschiedene  Figuren ,  die  miteinander  und  mit  A  affin  sind,  ebenso 
mit  ^p,  ßq^  Br<,  ..  ,  allgemein  /?«..,  verschiedene  Figuren  affin  mit  B, 
Wählen  wir  dann  zwei  Figuren  Ap  und  Ar^  beide  affin  mit  A  und  also 
auch  einander  affin,  übrigens  aber  willkürlich,  dann  kann  Ar  aus  Ap 
nach  einer  oder  mehreren  Betrachtungsweisen  durch  Affinität  abgeleitet 
werden.  Denkt  man  sich  nun  Figuren  affin  mit  B  um  Ap  und  Ar  be- 
schrieben ,  so  stimmt  mit  jeder  Figur  Bn  um  Ap  eine  andere  um  Ar  be- 
schriebene überein,  und  umgekehrt.  Ihre  Volumina  sind  dabei  propor- 
tional. Die  kleinste  Figur  oder  die  kleinsten  Figuren  B„  um  Ap  sind 
also  homolog  mit  der  kleinsten  Figur  oder  die  kleinsten  Figuren  B^  um 
Ar'i  daher: 

g)  Das  Verhältniss  zwischen  beliebigen  mit  A  affinen 
Figuren  und  den  kleinsten  umgeschriebenen,  die  mit  B 
affin  sind,  ist  eine  constante  Grösse  k, 

h)  Bei  zwei  mit  A  affinen  Figuren  sind  die  kleinsten 
Figuren  B„  um  die  eine  homolog  mit  den' kleinsten  Figuren 
Bb  um  die  andere. 

Oanz  dieselben  Regeln  gelten  für  die  grössten  eingeschriebenen 
Figuren  Bn. 

5.  Wenn  nun  ferner  k  die  soeben  genannte  constante  Grösse  be- 
zeichnet, so  wird  eine  Figur  Bn  nm  An  niemals  kleiner  sein  können 
als   kAn.     Darum  wird  auch  irgend  eine  Figur  A^  in   Bn  nie  grösser 

sein  können  wie  -j  Bn,     Betrachten  wir  nun  die  kleinste  Figur  Br  um 

Arj  dann  ist 

Br=  kAr 
und  also  auch 

Ar=  -r-  Br. 

k 

Daher  muss  ebenso,  wie  Br  die  kleinste  Figur  um  Ar  ifit,  auch  Ar  die 
grösste  in  Br  sein  oder  zu  den  grössten  gehören. 

i)  Gehört  von  zwei  um-  und  eingeschriebenen  Figuren 
die    erste   zu   den   kleinsten   umgeschriebenen  von   all  ihren 
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Affinen,    so    gehört    auch    die    letzte    zn    den    grössten    ein- 
geschriebenen von  all  ihren  Affinen,  nnd  umgekehrt. 

Das  grösste  Ellipsoid  z.  B.  in  einem  Tetraeder  wird  so  gelegen  sein, 
dass  das  Tetraeder  zu  den  kleinsten  gehört,  die  um  das  Ellipsoid  be- 
schrieben werden  können.  Da  nun  so  ein  Tetraeder  ihit  einem  der  klein- 
sten nm  die  Engel  homolog  ist,  redncirt  sich  die  Aufgabe,  in  ein  Te- 
traeder das  grösste  Ellipsoid  zu  beschreiben,  auf  die  reciproke  Aufgabe, 
um  eine  Kugel  das  kleinste  Tetraeder  zu  legen. 

Der  gefundene  Lehrsatz  findet  ebenso  gut  Anwendung  auf  alle  Fra- 
gen, betreffend  grösste  oder  kleinste  Tetraeder,  dreiseitige  Prismen, 
Parallelepipede ,  EUipsoide,  elliptische  Kegel  oder  Cylinder,  halbe  Ellip- 
sodie,  um  oder  in  einander  beschrieben.  Bei  allen  diesen  Figuren  gilt 
der  Satz,  dass,  wenn  die  eine  eine  Maximaleingeschriebene  ist,  die  an- 
dere Umgeschriebene  einen  Minimalwerth  hat,  und  umgekehrt. 

6.  Ferner  gilt  der  gegebene  Beweis  ebenso  gut  für  den  etwas  allge- 
meineren Lehrsatz: 

k)  Steht  irgend  eine  Figur  Ap  zu  einer  andern  Figur  B^ 
in  einer  Beziehung,  welche  durch  affine  Projection  nicht 
geändert  wird,  und  ist  Ap  die  grösste  von  allen  Figuren  A^t 
die  in  dieser  Beziehung  denkbar  sind,  so  ist  Bp  die  kleinste 
aller  Figuren  B^^  die  mit  Ap  in  gleichartige  Beziehung  ge- 
bracht werden  können  wie  ßp. 

Gilt  es  z.  B.  das  kleinste  Ellipsoid  zu  finden,  welches  durch  eine 
der  Ecken  eines  Tetraeders  geht,  das  Tetraeder  einschliesst  und  die 
gegenüberstehende  Seitenfläche  zur  Mittelfläche  hat,  so  muss  das  Te* 
traeder  zu  den  grössten  gehören,  welche  so  in  das  Ellipsoid  beschrieben 
werden  können,  dass  ein  Eckpunkt  in  die  Oberfläche  f^llt  und  die  gegen- 
überliegende Seitenfläche  durch  dessen  Mittelpunkt  geht.  Es  muss  also 
die  Tangentenfläche  des  Ellipsoids  im  Eckpunkte  des  Tetraeders  der 
Grundfläche  des  Tetraeders  parallel  sein.  Oder  gilt  es  das  grösste  El- 
lipsoid zu  bestimmen,  welches  die  sechs  Kanten  eines  Tetraeders  (und 
nicht  deren  Verlängerungen)  berührt,  so  wird  dieses  Tetraeder  das  kleinste 
Tetraeder  sein  müssen,  dessen  Kanten  selbst  (und  nicht  ihre  Verlänge- 
rungen) Tangenten  des  Ellipsoids  sind. 

7.  Es  ist  unsere  Absicht  wieder  nicht,  die  Fragen,  zu  deren  Lösung 
diese  Lehrsätze  führen,  weiter  zu  erörtern,  denn  wir  würden  meistens 
nur  zu  solchen  besonderen  Resultaten  gelangen,  die  sich  auch  auf  an- 
derem Wege  ableiten  lassen;  wir  bezweifeln  aber,  ob  es  möglich  sein 
wird,  auf  anderem  Wege  die  genannten  Beziehungen  zwischen  ein-  und' 
umgeschriebenen  Figuren  von  so  allgemeinem  Gesichtspunkte  aus  zu 
betrachten.  Nur  wollen  wir  noch  folgenden  Satz  als  eine  unmittelbare 
Folge  des  gefundenen  aussprechen:  ^^^^^-   ^  ^  ^7/  . 
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e^  Wenn  eine  geschlossene  Oberfläche  einem  Polyeder 
dergestalt  einbeschrieben  ist,  dass  die  Polyederflächen  in 
ihren  Schwerpunkten  von  der  Oberfläche  berührt  werden, 
so  ist  diese  Oberfläche  unter  allen  eingeschriebenen  affinen 
Oberflächen  ein  Maximum. 

Selbstverständlich  hat  dieser  Satz  nur  Bedeutung,  wenn  die  Anzahl 
der  Flächen  des  Polyeders  das  Einschreiben  mehrerer  Affinen  erlaubt. 
Als  besonderer  Fall  ergiebt  sich  sofort:  Wenn  sich  einem  Polyeder 
ein  Ellipsoid  dergestalt  einschreiben  lässt,  dass  die  Flä- 
chen des  Polyeders  in  ihren  Schwerpunkten  berührt  wer* 
den,  so  ist  das  Fllipsoid  unter  allen  eingeschriebenen  ein 
Maximum,  und  dieser  Satz  genügt  vollkommen,  um  die  Position  des 
grössten,  dem  Tetraeder,  resp.  einem  dreiseitigen  Prisma  oder  einem 
Parallelepiped  eingeschriebenen  Ellipsoids  oder  des  elliptischen  Cylinders 
und  des  elliptischen  Kegels  zu  bestimmen.  Ein  analoger  Satz,  obwohl 
nicht  so  einfach,  gilt  für  umgeschriebene  afßne  Maximaloberflächen. 

8.  Gehen  wir  nun  zu  einer  zweiten  Anwendung  über.  Diese 
bezieht  sich  auf  die  Trägheits-  oder  mehr  speciell  die  Centralellipsoide 
einiger  einfachen  Körper.  Die  Eigenschaften  dieser  Ellipsoide  leitet  man 
gewöhnlich  auf  analytischem  Wege  ab,  doch  wird  es  nicht  schwierig 
sein,  sie  auch  auf  rein  geometrischem  Wege  zu  finden.  Das  würde  hier 
aber  wieder  zu  weitläufig  sein  und  wir  scheuen  uns  daher  nicht,  von 
den  vorhin  entwickelten  Eigenschaften  Gebrauch  zu  machen. 

Es  sind  die  drei  Hauptaxen  des  Trägheitsellipsoids  eines  Punktes  0 
zugleich  die  Axen,  um  welche  die  Oentrifugalkräfte  einander  das  Gleich- 
gewicht halten  oder  eine  einzige  Resultante  besitzen.  Nehmeo  wir  diese 
Axen  zu  Coordinatenaxen  und  nennen  ZZy^  ^^2»  ^Zg  die  Coordinaten 
eines  Punktes  2,  so  haben  wir 

EZZ^.ZZ^^V^{S,     £ZZ^.ZZ^JVz=0^     £  ZZ,^.  ZZ^  JV=^0; 

diese  Bedingungen  reichen  hin,  um  die  Identität  der  Coordinatenaxen 
und  der  Axen  des  Trägheitsellipsoids  zu  constatiren. 

9.  Setzen  wir  zunächst  den  sehr  besondern  Fall,  dass  dieses  recht- 
winklige Coordinatensystem  mit  einem  ebenfalls  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystem  in  einer  andern  affinen  Figur  homolog  sei,  so  gilt  für  jeden 
Punkt  Z'  dieser  Figur 

und  daher 

ZZ'7:^,7:2:^AV'^h^k^k^i:ZZ^.ZZ^AV=^{S  u.  s.  w., 

so  dass  die  homologen  Coordinatenaxen  nun  auch  in  affinen  Körperaxen 
des  Trägheitsellipsoids  des  Punktes  0'  s.ind,  dessen  Axen 
also    in    diesem    besondern   Falle   mit   den   Axen    desjenigen 
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Ellipsoids    zasammenfallen,    welches   in   der  zweiten   Figur 
homolog  ist  mit  dem  Centralellipsoid  der  ersten. 

10.  Was  übrigens  das  Verhältniss  der  Axen  dieser  verschiedenen 
Ellipsoide  betrifft,  so  verhalten  sich  die  des  Trägheitsellipsoids  des  ersten 
Körpers  wie 

I)  -1-._L_._JL_ 

yT+c  yc+A  yji+ß' 

worin 

A^EZZ^^JV,     B'^UZZ^AV,     C^ZZZ^/iV\ 

die  Axen    des  Trägheitsellipsoids  ^es  zweiten  affinen  Körpers  verhalten 
sich  daher  wie 

II)  1  '  ' 


yk^B^k^B^  yk^\C+k^A  '  yh^U  +  k/B  ' 

dagegen  die  des  Ellipsoids  in  dem  zweiten  System ,  welches  homolog  ist 
mit  dem  Trägheitsellipsoid  des  ersten  Systems,  wie 

UI) 


^^1         .  ^8  .  ^3 


yß+c  yc+A  yA+B 

Das   mit  dem   ersten  Trägheitsellipsoid   homologe  Ellipsoid  ist  also  dem 
zweiten  Trägheitsellipsoid  nicht  ähnlich. 

11.  Der  in  9  besprochene  Satz  gilt  nnr  für  den  Fall,  dass  die 
Hanptaxen  des  ersten  Körpers  für  den  Punkt  0  mit  den  orthogonalen 
Affinitätsaxen  homolog  sind.  Er  wird  nur  dann  eine  allgemeinere  Be- 
deutung erhalten ,  wenn  das  Trägheitsellipsoid  des  ersten  Körpers  in  eine 
Kugel  übergeht.  Dann  lassen  sich  nämlich  in  der  Kugel  stets  drei  senk- 
rechte Durchmesser  angeben ,  welche  mit  drei  senkrechten  Geraden  (den 
orthogonalen  Affinitätsaxen)  der  andern  Figur  übereinstimmen.  Diese 
Durchmesser  der  Kugel  sind  dann  von  selbst  Hauptaxen  des  ersten  Kör- 
pers, die  homologen  Axen  sind  also  auch  Hauptträgheitsaxen  im  zweiten 
Körper  und  somit  Hauptaxen  des  Trägheitsellipsoids  im  homologen  Punkte 
des  zweiten  Körpers,  zugleich  aber  Hauptaxen  des  Ellipsoids,  welches 
mit  der  Trägheitskugel  homolog  ist;  dann  fallen  also  die  Axen  des  mit 
der  Kugel  homologen  Ellipsoids  mit  denen  des  Trägheitsellipsoids  im 
homologen  Punkte  des  zweiten  Körpers  zusammen. 

f)  Betrachtet  man  irgend  einen  Körper  als  affine  Pro- 
jection  eines  andern,  welcher  in  einem  gegebenen  Punkte 
eine  Trägheitskugel  besitzt,  so  werden  in  diesem  Körper 
die  Axen  des  Trägheitsellipsoids  und  die  Axen  des  mit  der 
Trägheitskugel  homologen  Ellipsoids  zusammenfallen;  die- 
ses Ellipsoid  und  <ia8  Trägheitsellipsoid  gehen  [wie  es  die 
Verhältnisse  II)  und  III),  wo  jetzt  A  =  B  =  C\  zeigen]  gleich- 
zeitig in  Rotationskörper  über. 

Ci  ist  z.  B.  jedes  Tetraeder  affin  mit  dem  regelmässigen  Tetraeder; 
t  sich  aber  leicht  auf  rein  geometrischem  Wege  zeigen ,  dass  letz- 
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teres  eine  Centralkugel  besitzt,  welche  natürlich  mit  der  eingeschriebenen 
Kugel  homothetisch  ist.  Das  Centralellipsoid  für  das  Tetraeder 
hat  daher  dieselben  Hanptaxen,  wie  die  affine  Projection 
jener  Trägheitskugel  oder  jener  eingeschriebenen  Kugel, 
d.  h.  wie  das  grösste  eingeschriebene  Ellipsoid. 

In  jedem  Tetraeder  sind  die  Axen  des  Centralellip- 
soids  mit  den  Axen  des  grössten  eingeschriebenen  Ellip- 
soids  gleichgerichtet;  beide  Ellipsoide  werden  gleichzeitig 
zu  Rotationskörpern. 

Ganz  derselbe  Lehrsatz  gilt  für  Parallelepipede.  Für  dreiseitige 
Prismen,  elliptische  Cylinder  oder  Kegel,  halbe  Ellipsoide  u.  s.  w.  muss 
vorher  ihre  Axe  nach  einem  gegebenen  Verhältnisse,  welches  sich  leicht 

bestimmen  lässt   (für  dreiseitige  Prismen  ^6:2,    für  elliptische  Cylinder 

^3:1)  verkleinert  werden.  Das  grösste  Ellipsoid  des  neuen  Körpers 
wird  dann  stets  gleiche  Axenrichtungen  mit  dem  Centralellipsoid  des 
Körpers  mit  uugeänderten  Axen  besitzen.  Es  ist  übrigens  das  mit  der 
Centralkugel  affine  Ellipsoid  identisch  mit  dem  Ebenen-Trägheits - 
ellipsoid,  welches  Culmann  in  seiner  graphischen  Statik  bespricht. 
12  Betrachten  wir  zum  Schluss  noch  einmal  das  Verhältniss  II) ,  so 
sehen  wir,  dass  sich  die  Verhältnisszahlen  durch  zweckmässige  Wahl  der 
Coefficienten  /r^,  /fg,  k^  einander  gleich  machen  lassen.  Dazu  wird  nur 
gefordert 

g)  Es  lässt  sich  zu  jedem  Körper  für  jeden  Punkt  0  eine 
ganze   Reihe   affiner,   untereinander   ähnlicher  Körper   con- 
struiren,   die  im   homologen   Punkte   0'  eine  Trägheitskuge 
besitzen. 

13.    Setzen  wir  für  die  Trägheitskugel  eines  affinen  Körpers 

so  finden  wir  für  das  Axenverhältniss  des  Trägheitsellipsoids  des  ursprüng- 
lichen Körpers 

,— ^     ,:   ,— :--.=i=    [vergl.  Verh.  II)] 

und  für  das  Axenverhältniss  des  mit  der  Centralkugel  homologen  Ellip- 
soids 

1  *      9  *  "^* 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar: 

h)  Verbindet  man  die  drei  Axenendpunkte  des  mit  der 
Trägheitskugel  affinen  Ellipsoids,  so  verhalten  sich  die 
Höhen  des  entstandenen  Dreiecks  wie  die  Axen  des  Träg- 
heitsellipsoids. 
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Wo  sich  also,  wie  bei  dem  Centralellipsoid  des  Tetraeders,  das  mit 
der  Centralkugel  affine  Ellipsoid  leichter  als  das  Trägheitsellipsoid  be- 
stimmen lädst,  kann  es  von  Nutzen  sein,  zu  wissen,  wie  die  Gestalten 
beider  EUipsoide  -  auf  einfache  Weise  auseinander  abgeleitet  werden 
können. 


14.  Wir  wollen  noch  zeigen^  wie  sich  die  gefundenen  Sätze  auf  sehr 
allgemeine  Probleme  anwenden  lassen. 

Es  sei  gegeben  ein  beliebiger  Körper  i^,  einer  seiner 
ebenen  Durchschnitte  er  und  ein  beliebiger  Punkt  P'^  es 
besteht  dann  eine  unendliche  Zahl  affiner  Figuren,  die  den 
Durchschnitt  cc  entsprechend  gemein  und  als  Trägheits- 
ellipsoide  ihrer  mit  P  homologen  Punkte  Botationskörper 
besitzen.  Man  fragt  jetzt  nach  dem  geometrischen  Orte 
dieser  mit  P  homologen  Punkte. 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  wird  die  Lösung  vieler  mehr  speciellen 
Probleme  enthalten.  Es  kann  nämlich  A  ein  Ellipsoid  sein,  das,  wie 
bekannt,  zugleich  mit  seinem  Trägheitsellipsoid  in  einen  Botationskörper 
übergeht;  es  ist  dann  die  Frage  gelöst  nach  dem  geometrischen  Orte  des 
Mittelpunktes  der  Botationsellipsoide^  die  einen  ebenen  Durchschnitt 
entsprechend  gemein  haben.  Es  sind  weiter  alle  Cylinder  und  Kegel 
affin,  sobald  sie  einen  cpngruenten  ebonen  Durchschnitt  besitzen,  der 
mit  ihrer  Grundfläche  parallel  ist.  Man  wird  also  auch  den  geometri- 
schen Ort  des  Schwerpunktes  aller  Kegel  und  Cylinder  gefunden  haben 
die  ihre  Grundfläche  entsprechend  gemein  und  jede  für  sich  ein  Central- 
Botationsellipsoid  besitzen ,  welches  Problem  sich  auf  verschiedene  Weise 
wieder  mehr  verallgemeinern  lässt,  ohne  aus  der  betreffenden  Lösung 
herauszukommen. 

15.  Zur  Lösung  des  allgemeinen  Problems  denke  man  sich  einen  mit 
J  affinen  Körper  J\  der  im  Punkte  P\  homolog  mit  Py  eine  Trägheits- 
kugel  R'  besitze.  Eine  dieser  Kugel  It  concentrische  Kugel  B'^  tangire 
die  Ebene  des  Durchschnittes  o'  homolog  mit  er  in  einem  Punkte  M\ 
und  es  werde  in  der  Ebene  a  um  diesen  Punkt  mit  dem  Badius  P^M' 
ein  Kreis  beschrieben,  dem  im  Durchschnitte  cc  eine  Ellipse  E  homolog 
entsprechen  möge.  Es  sei  jetzt  ^"  einer  der  angedeuteten  affinen  Kör- 
per, welche  den  Durchschnitt  a  entsprechend  gemein  und  welche  ein 
TrägheitB  -  Botationsellipsoid  im  Punkte  P^  homolog  mit  P  besitzen.  Es 
wird  aber  dieses  Trägheitsellipsoid  nur  zugleich  mit  der  affinen  Projec- 
tion  B^\  der  Kugel  i?'|  zum  Botationsellipsoid.  Legen  wir  durch  den 
Mittelpunkt  P'  von  R'\  eine  Ebene  parallel  zur  Ebene  a,  dann  wird 
diese  das  Ellipsoid  R'\  in  einer  Ellipse  E^  congruent  und  gleichgerichtet 
mit  E  schneiden.     Der  conjugirte  Durchmesser  dieses  elliptischen  Durch- 

8* 
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Schnittes  kann  nichts  Anderes  sein,  als  die  Linie  MP"  {M  Mittelpunkt 
der  Ellipse  E)^  iveil  das  EUipsoid  K\  die  Ebene  u  in  M  berührt.  Ein 
solcher  conjugirter  Durchmesser  darf  sich  aber  nach  einem  bekannten 
Satze  im  Rotationsellipsoid  nur  auf  die  kleine  oder  grosse  Axe  des 
elliptischen  Durchschnittes  projiciren.  Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar 
der  Satz:  Der  geometrische  Ort  der  Punkte  P'  muss  in  einer 
der  beiden  auf  a  senkrechten  Ebenen  liegen,  welche  durch 
die  grosse  und  kleine  Axe  der  Ellipse  E  im  Durchschni,tte  a 
gehen. 

Setzen  wir  zuerst  den  Fall,  dass  P'  in  der  durch  die  grösste  Axe 
gehenden  Ebene  liegt.  Nennen  wir  q  den  Abstand  MP\  q>  den  Winkel 
jener  Verbindungslinie  mit  der  Ebene  o,  a  und  b  die  Axen  der  con- 
gruenten  Ellipsen  E  und  E^^  dann  ist  b  also  die  kleine  Axe  des  durch 
den  Punkt  P"  parallel  mit  a  gelegten  Durchschnittes  des  Ellipsoids  JR^\ 
uad  daher  auch  der  Radius  des  grössten  Kreisschnittes  dieses  Rotations- 
ellipsoids. Der  Durchschnitt  dieses  Ellipsoids  mit  einer  Ebene,  .welche 
durch  die  grossen  Axen  der  Ellipse  E  und  E^^  sowie  durch  den  Punkt 
P'  gebt,  ist  daher  eine  Ellipse,  welche  b  zar  kleinen  Axe,  eine  gewisse 
Linie  p  zur  grossen  Axe  und  femer  die  Linien  a  und  q  zu  conjugirten 
Durchmessern  hat,  die  sich  unter  dem  Winkel  ip  schneiden.  So  erhal- 
ten wir 

pbs=aQsin(pj     p*  +  ^^  =*  ß*  +  ^^ 

oder  durch  Elimination  von  p,  indem  wir  setzen 

Q  cos  (p^=x,    P  si^<p^=^yy 
die  Beziehung 

daher  bewegt  sich  der  Punkt  P'  in  einer  Hyperbel  ^,  deren  imaginäre 
Axe  die  halbe  lineare  •  Excentricität ,  deren  reelle  Axe  der  kleinen  Axe 
der  Ellipse  E  gleich  ist  und  die  sich  also  sehr  einfach  bestimmen  lässt. 
Ebenso  kann  sich  der  Punkt  P'  in  der  Ebene,  welche  durch  die  kleine 
Axe  senkrecht  auf  die  Ellipse  E  gelegt  wird,  in  einer  Ellipse  (t  be- 
wegen ,  welche  diese  kleine  Axe  der  Richtung  nach  zu  einer  ihrer  Axen 
hat.  Ihre  auf  ^  senkrechte  Axe  ist  der  halben  kleinen  Axe,  die  andere 
der  halben  Excentricität  der  Ellipse  E  gleich. 

Das  Problem  ist  hiermit  vollständig  gelöst. 

16.  Von  geehrter  Seite  wurde  mir  die  Bemerkung  gemacht,  dass 
diese  Lösung  in  interessanter  Beziehung  stehe  zu  einem  von  Herrn 
J,  Binct  {Journal  de  VEcole  polytechnique  XIV.  Cuh.,  p,  41)  entwickelten 
Satze.  Man  kann  nämlich  in  der  Ebene  a  um  den  Mittelpunkt  M'  einen 
dritten  Kreis  E\  affin  mit  einer  Ellipse  E^  beschreiben,  der  die  Eigen- 
schaft hat,  im  Punkte  P  eine  mit  der  des  Körpers  jf  concentrische  Träg- 
heitskugel zu   besitzen.      Es   genügt  dazu,   seinen  Radius  =  2M' P'  zu 
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nehmen.  Werden  jetzt  Körper  und  Kreis  zusammen  affin  projicirt,  so 
lässt  sich  sehr  leicht  beweisen,  dass  auch  diese  Projectionen  im  Punkte 
P"  homolog  mit  P  homothetische  Trägheitsellipsoide  besitzen.  Weil  aber 
alle  früher  betrachteten  Körper  ^'  den  Durchschnitt  a  entsprechend 
gemein  haben,  so  ist  E^  für  diese  Alle  die  afüne  Projection  des  Kreises 
E^^y  und  die  Trägheitsellipsoide  dieser  Körper  in  den  Punkten  P'  müssen 
den  entsprechenden  Trftgheitsellipsoiden  der  Ellipse  E^  homothetisch  sein. 
Es  ist  also  die  Ellipse  E  und  die  Hyperbel  H  der  geometrische  Ort  der 
Mittelpunkte  der  Trftgheits- Rotationsellipsoide  der  Ellipse  E^^  und  es 
ergiebt  sich  daraus  folgender  Satz: 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  der  Trägheits- 
Rotationsellipsoide    der  Ellipse  (2a,   26)    besteht  aus   einer 

Hyperb^el  {7.yW^\1b)  und  einer  Ellipse  (2/^»^«,  2a);  die 
zweiten  Axen  dieser  Hyperbel  und  dieser  Ellipse  stehen 
senkrecht  auf  der  Ebene  der  gegebenen  Ellipse  und  gehen 
durch  ihren  Mittelpunkt;  die  ersten  Axen  der  Hyperbel  und 
Ellipse  fallen  resp.  mit  der  ersten  und  zweiten  Axe  der 
gegebenen  Ellipse  zusammen. 

Weil  man  aber  statt  des  Kreises  Ef^  eine  unendliche  Zahl  ebener 
Figuren  hätte  wählen  können,  welchen  in  der  Ebene  et  andere  affine 
Figuren  correspondiren,  so  muss  sich  dieser  Satz  allgemeiner  aussprechen 
lassen.  Es  ist  ja  möglich,  die  ebene  Figur  in  der  Ebene  a  ganz  beliebig 
zu  nehmen ,  wenn  man  sich  eine  zweckmässige  Wahl  des  Körpers  jf  vor- 
behält; weil  aber  der  Beweis  des  Satzes  von  der  Gestalt  dieses  Körpers 
Jt  unabhängig  ist,  so  muss  ganz  allgenrein  der  geometrische 
Ort  der -Mittelpunkte  der  Trägheits  -  Rotationsellipsoide 
einer  ebenen  Figur  aus  einer  Hyperbel  und  einer  Ellipse 
nach  Analogie  des  vorigen  Satzes  bestehen,  indem  sich  die 
Ellipse,  die  man  statt  der  Ellipse  (2a,  26)  nehmen  müsste, 
leicht*bestimmen  lassen  würde. 

Es  gilt  dieser  Satz  nach  den  angeführten  Untersuchungen  auch  für 
Körper,  was  sich  zwar  synthetisch  nachweisen  lässt,  uns  aber  zu  weit 
führen  würde.  Umgekehrt  könnte  man  aus  diesem  Satze  die  Lösung 
unseres  Problems  entwickeln.- 

Obwohl  es  uns  möglich  wäre,  noch  mehr  B;eispiele  einfach  gelöster 
Probleme  beizubringen,  so  werden  die  gewählten  doch  schon  die  Frucht- 
barkeit der  Methode  der  affinen  Verwandtschaft  darthun. 


III. 

üeber   die   Elaogfiguren   einer  quadratischen  Platte   von 
Flüssigkeit  und  des  cubischen  Volumens  einer  Luftmasse. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthies^sen 

in  Boetook. 


(Hierzu  Taf.  I,  Fig.  1—6.) 


In  dem  134.  Bande,  S.  107-  1 17,  und  dem  141.  Bande,  S.  375—393, 
von  Poggendorff^s  Annalen  ist  von  mir  eine  eingehende  experimen- 
telle Untersnchung  über  den  Scbwingungszustand  der  Farada^* sehen 
Klangfigaren  (Kräuselangen),  sowie  eine  Reihe  von  Messungen  über  die 
Beziehnngen  zwischen  der  Schwingungsdaner  und  der  Wellenbreite  inner* 
halb  der  Klangfigaren  von  Platten  tropfbarer  und  elastischer  Flüssig* 
keiten  mitgetheilt  worden,  worüber  in  den  Berl.  Ber.  Über  die  Fort- 
schritte der  Physik  im  J.  1868,  S.  199—202,  und  im  J.  1870,  S.  259 
bis  264,  von  Prof.  Roeber  berichtet  ist. 

Von  der  a.  a.  0.  aufgestellten  Ansicht  über  den  Scbwingungszustand 
der  Flüssigkeitstheilchen ,  dass  nämlich  die  Kräuselungen  durch  zwei  sich 
einander  senkrecht  durchsetzende  stehende  Wellen  entstehen,  möge  es 
mir  gestattet  sein,  im  Folgenden  auch  eine  theoretische  Erklärung  des 
Phänomens  dnrch  die  Discassion  der  Formeln  für  die  Wellenbewegung 
zu  geben.  Die  Deducfiouen  lassen  sich  sowohl  auf  die  Rippungen  der 
in  den  auf  einer  Glasplatte  schwingenden  Flüssigkeitsschichten  snspen- 
dirten  Kreideschlempe',  sowie  auf  die  zuerst  von  Faraday  {Phti,  Trans, 
/•.  1831,  />.  //,  pag,  299,  und  Pogg.  Ann.  Bd.  XXVI,  S.  248,  prop.  125) 
beobachteten,  kürzlich  von  Prof.  Kund t  (Pogg.  Ann.  Bd.  CXXXVII, 
456 — 470,  Fig.  6)  beschriebenen  Klangfiguren  von  eingeschlossenen  qua- 
dratischen Luftplatten,  als  auch  auf  einige  specielle  Fälle  von  Chladni- 
schen  Klangfiguren  auf  quadratischen  Platten  von  Glas  oder  Metall  über- 
tragen. 


lieber  die  Klangßguren  etc.     Von  Prof.  Dr.  L.  Matthiessen.      39 

Angenommen,  es  durchsetzen  sich  gegenseitig  unter  einem  rechten 
Winkel  zwei  stehende  Flüssigkeits wellen  von  gleicher  Breite  und  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit in  den  Richtungen  -^^und  CC  (Fig.  1,  Taf.  I). 
Die  Distanz  je  zweier  Knotenlinien  AÄ  ist  gleich  einer  halben  Wellen- 
breite und  der  Abstand  der  äussersten  Knotenlinien  vom  Rande  der  Platte 
gleich  einer  viertel  Wellenbreito ,  indem  wir  analog  den  Schwingungs- 
znständen  stehender  Flüssigkeitswellen  in  tiefen  Gefassen  diejenigen 
Stellen  mit  dem  Namen  „Knoten"  bezeichnen,  in  welchen  sich  Wellen- 
berg des  einen  Zuges  und  Wellenthal  des  entgegenkommenden  Zuges 
vereinigen.  Für  eine  begrenzte  Flüssigk^tsschicht  ist  nun  bei  einer  ein- 
fachen stehenden  Welle  der  refiectirende  Rand  eine  Stelle  der  grössten 
verticalen  Deviation  (Berg  und  Thal),  wie  solches  in  Fig.  2ö  und  h  dar- 
gestellt ist.  Wegen  der  Incompressibilität  des  Flüssigen  und  wegen  des 
Umstandes,  dass  die  Flüssigkeit  durch  die  (ilastafel  daran  gehindert 
wird,  nach  unten  auszuweichen,  sind  nun  die  obenerwähnten  Knoten- 
linien AÄ  oder  K K'  Stellen  der  stärksten  horizontalen  Bewegung,  also 
der  Mechanismus  der  Bewegung  der  Theilchen,  wie  er  sich  im  Laufe 
einer  ganzen  Schwingung  vollzieht,  der  Darstellung  in  Fig.  2«r  und  h 
entsprechend. 

Bei  Luftplatten ,  welche  von  unbeweglichen  Wandungen  eingeschlos- 
sen sind,  ist  eine  transversale  Deviation  der  schwingenden  Molecule 
unmöglich;  es  bilden  sich  deshalb  wegen  der  grossen  Elasticität  der  Luft 
Longitudinal wellen.  Dieselben  Knotenlinien  AA'  oder  K K'  sind  hier 
also  ebenfalls  Stellen  der  stärksten  horizontalen  Bewegung,  also  der 
Biechanismus  der  Bewegung  der  Molecule  ist  der  Darstellung  in  Fig.  3 
entsprechend.  Unter  „Knotenlinien"  K K'  sollen  hier  wiederum  analog 
den  stehenden  Flüssigkeits  wellen  diejenigen  Stellen  verstanden  werden, 
in  denen  sich  die  Expansionen  E  und  die  Compressionen  0  (Verdün- 
nungen und  Verdichtungen)  begegnen.  Sie  sind  also  nicht  zu  ver- 
wechseln mit  den  Knotenlinien ,  welche  man  bei  stehenden  Longitudinal- 
wellen  gewöhnlich  darunter  begreift,  nämlich  die  Stellen  der  Maxima  der 
Verdichtungen  und  Verdünnungen.  Zu  diesen  sind  bei  Luftsäulen  ebon- 
falb  die  Ränder  der  Wandungen  zu  zählen.  In  beiden  Schwingungs- 
zuständen  nehmen  wir  also  der  Einfachheit  der  Betrachtungen  wegen 
dieselben  Knotenlinien  an  und  die  Stellen  der  stärksten  Verdichtungen 
und  Verdünnungen  entsprechen  den  Stellen  der  Wellenberge  und  Wellen- 
thäler  der  schwingenden  flüssigen  Platten.  Wir  gehen  dabei  von  der 
gerechtfertigten  Annahme  aus,  dass  bei  ganz  geschlossenen  Luftsäulen 
der  tiefste  Ton  gleich  einer  halben  Wellen  breite  ist,  also  die  beiden 
Enden  derselben  abwechselnd  im  Zustande  der  Verdichtung  und  Ver- 
dünnung sich  befinden.  Ist  demnach  die  Länge  der  schwingenden  flüs- 
sigen oder  luftfoimigen  Säule  gleich  n  Wellenbreiten,  so  bilden  sich 
abwechselnd  bei  einer  Flüssigkeit  n  Berge,  n  -|- 1  Thäler  und  n  -|- 1  Berge, 
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n  Thäler,  bei  der  Luft  abwechselnd  ebensoviele  Verdichtungen  und  Ver- 
dünnungen. 

Wenn  nun  eine  einfache  stehende  Welle  AA'  (Fig.  1)  von  eio^ni 
andern  stehenden  Wellenzuge  CC  derselben  Wellenbreite  durchsetzt  wird 
(dieses  ist  immer  der  Fall,  wenn  die  Schwingungszahl  oder  Tonhöhe 
dieselbe  ist),  so  bilden  sich  aus  den  in  der  schwingenden  Substanz 
suspendirten  schweren  Theilchen  Klangfiguren  an  denjenigen  Stellen  vor- 
zugsweise, wo  die  parallel  der  Wandung  oder  Glastafel  gerichtete  Be- 
wegung der  Molecule  sich  im  Maximum,  Berg  und  Thal  oder  Verdich- 
tung und  Verdünnung  sich  im  Minimum  befinden.  Die  Klangfiguren 
oder  Rippungen  sind  aus  parallelen  geraden  oder  krummen  Linien  zu- 
sammengesetzt, welche  tiberall  senkrecht  gegen  die  horizontale  Bewegung 
gerichtet  sind,  also  im  eigentlichen  Sinne  Normalcurven.  Ihre  Gleich- 
ung lässt  sich  also  genau  bestimmen,  sobald  für  jeden  einzelnen  Punkt 
der  Platte  die  Resultante  der  Bewegung  der  Richtung  und  Grösse  nach 
bekannt  ist.  Bei  den  Luftschwingungen  liegen  sie  voneinander  getrennt 
in  nahezu  gleichen  Abständen  /.  Bei  einer  gleichen  Dicke  der  Schicht 
ist  nahezu  P^=mT.  Diese  Intervalle  rühren  von  den  verticalen  Schwing- 
ungen her,  wodurch  die  Molecule  veranlasst  werden,  in  zackigen  Bahnen 
zu  schwingen.  Die  Rippungen  fallen  aber  keineswegs  mit  den  Knoten- 
linicn  A A'  und  CC'  zusammen,  sondern  dies  nur  in  den  speciellen  Fal- 
len, wo  die  Amplitude  der.  einen  oder  der  andern  Wellenbewegung 
gleich  Null  ist.  Sind  die  beiden  Amplituden  gleich,  so  fallen  die  Rip- 
pungen der  Maximalbewegung  zusammen  mit  der  Diagonalen  der  Qua- 
drate E  der  Knotenlinien;  die  übrigen  bilden  geschlossene  concentrische 
(Kurven ,  welche  in  der  Nähe  des  Centrums  der  Felder  B  und  T  in  Kreise 
übergehen.  Sind  die  Amplituden  verschieden,  so  bilden  die  Rippungen 
tlieils  wellenförmige  Curven  (Figg.  4  und  5),  welche  in  der  Nähe  des 
Centrums  der  Felder  E  in  Hyperbeln  übergehen,  theils  geschlossene  con- 
centrische Curven,  welche  in  der  Nähe  des  Centrums  der  Felder  B  und 
T  in  Ellipsen  übergehen.  Diese  Sätze  beweisen  die  von  mir  bisher  an- 
gestellten Versuche  auf*s  Deutlichste  und  sie  werden  durch  die  im  Fol- 
genden angestellten  mathematischen  Betrachtungen  vollkommen  bestätigt. 

In  Fig.  1  ist  nun  ein  solches  System  von  drei  Wellenbreiten  dar- 
gestellt; dasselbe  enthält  vier  einfache  Wellenzüge,  T  bezeichnet  die 
Thäler  (Verdünnungen),  B  die  Berge  (Verdichtungen),  TB  die  Quadrate 
der  Knotenlinien ,  in  welchen  Berg  und  Thal  zusammentreffen.  In  Figg. 
4  und  5  gelten  dieselben  Bezeichnungen  und  E  ist  an  die  Stelle  von  TB 
gesetzt.  Die  Platte  E  entspricht  genau  dem  Schwingungszustande  einer 
quadratischen  Glasplatte,  welche  die  Chladni^sche  Klangfigur  zeigt, 
wenn  sie  den  zweiten  Ton  angiebt.-  Sie  zeigt  zwei  gekreuzte  Diago- 
nalen, concentrisch  von  gleichseitigen  Hyperbeln  eingehüllt,  wenn  die 
Amplituden  gleich  sind;  sie  zeigt  zwei  hyperbelähnliche  Curven,  concen- 
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Irisch  von  nngleicbseitigen  Hyperbeln  umgeben,  wenn  die  Amplituden 
▼erschieden  sind.  Die  Fläche  E  ist  eine  Interferenzfläche  und  auf  ihr 
bilden  sich  die  Klangfiguren  am  deutlichsten  aus.  'Am  schwächsten  bil- 
den sich  die  Rippnngen  aus  auf  denjenigen  Flächen,  wo  keine  Inter- 
ferenzen auftreten  und  sich  die  Amplituden  summiren,  also  auf  den 
Flächen  B  und  J.  Die  Hauptrippe  verbindet  diejenigen  Punkte,  in 
welchen  sich  die  parallel  der  Tafel  gerichtete  Bewegung  der  Molecule 
im  Maximum  befindet.  Sie  ist  wellenförmig  und  verläuft. durch  sämmt- 
liehe  Knotenpunkte  der  Knotenlinie  AA\  wenn  die  Amplitude  a^  der  in 
der  Bichtung  AA'  laufenden  Welle  die  kleinere  ist;  ist  dagegen  die  Am- 
plitude fl|  grösser  als  die  der  in  der  Richtung  CC'  laufenden  Welle,  so 
verläuft  die  Hauptrippe  durch  sämmtliche  Knotenpunkte  der  Knotenlhvie 
CC\  Bei  den  Farad ay^schen  Klangfiguren  sind,  die  Amplituden  ab- 
hängig von  den  Krüroc^ingshalbmessern  der  Hauptnormalschnitte  der 
schwingenden  Glastafel.  Die  Wellen  laufen  nämlich  den  Hauptuormal- 
schnitten  der  gebogenen  Glastafel  parallel.  Ist  q^  der  Krümmungshalb- 
messer desjenigen  Hauptnormalschnittes,  welcher  der  Knotenlinie  AA* 
parallel  ist,  ^2  ^^^  Krümmungshalbmesser  desjenigen  Hauptnormalschnit- 
tes, welcher  der  Knotenlinie  CC'  parallel  ist,  so  ist  ^2^^»  wenn  Qf^^Qx 
ist;  wenn  ^2  gleich  od  ist,  so  ist  a^  gleich  Null;  wenn  Q^  =  Qi  ist,  so  ist 
auch  02  =  ^1«     (Vergl.  Pogg.  Ann.  Bd.  134,  tlie  Figurentafel.) 

Wir  betrachten  hier  zunächst  die  Bewegungs zustände  einer  vibriren- 
den  Flüssigkeitsschicht ;  die  der  Lnftplatten  sind  ihnen  ganz  analog.  Nur 
ist  die  Breite  bei  den  Wellen  auf  Flüssigkeiten  verschieden  und  variirt 
zwischen  den  Tönen  D  und  c^  zwischen  28  Cm.  und  200  Cm.;  ausserdem 
ist  die  Wellenbreite  viel  kleiner,  sie  beträgt  für  den  Ton  c*  nur  1  Mm., 
wogegen  die  Wellenlänge  desselben  Tones  in  atmosphärischer  Luft  nur 
1  Fuss  beträgt.  Um  die  Bewegung  in  einem  beliebigen  Punkte  P  (Fig.  5) 
kennen  zu  lernen,  so  seien  A  die  Wellenbreite,  AP=u^  CP=v  die 
!  '  Coordinaten  des  Punktes  P,  a^  die  Amplitude  der  von  A  und  A'  aus- 
gehenden Wellen,  a^  die  Amplitude  der  von  C  und  C  ausgehenden 
Wellen.  Die  Deviationen  infolge  der  beiden  stehenden  Wellen,  wenn 
die  einzelnen  Wellen  in  dem  Abstände  cf^/tA  ihre  Bewegung  gleich- 
zeitig in  demselben  Sinne  beginnen,  sind 

I  ^  ' 

i  o  2t>    ^     t 

17«  =  2 öo  cosn  — r- sin  Ik  — 
i  '*  ^  A  r 

I 
j 

Bei  Flüssigkeiten  sind  die  Wellenbreiten  beider  Systeme  stets  ein- 
ander gleich ,  da  nahezu  A'  =  m  7  ist.  Die  gesammte  transversale  De- 
viation ist  demnach 

.  o    •  o     '/"  2w  ,  2A 

iy  =  »/|  +  i?2=  ^  stftln  —  {a^  cosTc  —  +  a^  cosn  —  I- 
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Für  02  =  ^1  Ut 

iy  =  4  aj  Sf  n  2  7f  --  cos  n  — —  cos  n  — - — , 

Durch  diese  Gleichungen  ist  der  Bewegungsznstand  der  Flüssigkeit  in 
jedem  Punkte  u,  v  vollständig  bestimmt.  Um  die  Gleichung  der  Curven 
genauer  übersehen  zu  können ,  wählen  wir  den  Punkt  0,  also  den  Dnrch- 
schnittspunkt  zweier  Knotenlinien  zum  Coordinatenänfangspunkte,   und 

setzen  demgemäss 

4w+l 
i;  =  — - — A  — y,     u^\X+x, 

Dam  ach  wird  nun 

tl  =  l  sm  i  »  —  I  —  Äj  stn  Ji  —- — y  it^  sw  ^  -r-  )  • 

Dies  ist  die  Gleichung  aller  Rippungen  für  den  angenommenen  Fall. 
Für  die  stärkste  Rippung  ist  17  gleich  Null  und 

1/  =  ;r—  arcsm  \  ~  stn  n  — /. 
^      2n  («2  A  ) 

Die  Curve  ist  wellenförmig  und^y  =  0  für  a?  =  -^A;  ferner  ist  y  ein 

Maximum  für  x  =  — j — A,  ein  Maximum  für  x  =  — -r — A;  der  zugehö- 
rige Werth  von  y  ist 

,     A  .ff, 

Ist  Hjssflj,  SO  ist  y=  +  iA;  allgemein  y  =  a;  (Gleichung  der  Dia- 
gonale). Ist  ^2  gleich  Null,  so  muss  auch  x  Null  werden  (Gleichung 
der  Knotenlinie  CC'),  Ist  dagegen  a^  gleich  Null,  so  muss  es  auch  t/ 
sein  (Gleichung  der  Knotenlinie  AA'), 

Für  die  Klangfiguren  der  eingeschlossenen  Luftmassen  sind  die  For- 
meln ganz  dieselben;  sie  lassen  sich  aus  den  Resultanten  der  compo- 
nirenden  Kräfte  der  Bewegung  ableiten.  Die  Componeutcu  der  Longi- 
tudinalschwingungen  sind  für  gleiche  Wellenbreiten 

§  =  2  a,  stn  71  —  51«  2  71  —  , 

1v    .  ^      t 

T 


^  =  2  «^  sin  n  —  sin  2  ti  —  . 


Bei  schwingenden  Luftsäulen  sind  die  Wellenbreiten  beider  Systeme 

nicht  immer  gleich,  sondern  abhängig  von  der  Lange  der  Säuleu. 

4/1 -hl 
Substituirt  man   wiederum  m  =  |-  A  +  .r ,    w  =  — - —  A  —  y  ,   so  erhält 

man,  indem  das  Vorzeichen  in  der  Richtung  von  iy  sich  umkehrt: 

I  =  2  </,  cos  n  —  sin  2  tt  — , 
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2y   .  ^     / 

Um  die  Richtung  und  Grösse  der  resultirenden  Deviation  zu  erbal* 
ten,   so  ist  die  Grösse  bestimmt  durch  7  =  ^|*  +  ij\  die  Richtung  durch 

a^  cosn  — 
tangx  = = jr- . 

a^cosTt—r 
Da  die  Richtung  der  Rippungen  senkrecht  gegen  die  Richtung  der 
Bewegung  der  Massentheilchen  ist,  so  wird ^5~  ^^  setzen  sein,  mit- 
bin wird 

2a; 
a^coSK  — 

^dx  +  ridy^a  und  x^= ^ 

ox  ly 

fla  cos  n  ~- 
*  iL 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

2x  2v 

a,  sin  n  —  =:  «„  sin  tc  -^  +  consL 
*  k  ^  l 

Diese  Curvenschaaren  sind  sogenannte  Gleichgewichtsfiguron  und  schlies- 
i^en  lauter  Luftschichten  constanter  Dichtigkeit  ein. 

Nun  ist/  ein  Maximum,  wenn  t=z\T  und  zugleich  x  und  y  gleich 
Null  sind.  In  diesem  Falle  ist  die  Constante  auch  Null.  Wir  erhalten 
hier  die  Gleichung  der  Hauptrippe;  sie  ist,  wie  oben 


y  =  jr-  arc  stn  [~^  sin  n  — -  k 
27C  (r/g  A  J 


Untersuchen  wir  die  Gleichung  einer  Rippung,  welche  eine  Knoten- 
linie CC  (Fig.  4)  tangirt.  Für  x  =  ^X,  y  =  iX  ist  |  =  — 2«^,  i?  =  0  und 
die  Constante  gleich  —  a^ .     Folglich  ist  die  Gleichung  der  Rippung 

.      2x            .      2// 
öj  Sinn  —  =  a^  stfin  — a^. 

Für  ^1  =  i^  ist  f/j  =  s-  fi^csin  -^ ^.    Der  Werth  der  halben  Neben- 

axe  ist  also  \l — yj,  der  Werth  der  Hauptaxe  gleich  \l,  Ist  f/j  =  f/j, 
so  sind  die  beiden  Axen  gleich  und  die  Rippungen  sind  nahezu  kreis- 
förmig innerhalb  des  Feldes  T  und  B.  Ist  o^>  n^^  so  ist  die  Nebenaxe 
kleiner.  Die  Rippungen  innerhalb  des  Feldes  T  sind  nahezu  elliptisch 
und  die  grosse  Axe  in  der  Richtung  AÄ  gelegen.  Die  Curven  sind 
geschlossen,  denn  sie  geben  innerhalb  der  Grenzen  x  =  ^Jl  und  A  immer 
zwei  Werthe  für  y  innerhalb  ^der  Grenzen  y  =  0  und  ^A.  Zwischen  den 
Grenzen  ^  =  0  und  ^A  ist  y  für  diesen  Fall  stets  imaginär. 
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Um  die  Gleichung  einer  Rippung  zu  erhalten,  welche  die  Knoten- 
linie  A  A'  berührt,  so  setzen  wir  aj  =  ^i,  y  =  0.  Die  Constante  wird 
+  «1  und  die  Gleichung 

öj  Sf«  n  —z=za^  stfi  TT  —-  +  fi, . 

Der  Werth  der  Nebenaxe  ist  ^A,*der  der  Hauptaxe  gleich  ^k  —  .r^, 
wobei  x^  =  ~  arcsin-^ -,     Ist   rTjj>2r/j,    so  läuft  diese  Curve  in  die 

andere  Hyperbelschaar  über. 

Untersuchen  wir  noch  die  Gleichungen  der  Cnrven  in  der  Nähe  der 
Centra  E  und  F  (Fig.  4),  und  zwar  zunächst  für  E,  Bezeichnen  (o,  ^ 
und  1/;  sehr  kleine  Dimensionen  und  setzen  wir  a;  =  ^A-|-o0,  y  =  {-^  +  ^> 
also 

^  k  ^  k 

so  wird  die  Constante  gleich  «i  —  ^2  +  t^  und 

2«  20-  . 

flj  C05  Ä  -—  =  flg  C05  Ä 1-  flj  —  «2  +  ^. 

Führt  man  wegen  der  Kleinheit  der  Grössen  o)  und  ^  die  Winkel 
ein,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  auf 


k^flf  A^iJ; 


=  +  1. 


2  W.^  <?!  2  71*  H^ 

Dies  ist  die-  Gleichung  zweier  Hjperbelschaaren ,  deren  Hauptaxen  senk- 
recht aufeinander  stehen.     Schreibt  foan  die  Gleichung  in  der  Form 

so  ist  tang)  =  J/    \  wo  <p  den  halben  Asjmptotenwinkel  FEG  bezeich- 

net.     Für  «a^'*!  ^s^  9  =  45^     Wir  fanden  früher  für  die  Tangente  der 

Hauptrippungen 

2.r 

~"^a?"~  2« 

Für   den  Knotenpunkt   ist   a:  =  ^A,  y  =  0,   mithin  tanT  = *   und 

für  0^  =  0^  der  Winkel  1^=45^  Ist  demnach  0^  =  0^,  so  fallen  die 
Asymptoten  und  die  Tangenten  der  Hauptrippen  in  den  Knotenpunkten 
mit  den  Diagonalen  der  Quadrate  E  zusammen;  in  den  übrigen  Fällen 
divergiren  sie  in  einem  bestimmten  Sinne.  Die  eine  Hyperbelschaar 
gehört  den  Wellenbergen  an,  die  andere  den  Welleutbälem. 
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Um  noch  die  Gleicbungen  der  Curven  in  der  Nähe  der  Centra  von 
T  zu  erhalten,  so  setzen  wir  a:  =  JA  +  a),  y==ik  +  ^'  Will  man  die- 
selben  für  B  bestimmen,   so   setze  man  x  =  \l  +  my  y  =  j-it  +  '^«     Man 

erhält  im  erateren  Falle 

2(0  2^ 

—  flj  cos  TT  —    =  flj  COS  7t <*!  -^  '''2    I    ^ 

oder,  wenn  man  die  Bogen  einsetzt: 

(ö*  d* 

+  — r« —  =  1- 


A*tp      '      Ä^t/; 


2n*a^        2w^a2 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ellipsenschaar,  deren  Hauptaxen  den  Kno- 
tenlinien  parallel   laufen.     Für  a^=zaj^  bilden   sie  concentrische  Kreise. 

Ist  a^>a^y  so  ist  a>6  und  bia^j/üj^ij/a^. 

In  den  vorstehenden  Betrachtungen  ist  meiner  Meinung  nach  die 
Theorie  der  Faradaj^ sehen  Klangfiguren  in  erschöpfender  Weise  ent- 
wickelt Man  kann  sie  mit  Leichtigkeit  ausdehnen  auf  die  Theorie  der 
Luftschwingungen  in  geschlossenen  cubischen  Räumen.  Es  kommt  ein 
drittes  Wellensystem  mit  der  Amplitude  a^  hinzu.  Die  Schichten  gleicher 
Schwingungsrichtung  und  Dichtigkeit  der  vibrirenden  Luftmasse  sind  von 
eigenthümlichen  Flächen  eingeschlossen ,  deren  Verlauf  aus  den  vorstehen- 
den Entwickelungen  entnommen  werden  kann. 

Da  aus  den  angestellten  Beobachtungen  hervorgeht,  dass  in  cubi- 
schen Räumen  sich  die  Schwingungszahlen  der  Grundtöne  umgekehrt  wie 
homologen  Linien  verhalten ,  so  lässt  sich  hieraus  die  Reihe  der  Obertöne, 
welche  den  Grundton  begleiten  müssen,  genau  ableiten.  Bei  dem  Grund- 
ton ist  ein  Schwingungsbauch  in  der  Mitte  des  Würfels;  bei  dem  ersten 
Oberton  treten  acht  solcher  Bäuche  auf,  bei  dem  zweiten  27  u.  s.  w. 
Die  grossen  Axen  der  Bäuche  verhalten  sich  nun  offenbar  wie  ^:-^'-'^ 
n.  s.  w. ;  mithin  bilden  die  Obertöne  des  Grundtones  c  die  harmonische 

Oberreihe  g,  c ,  e.  Möglicherweise  und  sehr  wahrscheinlich  tritt  bei  dem 
Grundton   in   der  Mitte  des  Würfels  gar  kein  Bauch  auf;   ist  in  diesem 

Falle  c  der  Grundton,  so  wird  die  Reihe  der  Obertöno  sein  c,  g^  c,  e. 
Diese  stereometrischen  Klangfiguren  lassen  sich  sichtbar  machen,  indem 
man  einen  hohlen  Glaswürfel  von  etwa  1  Cubikdecimeter  Inhalt  fast  ganz 
mit  trockenem  Ljeopodiumstaub  anfüllt  oder  mit  Rauch,  und  die  ein- 
geschlossene Luft  durch  einen  auf  die  Obertöne  abgestimmten  Glasstab 
in  Schwingungen  versetzt.  Nimmt  man  nach  Seebeck  die  Schall- 
geschwindigkeit in  Röhren  zu  328  M.  an,  so  ist  die  Schwingungszahl 
des  ersten  Obertones  3280,  die  des  zweiten  4920  u.  s.  w.  Die  zugehö-- 
rigen  isochronen  Glasstäbe  haben  die  Länge  75  Cm.,  50  Cm.  u.  s.  w. 

Es  ist  ferner  nicht  unmöglich,  dass  man  auch  ohne  Anwendung  von 
Staub  die  Schwingungszustände  der  Luftmasse  durch  die  optische  Inter- 
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ferenzmetbode  von  Boltzmann  nnd  Töpler  (Fogg.  Ann.  CXLI,  321) 
zu  analysiren  oder  gar  in  grösseren  cubischen  Ränmen  direct  wahrzu- 
nehmen im  Stande  sein  wird. 

Die  im  Vorstehenden  beschriebenen  Klangfiguren  von  Fltlssigkeiten 
und  Lufimassen  gehören  einer  und  derselben  Kathegorie  an.  Ihnen 
gebührt  mit  Recht  die  Bezeichnung  „Farad ay* sehe  Klangfiguren".  Um 
diese  Behauptung  ausser  allen  Zweifel  zu  setzen ,  mögen  hier  am  Ende 
noch  die  eigenen  Worte  Faradaj^s  ihren  Platz  finden.  Ich  entnehme 
sie  dem  Aufsatze -in  Po  gg.  Ann.  Bd.  XXVI,  S.  248. 

123.  ,,Alle  die  bisher  beschriebenen  Erscheinungen  können  sich  auf 
der  Oberfläche  derjenigen  Flüssigkeiten  zeigen,  wdche  man  für  ge- 
wöhnlich als  unelastisch  betrachtet  und  bei  denen  die  Elasticität,  welche 
sie  besitzen,  keine  wesentliche  Eigenschaft  ausmaclit;  es  ist  nicht  mög- 
lich, dass  sie  sich  im  Innern  dieser  Masse  zeigen  können.  Erweitert 
man  die  Schlüsse,  so  erscheint  es  indess  nicht  ganz  unmöglich,  dass 
ähnliche  Erscheinungen  auch  in  Gasen  und  Dämpfen  stattfinden,  wobei 
die  Elasticität  die  für  das  Vibriren  uöthjge  Bedingung  liefert,  welche  bei 
den  Flüssigkeiten  in  einer  plötzlichen  Begrenzung  der  Masse  durch  eine 
nicht  eingeschlossene  verschiebbare  Oberfläche  gegeben  ist. 

124.  Wenn  dem  so  ist,  so  muss,  wenn  eine  Platte  in  der  Atmo- 
sphäre vibrirt,  die  unmittelbar  mit  ihr  in  Berührung  stehende  Luft  sich 
in  zahlreiche  Portionen  tfaeilen,  welche  zwei  abwechselnde  Reihen  wie 
die  beschriebenen  Häufchen  bilden,  eine  dichter  und  eine  dünner  als 
die  gewöhnliche  Atmosphäre.  Bei  jeder  Vibration  der  Platte  wechseln 
diese  Reihen  durch  ihre  Expansionen  und  Condeusationen  miteinander  ab. 

125.  In  der  Hoffnung,  einige  Vorgänge  der  Art  zu  entdecken,  be- 
festigte ich  eine  kreisrunde  Zinnscheibe,  die  mit  einem  hervorstehenden 
Rande  von  dreiviertel  Zoll  versehen  war,  auf  einem  Lineal,  streute  etwas 
Ljcopodium  auf  dieselbe  und  liess  sie  stark  ertönen,  so  dass  das  Pulver 
in  der  Luft  nur  eine  einzige  Wolke  gebildet  haben  würde,  welche  wegen 
des  Randes  und  der  gleichen  Bewegung  aller  Theile  der  Platte  keine 
Neigung  zu  ibrgr  Anhäufung  besitzen  konnte.  Sogleich  sah  mau  das 
Lycopodium,  statt  eine  gleichförmige  Wolke  zu  bilden,  das  Ansehen 
einer  dicken  Wabe  annehmen,  die  ganz  in  einer  zitternden  Bewegung 
begriffen  war,  und  bei  aufmerksamer  Betrachtung  konnte  man  Wellen 
wahrnehmen,  welche  die  Wolke  in  entgegengesetzter  Richtung  durch- 
setzten. Es  war  genau  die  Erscheinung,  welche  sich  gebildet  haben 
würde,  wenn  eine  staubige  Atmosphäre  auf  der  Oberfläche  einer  Platte 
ruhte  und  in  eine  Anzahl  abwechselnd  und  zugleich  sich  ausdehnender 
und  zusammenziehender  Portionen  gefallen  wäre." 


IV. 

Ueber  eine  einfache  Behandlongsweise  derjenigen  Probleme 
der  Hydromechanik,  in  welchen  Ellipsoide  mit  kleinen 

Excentricitäten  vorkommen. 

Von 

Dr.  Arnold  Giesen. 


I.  Theil.   Homogene  Ellipsoide. 

§  1.    Nfthemn^sformeln  für  das  Potential  eines  liomogenen  Ellipsoids 

mit  kleinen  Excentricitäten. 

Es  sei  ein  homogenes  Ellipsoid  gegeben  mit  den  Halbaxen  a,  6,  c, 
welche  in  dieser  Reihenfolge  nach  ihrer  Grösse  absteigend  geordnet  sein 
sollen.  Die  linearen  Excentricitäten  e  und  s  seien  durch  die  Gleich- 
ungen bestimmt  a*  —  c*  =  e^,  b^-^c^  =  €*.  Als  Coordinatenaxen  nehmen 
wir  die  Halbaxen  des  Ellipsoids  an,  dessen  Dichtigkeit  q  sei.  Dann  ist 
das  Potential  desselben  in  einem  beliebigen  Punkte  (x,  y^  z)\ 

Dabei  ist  die  untere  Integrationsgrenze  a  für  einen  innern  Punkt  gleich 
Null,  für  einen  äussern  dagegen  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


Wir  setzen  jetzt   rt^=^^  +  ^^   A2  =  c*+f^,   ferner  mit  Vernachlässi- 
gnug   derjenigen  Potenzen  von  e  und  £,   welche  die  zweite  übersteigen: 

Dann  wird 
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wobei    r^  =  a;^  +  y*  +  2^    also    r    den    Radins    vector    des    angezogenen 
Punktes  bedeutet.     £s  ist  nun  aber 

X 


dt  ^  r(^+o_^T 


Setzen  wir  daher  y^+c  für  den  äussern  Punkt  gleich  c%  so  wird 

2 

dieses  Integral  für  einen  innern  Punkt  , ^rr :,  und  für  einen  äus- 

^  (in  — 2)0""-^ 

2 

Sern  ^.    .      „.      Demnach  erhält  man   für  das  innere  Potential    Fi 

(m  — 2jc"»-2 

des  gegebenen  EUipsoids 

Speciell  für  ein  Rotationsellipsoid  hat  man 

Für  den  Ansdrack  des  äassern  Potentials  brauchen  wir  zunächst  nar 
c'  statt  c  zu  setzen: 


Es   kommt  jet^st  auf  die  Bestimmung  von  c^=yc*'\-a  an.     Zur  Be- 
stimmung von  G  dient  die  Gleichung 

oder  auch 


c'2  c^ 


-1=0. 


Hiernach  hat  c'*  als  ersten  Näherungswerth  r*;  setzten  wir  also  c'*=r*  +  '^i 
so  wird  bei  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  // 

1--S ^i— ^-1=0.    »'80    ^  = ^^-^, 

also   ist   bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung   c'^  =  r* — '— .     Hier- 
nach ist  nun  weiter 

?^rl^+ 27S j  """^  73==rA'  + 2;:5 )' 
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^  *  ^-^-.^  ^^^•^■^  .'-^  ^  >  * 


Substitnirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  obige  Formel  für  das  äussere 
Potential  in  den  Gliedern,  welche  im  Zähler  die  Excentricitäten  nicht 
enthalten,  so  kommt,  da  in  den  übrigen  c  einfach  durch  r  zu  ersetzen  ist: 

Bezeichnet  man  die  Masse  ^uUctiq  des  Ellipsoids  mit  ^7,  so  kommt 
für  das  äussere  Potential  in  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  x^  y^  z 
und  dessen  Entfernung  vom  Mittelpunkte  r  ist: 

Dieser  Ausdruck  gilt  natürlich  noch  für  die  Punkte  der  Oberfläche.  Für 
diese  ist  2  ^s  ^s 

Bei  gehöriger  Entwickelung  hat  man  hierfür 

o4er  r«  =  c2  +  —^—^ ,  weiter  also  7  =  -  (^1 2^4 j- 

Nach  Einsetzung  dieser  Werthe  in  Gleichung  2)  kommt  für  Punkte 
der  Oberfläche 

Speciell  für  ein  Rotationsellipsoid  hat  man  allgemein 
und  für  die  Oberfläche  im  Besondern 


1 


-■.-ii-t^*^^^i 


Umformung.  Drückt  man  a  und  h  durch  c  aus  vermittelst  der 
Formeln  y  j  v  .         2  v 

SO  wird 

I  2«    Gestalt  eines  nm  einen  Centralkörper  rotirenden^  homogenen 

flflssigen  Satelliten* 

Eine  homogene  flüssige  Masse  bewege  sich  als  Satellit  in  einem 
Kreise  um  einen  Centralkörper  derart,  als  wenn  beide  in  fester  Verbin- 
dung ständen,  so  dass  also  der  Satellit  dem  Centralkörper  stets  dieselbe 

Z«itMhrifi  f.  HAt]i«mftiik  v.  Physik  XXI,  1.  ^ 
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>•  «1^  ^  ^  ^  •-  ^ . 


mittlere  Axe  a  ist  die,  welche  dieBahn  tangirt,  diekleinste 
besteht  auf  der  Bahnebene  senkrecht. 

Da nähernngsweise  gleich  ^-g«  ^^  ^'^^  ^^^  Abplattungen  bei- 

c  ^ 

der  durch  die  längste  Axe  c  gelegten  Hauptschnitte 


*72  =  -¥  ä7    ^°^  *rl  =  - 


5 


C«  4     5/" ^C»  S/" 

Die  in  obigen  Formeln  vorkommenden  Grössen  sind  z.  B.  für  unsem 

Mond  wenigstens  nftherungsweise  bekannt.     Zur  Elimination  von  f  setze 

Cf 
man  -jssg^  unter  C  die  Erdmasse,  r  den  Erdhalbmesser,  ^  die  Schwere 

an  der  Erdoberfläche  verstanden,  also  /'  =  --y.     Dadurch  kommt 

e^ 15^^    f! ift^:^ 

Der  Bruch  -^  der  Erd-  und  Mondmasse  ist  nahe  =81;   der  Bruch 

S 

-  des  mittlem  Erd-  und  Mondhalbmessers  ist  »  0,27234,  c  selbst  =  234 

r 

geogr.  Meilen  (ä  7420,44  Meter),  g  im  Mittel  =  9,7974  Meter.  Die  Um- 
laufszeit des  Mondes  um  die  Erde   ist  27'<  7*43"*  11,5'   (nahe  27^  Tage 

k  86400  See),  demnach  .^  =  86406"! 27^  "*"'  S^°*^^'  =  86400^^7,3217 ' 
Durch  Ausrechnung  findet  sich  für  die  Abplattungen  der  beiden  Haupt- 
schnitte  durch  die  längste  der  Erde  zugewandte  Axe  des  Mondes 

Demnach  ist  die  Abweichung  des  Mondes  von  der  Kugelform  äusserst 
gering;  man  findet  für  den  Ueberschuss  des  längsten  der  ßrde  zu- 
gewandten Halbmessers  über  den  mittlem  etwa  49  Meter  und  über  den 
kleinsten  etwa  65  Meter;  der  Unterschied  der  beiden  für  uns  sichtbaren 
Halbmesser  wäre  demnach  etwa  16  Meter.  Mit  diesen  theoretischen  Er- 
gebnissen im  Einklänge  steht  die  Thatsache,  dass  die  Beobachtungen 
ausser  den  physischen  Ungleichheiten  der  Oberfläche  am  Monde  keinerlei 
Abweichung  von  der  Kugelgestalt  erkennen  lassen. 

I  B.    Ebbe  und  Fliith. 

» 

Die  Erscheinungen  der  Ebbe  und  Fluth  sollen  hier  nur  unter  mehre* 
ren,  die  Theorie  wesentlich  vereinfachenden  Annahmen  behandelt  wer- 
den. Man  denke  sich  ^ie  Erde  bestehend  aus  einem  kugelförmigen 
Kerne  vom  Radius  A  und  einer  denselben  allseitig  bedeckenden  homo- 
genen Flüssigkeit.      Die   ganze  Erdmasse    sei  E,    diejenige    des   festen 


^H 


Von  Dr.  A.  Gibsen.  53 

Kernes  E7c,  also  die  der  Flüssigkeit  E^l  —  k)*^  die  Dichte  der  Flüssigkeit 
sei  (»,  die  mittlere  des  festen  Kernes  cq.  Man  denke  sich  femer  einen 
zweiten  anf  die  Erde  anziehend  wirkenden  Körper  von  der  Masse  M^  die 
Entfernung  eines  Flüssigkeitstheilchens  von  dessen  Mittelpunkte  heisse  B^ 
die  Entfernung  seines  Mittelpunktes  von  dem  der  Erde  sei  Z>.  Beide 
Körper  bewegen  sich  infolge  ihrer  gegenseitigen  Anziehung  um  ihren 
gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  in  Kegelschnitten,  die  wir  als  Kreise 
voraussetzen  werden.  Der  Abstand  dieses  gemeinschaftlichen  Schwer- 
punktes vom  Mittelpunkte  der  Erde  sei  d.  Von  der  Botation  der 
Erde  um  ihre  Axe  sehen  wir  ab,  und  es  geschehe  die  Bewegung 
80 ,  als  wenn  beide  Körper  fest  miteinander  verbunden  wären ,  indem  sie 
sich  stets  dieselbe  Seite  zukehren.  Unter  diesen  Umständen  wird  sich 
dann  für  die  die  Erde  bedeckende  Flüssigkeit  ein  Zustand  des  relativen 
Gleichgewichts  einstellen,  der  eben  bestimmt  werden  soll.  Die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Mittelpunktes  der  Erde  bei  dessen  Botation  um  den 
gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  sei  9,     Dann  muss,  unter  f  die  Attrac- 

tionsconstante  verstanden,  die  Gleichung  bestehen  ^^^^=-7^'  Der  Mit- 
telpunkt der  Erde  sei  der  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordiua- 
tensjstems,  dessen  2; -Axe  der  Verbindungslinie  beider  Himmelskörper 
entgegengesetzt  gerichtet  sei,  während  die  x-Axe  die  Bahn  des  Mittel* 
punktes  der  Erde  bei  der  Botation  um  den  gemeinschaftlichen  Schwer- 
punkt tangire  und  die  y-Axe  auf  dieser  Bahn  senkrecht  stehe.  Wir  fra- 
gen ,  ob  die  die  Erde  bedeckende  Flüssigkeit  sich  unter  den  angegebenen 
Umständen  dadurch  ins  Gleichgewicht  setzen  könne,  dass  sie  die  Gestalt 
eines  von  der  Kugelform  wenig  abweichenden  Ellipsoids  annimmt,  dessen 
Halbaxen  a,  A,  c  resp.  in  die  x-,  ^-,  z-Axe  fallen.  Die  Excentricitäts- 
quadrate  a^  —  c^  und  6* — c*  mögen  wieder  mit  e*  und  e' bezeichnet  werden. 
Die  Componenten  der  Centrifugalkraft  in  den  Punkten  a*,  y,  z  sind, 
auf  die  Masseneinheit  bezogen,  die  partiellen  Differentialquotienten  von 

Das  Potential  des  festen  Kernes  der  Erde  sei  ü^  dasjenige  der  ihn  be- 
deckenden flüssigen  Schichte  K,  endlich  das  des  anziehenden  Körpers 
(des  Mondes,  der  Sonne)  ^;  dann  muss  im  Gleichgewichtszustande  für 
die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  folgende  Bedingung  erfüllt  sein: 

Bezeichnet  r  die  Entfernung  eines  Flüssigkeitstheilchens  vom  Mittel- 

Ek 
punkte  der  Erde,  so  ist  erstlich  17= —   oder,   da   für  einen  Punkt  der 

als  ellipsoidisch  angenommenen  Flüssigkeitsoberfläche  ist  (vergl.  §  1) 


r       c  \ 


2& 
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so  köimen  wir  setzen 

Für   V  haben  wir  nach  Oleichung  2')  in  §  1 


r     ^=-  TT 


^TtQ 


r 
oder,   wenn  wir  in   den  die  Ezcentricitftten  e  und  s  nicht  enthaltenden 

Theilen  dieses  Ansdruckes  für  —   wieder  seinen  obigen  Werth,   in  den 

r 

übrigen  dagegen  fiir  r  einfach  r  setzen 

X    T,      .        '   V    ^     2    y               «*+«*,  (5^- 2r»)(e»*»+tV)! 
y)    F  =  4«9j ~+  ^^ 

Endlich  haben  wir  für  das  Potential  des  anziehenden  Körpers  M 


~d\        D  iD*         T"*i)»f  •■•|' 

also  mit  Vernachlässignng  der  folgenden  Glieder 

Mit  Benutzung'  der  Gleichungen  ß)^  y),  6)  geht  demnach  die  Be- 
dingungsgleichung  a)  für  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in  die  nach- 
stehende über,  wenn  man  die  constanten  Glieder  gleich  in  eine  einzige 
Gonstante  @  zusammen fasst: 

Aus   dem  Ausdrucke  links  in   dieser  Gleichuug  heben   sich   die  beiden 

mm  f 

Glieder  mit  z  auf,  da  nach  dem  Obigen  —  77  +  ^^(/=  0.    Für  z^  hat  man 

:*  =  c«  -  x«  -  y *  +  -g  .T«  +  3  y2 

c  c 

Da  indess  z*  nur  mit  sehr  kleinen  Factoren  1-=^  und  ^^1  multiplicirt 
vofkommt,  so  setzen  wir  einfacher  2^  =  0^  — x^  —  y^  Ferner  ist,  da 
^7tqA^=^  Ek^  ^  wegen  des  kleinen  Factors  (f^J^*-f  £*y*)  näherungsweise 
zu  setzen 


Von  Dr.  A.  Giesen.  55 

j^nQC^  =  Ek-  +  E^i'^k),  also  weiter  |;rp (5^^- 2c«)  =  fs- -2(1-^)1  i5. 

Dann  wird  obige  Bedingungsgleichang ,  wenn  wir  wieder  constante  Glieder 
in  6  einrechnen: 

^  2r'^  "•"  10c5 

2/)3  ^^  -ry  )      2dP^^   -tonst. 

Wegen  der  Unabhängigkeit  von  x^  und  y^  zerfällt  diese  Gleichung  wieder 
in  nachstehende  zwei: 


[3^-2(l-*)]ß 


2c«      ^  10c»  2Z>»        ' 

r3--2(l-A)l^  „,, 

2c»'    "*'  10c»  *        2  0»     2dD*~ 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhalten  wir 

15A/C» 


e»  =  - 


[2  +  3A(l-i)]sZ>3' 


5  .l/rÄ 

:2  =  — 


'^+?) 


[2  +  3/^.(1--)]    ß/>^ 

Da   diese   Werthe   für   die   Excentricitätsquadrate  stets   möglich   und   im 

Allgemeinen   auch   sehr  klein   sind,   so   ist  also  nachgewiesen,   dass   in 

der    That    die    die    Erde    umgebende    Flüssigkeitsmasse    die 

Gestalt     eines     dreiaxigen    Ellipsoids     in     ihrem     relativen 

61eichgewichtS2fu8tande  annehmen   kann.     Die  längste  Axe 

der  ellipsoidischen  Wasseroberfläche  ist  dem   anziehenden 

Körper  zugewendet,  die  mittlere  liegt  in  der  Bahnebene  der 

beiden   Körper    und    die    kürzeste  steht  auf  der   Bahnebene 

senkrecht.      Da    ferner    e*=ro*  — c^    nahe    =2c(a  — c)    und    ebenso 

«*s=6*  —  c*  nahe  =2c(6  — c)  ist,  so  können  wir  statt  der  obigen  beiden 

Formeln  auch  setz*en 

15 


c  — '/  = 


C  —  b=: 


^(^^V 
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Es  lassen  sich  hier  nun  zwei  Hauptfalle  unterscheiden.  In  dem  ersten 
setzen  wir  eine  sehr  geringe  Meerestiefe  voraus,  dann  ist  k  sehr  nahe 
x=  1 ,  in  dem  zweiten  setzen  wir  die  ganze  Erde  als  flüssig  voraus  und 
demgemäss  A:  =  0. 

Wir  erhalten  sonach  im  ersten  Hauptfalle  (Ar=l): 

3  +  ? 


c  —  «  = 


w-eKd)''  "-^=,/.  .u-gb;^' 


im  zweiten  Hauptfalle  dagegen  (A:sO) 

welch  letztere  Formeln  sich  auf  die  des  §  2  zurückführen  lassen,  sobald 
—  =  1  gesetzt  wird. 

Behufs  einer  numerischen  Ausrechnung  setzen  wir  für  die  durch  den 
Mond  bewirkte  Fluth  Tr  =  ^,  <?  =  858,5  geogr.  Meilen  &  7420,44  Meter 

iL 

oder  23643'  pr.,  />=»  51762  geogr.  Meilen,  0  =  5,5.  Dann  kommt  in 
den  beiden  extremen  Fällen  für  c  —  a  erstens  bei  sehr  geringer  Meeres- 
tiefe  0,604  Meter  oder   1,924'   pr.,   zweitens,  wenn   die  ganze  Erde 

flüssig  wäre^  1,343  Meter  oder  4,282'  pr.     Da  t  nahe  ^82,  so  ist  die 

Differenz  c  —  b  bedeutend,  und  zwar  28-|^mal  grösser  als  c  —  a. 

Hinsichtlich  der  durch  die  Sonne  bewirkten  Fluth  ist  die  Sonnen- 
masse 355500*81  mal  grösser,  als  die  Mondmasse,  die  f^ntfernung />  der 
Sonne  dagegen  auch  nahe  400  mal  grösser  als  die  Entfernung  des  Mon- 
des.     Der  Werth   der  Differenz   c  —  a  für   die  Sonnenfluth   verhält  sich 

daher  zum  Werthe  derselben  Differenz  für  die  Mondfluth  wie  •    ,„* — 

400^ 

zu  1,  woraus  sich  ergiebt,  dass  diese  Differenz  für  die  Sonnenfluth  nahe 
2j^mal  kleiner  ist  als  fi^r  die  Mondfluh.  Ihre  Werthe  für  die  Sonnen- 
fluth sind  erstens  bei  geringer  Meerestiefe  0,268  Meter  oder  0,855'  pr^ 
zweitens  bei  ganz  flüssiger  Erde  0,597  Meter  oder  1,903' pr.     Für  das 

System   von  Erde  und  Sonne  ist  —   sehr  nahe  =  1 ;   daher  verhält  sich 

für  die  Sonnenfluth  c  — a  zu  c  — 6  wie  3:4. 

Denken  wir  uns  nun  die  Krde  in  der  That  um  ihre  Axe  ro- 
tirend,  diese  Rotation  aber  so  langsam  vor  sich  gehend,  dass  man  den 
vorhin  bestimmten  Zustand  des  relativen  Gleichgewichts  als  in  jedem 
Augenblicke  erreicht  ansehen  kann,  und  ferner  die  Mondbahn  mit  der 
Ebene  des  Aequ9.tors  zusammenfallend.  Die  Pole  behalten  jetzt  immer 
dieselbe   vorbin    bestimmte   Höhe   des  Wasserstandes,    die  Punkte    des 


r 
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Aequators  dagegen  gehen  abwechselnd  durch  die  Gegenden  des  höchsten 
und  tiefsten  Wasserstandes  hindurch.  Zur  Zeit  des  Neu-  und  Vollmon- 
des ,  wo  die  Gesammthöhe  der  Fluth  sehr  nahe  die  Summe  der  einzelneu 
Höhen  der  Sonnen-  und  Mondfluth  ist,  wird  der  Unterschied  des  höch- 
sten und  tiefsten  Wasserstandes  am  Aequator  erstens  für  den  Fall 
einer  geringen  Meerestiefe  0,872  Meter  oder  2,779'  pr.,  zweitens  für 
den  Fall  einer  ganz  flüssigen  Erde  1,940  Meter  oder  6,185'  pr.  Zur  Zeit 
der  Quadraturen  dagegen  sind  dieselben  Grössen  0,336  Meter  oder 
1,069'  pr.  und  0,746  Meter  oder  2,379'  pr. 

Die  obige  vorläufige  Voraussetzung,  dass  trotz  der  Azendrehung  der 
Erde  der  relative  Gleichgewichtszustand  stets  erreicht  sei,  kann  nun  aber 
bei  der  verhältnissmässig  raschen  Rotation  der  Erde  durchaus  nicht  als 
zulässig  gelten ;  es  findet  vielmehr  ein  stetes  Schwanken  der  Meeresober- 
fläche um  ihre  relative  Gleichgewichtsfigur  statt.  Daher  kann  auch  die 
hier  vorliegende  Theorie  der  Ebbe  und  Fluth  nicht  als  das  Wesen  dieser 
Erscheinungen  vollständig  erschöpfend  betrachtet  werden;  eine  solche 
erschöpfende  Untersuchung  muss  vielmehr  die  Theorie  der  betreffenden 
Erscheinungen  als  Problem  der  Oscillationen  des  Meeres  auffassen ,  nicht 
ab  Problem  einer  relativen  Gleichgewichtsfigur.  Eine  derartige  Durch- 
führung dieser  Theorie  giebt  Laplacein  der  Mecanique  Celeste. 

§  4.   Oscillationen  einer  homogenen  Flüssigkeitsmasse,  deren  Theilchen  nur 

ilirer  eigenen  Anziehung  unterworfen  sind. 

1.  Wir  denken  uns  eine  homogene  flüssige  Masse  j  auf  deren  Theil- 
chen blos  die  gegenseitige  Massenanziehung  ihrer  Theilchen  wirkt.  Die- 
selbe nimmt  im  Gleichgewichtszustande  die  Gestalt  einer  Kugel  an  und 
dieses  Gleichgewicht  ist  ein  stabiles.  Wird  nun  die  Flüssigkeitskugcl 
einer  kleinen  Erschütterung  ausgesetzt,  so  entfernen  sich  die  Theilchen 
derselben  ein  wenig  von  ihrer  anfänglichen  Lage  und  es  entstehen  da- 
durch infolge  der  gegenseitigen  Anziehung  der  Theilchen  fortdauernde 
Oscillationen  derselben  um  ihre  Gleichgewichtslage.  Die  Gestalt,  welche 
die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in  den  verschiedenen  Stadien  einer  Oscil- 
lation  darbietet,  kann  offenbar  sehr  verschieden  sein  und  hängt  von  der 
Art  der  anfönglichen  Erschütterung  ab.  Der  denkbar  einfachste  Fall 
dieser  Oscillationen  scheint  der  zu  sein ,  in  welchem  die  Oberfläche  stets 
die  Gestalt  eines  Ellipsoids  zeigt,  dessen  Mittelpunkt  stets  in  den  Mit- 
telpunkt der  ursprünglichen  sphärischen  Gleichgewichtsfigur  fällt  und 
dessen  Axen  stets  dieselbe  Bichtung  behalten,  sich  aber  abwechselnd 
verkürzen  und  verlängern ,  —  vorausgesetzt ,  dass  eine  derartige  Bewegung 
überhaupt  möglich  ist.  Wir  machen  demgemäss  über  die  zu  untersuchende 
Bewegung  folgende  Unterstellungen.  Die  Theilchen,  welche  sich  ursprüng- 
lich im  Mittelpunkte  der  sphärischen  Gleichgewichtsfigur  befinden ,  soUtn 
während  der  ganzen  Bewegung  in  Buhe  bleiben;  die  anderen  Tbeilchou 
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r./vs^^./v^%^^^^^^^s^>^^v%«y\/'^'^*  ^^^^^^X'^^^^^^^^%/<^^>^^ 


dagegen  sollen  eine  desto  grössere  Oscillationsamplitade  besitzen,  je  weiter 
sie  vom  Mittelpunkte  entfernt  sind ,  nnd  alle  Theilchen ,  welche  sich  ein- 
mal auf  einer  Aze  der  nacheinander  auftretenden  Oberflächengestalten 
befinden ,  sollen  auch  fortwährend  auf  derselben  verbleiben.  Die  Dauer  T 
einer  Oscillation  sei  für  alle  Theilchen  die  gleiche.  Alle  Oscillationen 
sollen  fortwährend  sehr  klein  und  geradlinig  bleiben.  Wir  haben  also 
zu  untersuchen,  ob  eine  Bewegung,  wie  sie  bisher  im  Allgemeinen  cha- 
rakterisirt  wurde,  möglich  ist,  und  in  diesem  Falle  ihre  näheren  Attri- 
bute zu  bestimmen. 

2.  Den  Mittelpunkt  der  ursprünglichen  Kugelfläche  und  der  nach 
unserer  Annahme  nachher  auftretenden  Ellipsoide  nehmen  wir  zum  Co- 
ordinatenanfangspunkt,  die  Axen  der  fraglichen  Ellipsoide  zu  Coordina- 
tenaxen.  Die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  werde  mit  p,  der  Badius  der 
ursprünglichen  sphärischen  Oberfläche  mit  B  bezeichnet.  Es  seien  x^^ 
l/of  ^0  ^^®  Coordinaten  eines  Theilchens  im  ursprünglichen  Ruhezustande, 
Xy  y,  z  diejenigen  desselben  Theilchens  zu  einer  beliebigen  Zeit  /;  |,  i}, 
S  die  Projectionen  der  Verschiebung  dieses  Theilchens  zur  Zeit  i  auf  die 
Axen.  Dem  oben  dargestellten  Charakter  der  Bewegung  genügen  nun 
folgende  Annahmen  über  die  Grössen  |,  i;,  {;: 

t  t  i 

unter  ft^,  fi^,  fig  gewisse  kleine  Gonstante  verstanden.  Denn  zwischen 
den  ursprünglichen  Coordinaten  oTq,  y^,  Zq  eines  Theilchens,  welches  ur- 
sprünglich  in  der  sphärischen  Oberfläche  lag  und  demzufolge  auch  stets  in 
der  Flüssigkeitsoberfläche  verbleibt,  besteht  die  Beziehung  ^o^  +  yo*  +  V 
=  Ä^     Nun  ist  aber 


X  r=  X^+i  =  X„  y{  +  iLlj  .VI«  27t  ^j  , 


folglich 

x^  .  V^  z^ 

li^  (l  +  fii  sin2n  !j^'      H^  (^i+^^sw2n^J      Ä' (l  +f*3  ^^'«2,.  ij 

Die  Oberfläche  ist  also  ein  Ellipsoid.  Dass  die  übrigen  Voraussetzungen 
erfüllt  sind,  ist  sofort  klar.  Es  bleibt  also  noch  zu  untersuchen,  ob  die 
angenommene  Bewegung  den  Gesetzen  der  Hydrodynamik  gehorche. 

3.  Für  tropfbare  Flüssigkeiten  muss  die  cubische  Dilatation,  reap. 
Compression  verschwinden,  welche  Bedingung  sich  ausspricht  durch  die 
sogenannte  Continuitätsgleichung ,  die  für  diesen  Fall  (bei  Vernachlässi- 
gung kleiner  Grössen  zweiter  Ordnung)  folgende  Gestalt  annimmt: 


I     ^  'i 
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'^^+,?l+^f  =  o. 


Esifltaber  ^'»     ^^o     ^' 

and  die  Continuitätsgleichung  geht  über  in 

Hl  +  Fa  +  Hs  =  ^• 
Nach  dem  d'Alemb  er  tischen  Princip  muss  ferner  in  jedem  Augen- 
blicke Gleichgewicht  bestehen  zwischen  den  an  der  Flüssigkeit  wirken- 
den verlorenen  Kräften.     Ist   V  das  Potential  der  flüssigen  Masse,  f  die 
Anziehungsconstante ,  so  sind  die  verlorenen  Kräfte,  auf  die  Massenein- 

heit  bezogen  dV ^d^x       .dV _d^       ,^^^^ 

^  dx      dt^'     ^dy      di^'     'dz      dl* 
oder 

wo  mit  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  zweiter  Ordnung  (C,  y^  z  statt 
^o>  ^0)  ^0  g^s^tzt  ist.  Wenn  also  in  irgend  einem  Momente  an  der 
Flüssigkeit  Kräfte  angebracht  würden,  deren  Componenten  durch  die 
vorstehenden  Ausdrücke  dargestellt  sind  und  die  Flüssigkeitstheilchen 
zugleich  in  diesem  Momente  ihre  Geschwindigkeiten  verlören,  so  würde 
die  Flüssigkeitsmasse  in  der  Gestalt,  welche  sie  in  diesem  Moment  gerade 
besitzt,  im  Gleichgewicht  verharren.  Die  Gleichung  für  den  hydrostati- 
schen Druck  wird  sonach 

und  also  endlich  die  Gleichung  für  die  Oberfläche 

Diese  Gleichung  muss  in  ailen  Punkten  der  Oberfläche  in  jedem  Augen- 
blicke erfüllt  sein,  ^enn  die  vorausgesetzte  Bewegung  der  Flüssigkeit 
möglich  sein  soll.  Wir  müssen  jetzt  zunächst  das  Potential  V  bilden. 
Zur  Zeit  t  besitzt  nach  dem  Obigen  die  Flüssigkeit  die  Gestalt  eines 
Ellipsoids  mit  den  Halbaxen 

nennen  wir  diese  kurz  a,  6,  c,  so  haben  wir  weiter  bei  Vernachlässigung 
Ueiner  Grössen  «weiter  Ordnung 


^ 
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Hieraus  findet  sich  für  die  Quadrate  der  numerischen  Excentricitäten  x 
und  k  der  Oberfläche,  wieder  bei  Beschränkung  auf  kleine  Grössen 
erster  Ordnung 


x«  =  — y 


=  2(2^1  +  ^2)stw27r-;, 


Für  das  innere  Potential  eines  Ellipsoids  mit  den  Halbaxen  a^  b^  c 
haben  wir  nun  aber  bei  Beschränkung  auf  die  Quadrate  der  Excentrici- 
täten nach  1),  §  1 

Bei  fortwährender  Beschränkung  auf  die  Grössen  der  niedrigsten  Ord- 
nung erhält  man  nach  dem  Obigen 

Hieraus  folgt  nun  durch  Einsetzung  in  die  Formel  für  Vi  mit  demselben 
Grade  der  Annäherung 

r<  =  2ÄV«-2p«[i-|^,«>i2«^ja;«-2^»[|-^^,««2,r^Jy* 

—  2paU  +  |(fii  +  f4)yt>i27»~|2«. 

Dieser  Ausdruck  ist  jetzt  in  die  obige  Bedingnngsgleichung  für  die  Ober- 
fläche einzusetzen.  Nach  gehöriger  Ordnung  lässt  sich  diese  dann  in 
folgender  Form  schreiben: 


+  !-| ««/■[l  — 1>»2 «"2w -J  +  ii*,(^y j  s«>«2«y| y». 

+ }-  le»/'[l  +l(»*i+l»2)  ««2«i.] - ^(p,  +  ^,)(^y«>.2« ^j  z*  =  Consl. 

Das  Bestehen  dieser  Gleichung  für  alle  Punkte  der  Oberfläche  erfordert, 
dass  die  Coefficienten  von  x*^  y\  z^  in  derselben  den  entsprechenden 
Coefficienten  in  der  Gleichung  der  Oberfläche  proportional  sind«     Die 
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.2 


Gleichung  der  Oberfläche  können  wir  aber  wegen  der  Kleinheit  von  ^^ 
und  f4  auch  so  schreiben: 

a:«[l-2^,Ww27r^]+/[l-2^«>i27r^]  +  t«[l  +  2(f*i  +  ^,)^i>i2 

Behufs   der  bequemem  Vergleichung  schreiben   wir  die  vorige  Be- 
dingungsgleichung in  folgender  noch  etwas  geänderter  Form: 

In  dieser  Form  zeigt  nun  diese  Gleichung  sofort  durch  Vergleichune  mit 
der  Gleichung  der  Oberfläche,  dass  ihr  Bestehen  für  alle  Punkte  der 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  blos  an  folgende  Bedingung  geknüpft  ist: 

Wenn  diese  Gleichung  erfüllt  ist,  so  besteht  in  jedem  Augenblick  das 
Gleichgewicht  des  d*Alemb  er  tischen  Princips  und  die  hypothetisch 
angenommene  Bewegungsart  der  flüssigen  Masse  ist  dann  also  in  der 
That  möglich.  Es  dient  aber  offenbar  die  vorige  Gleichting  zur  Bestim- 
mung der  Oscillationsdauer  T,  für  welche  sie  giebt 


-*/f- 


9f 

Da  dieser  Werth  reell  ist,  so  kann  also  auch  die  vorhergehende  Gleich- 
ung stets  befriedigt  werden,  und  wir  ziehen  daher  aus  allem  Vorher- 
gehenden jetzt  folgendes  Gesammtresultat: 

Unter  den  möglichen  Bewegungen  der. Flüssigkeitskugel 
giebt  es  auch  regelmässige  sehr  kleine  Oscillationen,  Bei 
welchen  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  stets  die  Gestalt 
eines  Ellipsoids  behält  und  deren  Charakter  oben  näher 
beschrieben  wurde.  Die  Zeit  einer  ganzen  derartigen  Os- 
cillation    der  Flüssigkeit  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 

/ibn 
Ts=^J/ — -r  und  die  Verschiebungen  eines  beliebigen  Flüs- 

sigkeitstheilchens,  dessen  Coordinaten  im  ursprünglichen 
Buhezustande  jTq,  ^q,  ZQWS^reriy  zur  Zeit  i  sind  gegeben  durch 
die  Gleichungen 
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unter  fi^  und  fi^  zwei  willkürliche  sehr  kleine  Constante  ver- 
standen. Die  Halbaxen  der  ellipsoidischen  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  sind  znr  Zeit  / 

4.    Wir  wollen  die  gefundene  Bewegung  noch  etwas  näher  discutiren. 

a)  Die  Formel  für  die  Oscillationsdauer  T  zeigt,  dass  diese  Grösse 
von  den  Dimensionen  der  Flüssigkeitsmasse  ganz  unabhängig  ist,  dagegen 
ist  dieselbe  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  um- 
gekehrt proportional.  Bezeichnet  E  den  mittlem  Halbmesser  und  c  die 
mittlere  Dichtigkeit  der  Erde,  g  die  Acceleration  der  Schwere,  so  haben 
wir,  da  eine  homogene  oder  concentrisch  geschichtete  Kugel  nach  aussen 
so  wirkt,  als  ob  ihre  ganze  Masse  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt,  wäre, 

^ — -^ — =0  oder   /=-: r,.      Mittels   dieses  Werthes   von  f  wird   die 

Gleichung  für  T  , 

r      9     Q 
Nehmen  wir  als  Werth  des  mittlem  Erdhalbmessers  S  858,5  geogr. 
Meilen   k  7420,44  Meter,   femer  für  die  Acceleration   der  Schwere  gs= 
9,7974  Meter  pro  Secunde,   und  setzen,   um  die  Oscillationsdauer  einer 

Wasserkugel   zu  bestimmen ,   —  =  5,62 ,   so  ergiebt  die  Ausrechnung  der 

9 

vorigen  Formel 

r=  13430  Secunden  =  3-|-  Stunden  (nahe). 

Für  eine  Flüssigkeitskugel  von  derselben  mittlem  Dichtigkeit  wie 
die  Erde  wäre  die  Oscillationsdauer  2,37  mal  kleiner.  Es  versteht  sich 
von  selbst,  dass  die  betrachtete  Bewegung  nur  bei  Flüssigkeitskugeln 
von  grossem  Radius  überhaupt  vorkommen  kann,  indem  hei  kleinem 
Radius  die  Wirkung  der  gegenseitigen  Anziehung  der  Theilchen  gegen 
die  Wirkung  der  Molecularkräfte ,  welche  die  Wirkung  der  Oberflächen- 
spannung bedingen,  verschwindet. 

b)  Die  erörterte  Bewegung  lässt  sich  folgendermassen  geometrisch 
charakterisiren.  Zu  den  Zeiten  /  =^  0 ,  =  -^  7",  =  T,  =  f  T,  = . . .  geht 
jedes  Theilchen  durch  seine  ursprüngliche  Ruhelage  und  die  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  durch  ihre  sphärische  Gleichgewichtsfigur.  Die  Richtung, 
in  welcher  ein  Theilchen  oscillirt,  dessen  Coordinaten  im  Gleichgewichts- 
zustande Xqj  i/q^  Zq  sind,  bildet  mit  den  Axen  Winkel,  deren.  Cosinus 
sich  verhalten  wie 

Die  Oscillationsrichtungen  der  Theilchen  stehen  also  sämmtlich  senkrecht 
auf  den  durch  die  Ruhelage  derselben  gehenden  Hyperboloiden,  deren 
Gleichung  ist 
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f*i  ^u  +  ^2  ^0*  -  (f*i  +  M  2)  ^0*  =  ^ön.*f. 
Oder  denken  wir  uns  die  Orthogonalcurven ,  welche  sich  diesen  Hyper- 
boloiden zuordnen,  so  ist  die  Oscillationsrichtung  jedes  Theilchens  Tan- 
gente an  derjenigen  dieser  Orthogonalcurven ,  welche  durch  die  Ruhelage 
des  Theilchens  geht.  Die  Differentialgleichungen  dieser  Orthogonalcur- 
ven  sind 

"    0  '0  0 

und  deren  Integrale,  unter  A  und  ^  zwei  Constante  verstanden, 

Cs  sind  also  diese  Strömungscurven  parabolische  Curven,  und  zwar  im 
AJlg^meinen  solche  doppelter  Krümmung. 

c)  Die  Gleichung  der  Oberfläche  lässt  sich  schreiben 

Sie  wird  stets  befriedigt  für  jedes  /  durch  solche  Werthe  von  x^  y,  z, 
welche  den  beiden  Gleichungen  genügen 

cc^^y^  +  zt  =  «2^     ^^  x^  +  |«2//2  --  (Mi  +  fi,)  2*  =  0. 

Es  schneiden  sich  also  sämmtliche  im  Verlaufe  der  Bewegung  auftreten- 
den ellipsoidischen  Oberflächen  gestalten  in  einer  und  derselben  Raum- 
curve,  in  welcher  auch  die  ursprüngliche  Kugelfläche  von  einem  gewis- 
aen  Kegel  zweiten  Grades  geschnitten  wird. 

d)  Es  sollen  endlich  noch  zwei  besonders  interessante  Specialfälle 
kurz  hervorgehoben  werden.  Es  sei  erstens  fig  ^  "*  ^i*  Jetzt  wird  {;=0 
und  die  Oscillationen  aller  Theilchen  finden  also  parallel  der  ^^-Ebene 
statt.  Die  Halbaxen  der  ellipsoidischen  Oberfläche  zur  Zeit  t  werden 
jetzt,  wenn  wir  einfach  fi  statt  ^^  schreiben 

die  in  die  z-Axe  fallende  Axe  der  Flüssigkeit  bleibt  also  in  diesem 
Falle  stets  von  gleicher  Länge  2R\  von  den  beiden  anderen  Axen  ver- 
längert sich  die  eine  stets,  wenn  die  andere  sich  verkürzt,  und  um- 
gekehrt. Die  oben  berührte  Kegelfläche  besitzt  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  o:'  — y*  =  0,  d.  h.  sie  zerfällt  in  das  System  zweier  in  der 
z '  Axe  sich  schneidender  Ebenen ,  dargestellt  durch  a;-|-^  =  0,  o:  —  ^  =  0; 
es  sind  dieses  die  beiden  Ebenen,  welche  die  von  der  xz-  und  yz- 
Ebene  gebildeten  Winkel  halbiren.  Die  besagten  Ebenen  schneiden  die 
ursprüngliche  Kugelfläche  in  zwei  grössten  Kreisen,  in  welchen  dieselbe 
sonach  in  diesem  Falle  auch  von  allen  der  Reihe  nach  auftretenden 
ellipsoidischen  Oberflächen  geschnitten  wird.  Die  Strömungslinien  wer- 
den in  diesem  Falle,  wie  vorauszusehen  war,  ebene  Ourven,  deren  Gleich- 
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"•^•^^  -.^^^   w--.>*fc^  .J^  .^-^V".^_* 


nngen  sind  y^=^ar'\  z=  B,  Die  erstere  cbarakterisirt  dieselben  als 
gleichseitige  Hyperbeln ,  deren  Horizontalprojectionen  sich  an  die  o:- und 
j^-Axe  als  Asymptoten  anschmiegen. 

Ein  zweiter  ausgezeichneter  Specialfall  ist  derjenige,  in  welchem 
man  iii'^  (»'2  ^^^*  Schreiben  wir  dann  wieder  fi  statt  f^,  so  sind  die 
Halhaxen  der  ellipsoidischen  Oberfläche 

femer  die  Gleichung  der  besagten  Kegelfläche  a:*  +  ^*  —  2  z*  =  0  und 
endlich  die  Qleichungeh  der  Strömungscurven  y^^Ax^  Zi=Bx'^\  Hier- 
aus folgt,  dass  in  diesem  Falle  sämmtliche  ellipsoidische  Oberflächen 
Kotationsellipsoide  sind,  deren  Axe  in  die  z-Axe  und  deren  Aequator- 
ebene  in  die  o:^ -Ebene  fällt,  und  zwar  abwechselnd  verlängerte  und 
abgeplattete.  Der  Abstand  des  Polarhalbmessers  von  seinem  Mittel  ist 
absolut  genommen  immer  doppelt  so  gross,  wie  der  entgegengesetzte 
Unterschied  des  Aequatorhalbmessers  von  seinem  Mittel.  Die  oben  be- 
sagte Kegelfläche  ist  jetzt  auch  ein  Rotationskegel  um  die  z- Axe,  dessen 
Seiten  gegen  die  z  Axe  um  einen  Winkel  geneigt  sind,  dessen  Tangente 

=  j/2  ist.  Diese  Kegelfläche  schneidet  jetzt  wieder  die  ursprüngliche  Kugel- 
fläche in  zwei  Kreisen ,  durch  welche  ebenso  alle  ellipsoidischen  Ober- 
flächen gehen.  Die  Strömungscurven  sind  wieder  ebene  Curven,  deren 
Ebenen  durch  die  z-Axe  gehen.  Betrachten  wir  z.B.  diejenigen,  welche 
in  der  o^z- Ebene  liegen;  es  sind  hyperbolische  Curven  dritten  Grades, 
welche  sich  aber  an  die  x-Axe  viel  enger  anschliessen ,  als  an  die  z-Axe. 


n.  Theil.    Kicht  homogene  Ellipsoide. 

§  1.   Kätaerungsformeln  für  das  Potential  eines  nicht  homogenen  ElUpsoids 

mit  kleinen  Excentricitäten. 

Denken  wir  uns  zuerst  eine  homogene  ellipsoidische  Schale ,  begrenzt 
von  zwei  Ellipsoiden  mit  gleichgerichteten  Axen ,  die  sich  beide  nicht  weit 
von  der  Kugelform  entfernen.  Dieselben  seien  bestimmt  durch  die  eine 
Axe  und  die  Excentricitäten  Cg,  e^,  c^;  c^,  e^j  b^]  die  Dichtigkeit  sei  g* 
Das  Potential  der  Schale  fiir  einen  Punkt  des  innern  Hohlraumes  oder 
des  äussern  Baumes  stellt  sich  dann  dar  durch  die  Differenz  der  Poten- 
tiale für  die  Ellipsoide  c^,  e^^  Bq  und  c^^,  e^y  e^,  und  wir  erhalten,  wenn 
wir  diese  Differenz  durch  J  andeuten,*  gemäss  der  Formeln  1^  tind  2') 


*  Es  ist  also  beispielsweise 


1^ 
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in   §  1   des  I.  Tbeiles   zunächst  für  das  Potential  in  einem  Punkte  des 
innern  Hohlraumes 

und  ebenso  für  das  äussere  Potential  der  Schale 

»•  =  t«9| -^ iV J5 +  1% ;;5 y 

Nun  denke  man  sich  eine  nicht  homogene  ellipsoidische  Schale.  Die 
Flächen,  in  denen  die  Dichtigkeit  sich  stetig  oder  discontinuirlich  ändert, 
sollen  aber,  ebenso  wie  die  beiden  Oberflächen ,  sämmtlich  Ellipsoide  mit 
gleichgerichteten  Axen  und  kleinen  Excentricitäten  sein.  Dieselben  thei- 
len  die  gegebene  nicht  homogene  Schale  in  eine  endliche  oder  unendlich 
grosse  Reihe  homogener  Schalen  und  wir  erhalten  also  das  Potential  der 
gegebenen  Schale  durch  eine  Summation  über  alle  homogenen  Elemen- 
t&rschalen.  Die  Dichtigkeit  (»,  ebenso  wie  die  Excentricitäten  e  und  f, 
sind  hier  als  Functionen  der  Axe  c  zu  betrachten.  Die  der  innern  und 
äussern  Grenzfläche  der  gegebenen  Schale  entsprechenden  Wertbe  von  c 
seien  c^  und  r«.     Dann  ist  für  das  innere  Potential 


4) 


{C  C 


und  für  das  äussere  Potential 


-     ••  «n 


5) 


^ 1^ tV^^ 


rS 


^  _?« 


o;«  V^^(c8e«)  +  y»  V^i^(c»«^ 


+  A— ^ 


r» 


Ist  die  Dichtigkeitsänderung  eine  stetige,  so  treten  Differentiale  und 
Integrale  an  die  Stelle  der  Differenzen  und  Summen.  Das  äussere  Po- 
tential eines  vollen  EUipsoids,  in  welchem,  die  Dichtigkeit  nach  ellip- 
Boidischen  Flächen  mit  gleichgerichteten  Axen  und  kleinen  Excentricitäten 
vrechsell,  wird  aus  der  letzten  Formel  erhalten,  wenn  man  nur  c^  durch 
Null  ersetzt  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt ,  als  untere  Summations- 
^enze  Null  nimmt. 

ZaliBfikttift  £.  HAihamatik  n.  Phvslk  XXI.  1.  ^ 


n»^ 
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I  2.    Oleiehgewiehtsflgnr  eines  Systems  Ton  Flfissiirl^eiteny  welche  einen 

ellipsoidischen  Kern  umgeben ,  wenn  du  Sjstem  eine  RoUtionsbewegnui^ 

mit  der  kleinen  Winkelgeschwindigl^eit  ^  nm  die  «-Axe  ansfUrt. 

1.    Man  habe  ein  Ellipsoid,   dessen  Oberfläche   nur  wenig  von  der 
Kngelform  abweicht  and'  dnrch   die  Halbaxen   a',  6',  c'  nnd  die  Excen- 

tricitäten  e'=^a'*— c*  und  c'=^6'*—c'*  bestimmt  ist.  Im  Falle  dasselbe 
nicht  homogen  ist,  seien  die  Flächen  constanter  Dichtigkeit  sämmtlich 
Ellipsoide  von  kleinen  Excentricitäten,  deren  Axen  mit  denen  der  Ober- 
fläche gleichgerichtet  sind.  Die  Dichte  werde  mit  tf  bezeichnet,  welches 
dann  eine  Function  von  c  ist.  Man  kann  nun  das  äussere  Potential  des 
Ellipsoids  durch  folgende  Formel  darstellen: 

r 


6) 


r  =  - 


Ifi»       jA        •    lü  ^ 

dabei    ist    im  Falle   der  Homogenität    nach   Gleichung  2)    des    §  1   im 
I.  Theile 

/>=  .Ve'«  =  4^«<ir'»ß^     (?  =  Aft'«  =  J;iac'8e'»; 
für  ein  nicht  homogenes  Ellipsoid  ist  nach  Gleichung  5) 

e'  tf 

2,  Denken  wir  uns  jetzt  ein  Sjstem  flüssiger  Schichten  verschiede- 
ner Dichtigkeit,  die'  sich  aber  nicht  mischen,  über  dem  ellipsoidischen 
Kerne  ausgebreitet ,  und  das  ganze  System  um  die  z  •  Axe  mit  der  kleinen 
Winkelgeschwindigkeit  ^  gleichförmig  rotirend.  Wir  fragen,  ob  das 
Gleichgewicht  sich  dadurch  herstellen  könne,  dass  alle  Grenzflächen  der 
einzelnei^Schichten  sich  nach  wenig  excentrischen  Ellipsoiden  krümmen, 
deren  Axen  sämmtlich  mit  denen  des  festen  Kernes  gleichgerichtet  sind. 
Dies  vorausgesetzt),  seien  die  Bestimmungsstücke  der  einzelnen  Grenz- 
flächen, von  innen  angefangen:  c\  e\  b'\  c^,  ^j,  c^;  ^2*  ^s?  ^si  "-  ^«)  ^«« 
$n\  die  Dichtigkeitien  der  einzelnen  Schichten  Pit  ^,  «^i,,  ihre  Poten- 
tialfunctionen  F^,  V^^  "-  ^"*  .  ^&i^i^  muss  für  jede  Grenzfläche  zweier 
Schichten  und  die  äussere  Oberfläche  der  äussersten  die  Bedingung 
erfüllt  sein 

'worin  /  die  Anziehungsconstante  bezeichnet. 

3.  Um  den  Ausdruck  des  Gesammtpotentials  für  die  Punkte  der 
durch  die  Grössen  c,-,  e<,  c,-  bestimmten  Trennungsfläche  zwischen  der 
1^®"  und  (t+  1)*^"  Schichte  aufzustellen,  haben  wir  für  die  Schiebten  yon 
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^  ^^.^-^-^^^  ^  ^  .--^' 


der  ersten  bis  vax  >***"  incl.  .das  äussere,  für  die  Schichten  von  der 
(t+l)""  bis  zur  tt'"*  das  innere  Potential  zu  nehmen.  Dann  erhalten 
wir  gemlss  den  Oleichangen  5)  nnd  1') 

F-.  +  r,  +  r,  +  ..  +r. 


-tV 


r» 


+A 


"^    ^  +  4'*2'*'^^'''''*'j  "'"^*     ()  +  4>r2*^(c»l>) 


«»  n  <?• 


+2.2«''('-'+4''+i-')-ff''2'"'(?+3) 

In  denjenigen  Gliedern  dieses  Ausdruckes ,  in  welchen  Grössen  von  der 
Ordnung  der  Ezcentricitfttsquadrate  vorkommen,  ist  r  einfach  durch  Ci 
8Q  ersetzen,  im  ersten  Gliede  dagegen  ist  zu  schreiben  (vgl.  §1,  I. Thl.) 

r  '^  Ci  2ci^ 

Setzt  man  diesen  Werth  des  Gesammtpotentials  in  obige  Bedingungs- 
gleichung  ein,  so  erhcilt  man  durch  Annullirung  der  CoefGicienten  der 
beiden  unabhängigen  Variabeln  x^  und  y^  zwei  Gleichungen ,  welche  nach 
Mnltiplication  mit  10c<^  folgende  Gkstalt  annehmen: 

c»  -I  «1  «1  +  1 


=-30- 


Dies  sind  zwei  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Exeentricitätsquadra- 
ten  «1*,  «,*,  ...  e«*;  t^*,  «,*,  ...  ««*.  Lässt  man  i  die  Werthereihe  1,  2, 
•  • .  n  durchlaufen ,  d.  h.  bildet  man  die  entsprechenden  zwei  Gleichungen 
tfii  jede  Schichte,  so  erhftlt  man  2n  lineare  Gleichungen  zwischen  den 
2fi  unbekannten  Ezeentricitätsquadraten,  die  sich  also  hierdurch  eindeu- 
tig bestimmen.  Auch  sind  die  für  dieselben  sich  ergebenden  Werthe  im 
Allgemeinen  sehr  kleine.     Hat  man   also  ein  S7Stem  beliebiger 

6* 
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Flüssigkeitsschichten,  welche  über  einem  wenig  excentri- 
schen  ellipsoidischen  festen  Kerne  ausgebreitet  sind,  nnd 
lässt  das  ganze  System  um  eine  der  Axen  des  festen  Kernes 
mit  kleiner  Winkelgeschwindigkeit  rotiren,  so  ist  ein  ein- 
ziger Gleichgewichtszustand  möglich,  bei  welchem  alle 
Grenzflächen  der  einzelnen  flüssigen  Schichten  Ellipsoide 
von  geringen  Excentricitäten  werden,  deren  Axen  sämmt- 
lieh  mit  denen  des  festen  Kernes  gleichgerichtet  sind« 

4.  Ist  das  feste  Ellipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  so  wird  P=Qi 
c'=/,  woraus  folgt,  dass,  da  die  Coefßcienten  der  Gleichungen  ftir  die 
Excentricitäten  e  und  e  jetzt  einander  gleich  werden,  auch  die  ellip- 
soidischen Grenzflächen  der  verschiedenen  Schichten  der  Flüssigkeit  jetzt 
Rotationsellipsoide  werden. 

Obige  zwei  Gleichungen  liefern  auch  dann  noch  ftir  die  Excentrici- 
täten e  und  e  eindeutige  und  im  Allgemeinen  auch  kleine  Werthe,  wenn 
•j>  =  0  ist,  woraus  folgt,  dass  der  oben  definirte  Gleichgewichtszustand 
auch  dann  noch  ein  möglicher  ist,  wenn  das  System  keine  Rota- 
tionsbewegung besitzt. 

Ohne  das  vorliegende  allgemeine  Theorem  in  seinen  SpecialfUlen 
.zu  discntiren ,  wollen  wir  nur  noch  zeigen ,  wie  die  Formeln  dieses  Pa- 
ragraphen als  Grundlage  für  eine  Theorie  der  Gestalt  der 
Erde  dienen  können. 

§  S,    Zusammenhang  zwischen  der  Dichtigkeit  and  der  Abplattung  der 

inneren  Erdschichten. 

Y' 

Lässt  man  in  §  2  die  Annahme  eines  festen  Kernes  fallen,  so  wird 
/>=  15  =  ^=0,  e'=s'=0;  also  ist  auch  jetzt  ein  einziger  Gleich- 
gewichtszustand möglich,  bei  welchem  alle  Grenzflächen  der  einzelnen 
Schichten  der  Flüssigkeit  concentrische  Rotationsellipsoide  werden ,  deren 
gemeinschaftliche  Axe  die  Gerade  ist,  um  welche  das  System  sich  dreht* 
Die  Excentricitäten  der  einzelnen  /t- Flächen  bestimmen  sich  durch  ein 
System  von  n  linearen  Gleichungen,  welches  durch  die  folgende  eine 
repräsentirt  ist,  in   der  t   alle  Werthe  von  1  bis  n  zu  durchlaufen  hat: 

o*  c*  c 

Im  Folgenden  soll  nun  q  eine  stetige  Function  des  Polarhalbmea- 

sers  c  sein.     Dann  verwandelt  sich  obige  Gleichung,  wenn  wir  Cj  und 

e^  statt  c«  und  Cn  für  die  Werthe  c  und  e  an  der  Oberfläche  setzen,  in 

die  folgende: 

c  e  Ci 

0  0  e 
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fl  ^^  C 

Die  Abplattung  irgend  einer  der  ellipsoidiscben  Fltissigkeitsschich- 

c 

ien  werde  mit  q  bezeichnet;   dann  ist  ^=3  9  (2 +9),  also  bei  dem  hier 

anzustrebenden  Grade  der  Genauigkeit  ^  =  1  -|.    Unsere  nächste  Aufgabe 

c 

ist  es  nun,  dieselbe  als  Function  von  0  zu  bestimmen,  wenn  q  als  Func- 
tion von  c  gegeben  ist.  Führen  wir  statt  der  Excentricität  die  Abplat- 
tung ein,  so  kommt 

C  C  Ci 

0  0  C 

and  nach  Ausführung  der  Differentiation 

^^^ßc^dc^ßq^dc^^ß^'^J-^^^^ 

0  0  0  c 

Um  q   ganz  aus  den   Integralen   zu  entfernen,   differentiiren  wir   diese 

Gleichung    zweimal   nach   dem  variabeln  Polarhalbmesser  c.  Die   erste 

Differentiation  liefert,  wenn  man  zugleich  mit  c^  dividirt,  um  durch  die 
zweite  Differentiation,  das  Glied  mit  %  zu  entfernen : 

0  0  c 

Die  zweite  DifPerentiation  liefert 

7)  P,+-^  T  +  ^l-T^ 4\?  =  0. 

'  de*         c  de         ^      '^  /»»i' 


j  qe*  de  \    jqc^dc 


0 

Es  ist  dies  eine  lineare  Differentialgleichting  in  Hinsicht  auf  9,  welche 
sich  auch  bei  Laplace  (Mec,  ceL  /.  3,  n.  30)  in  fast  ganz  gleicher  Ge- 
stalt findet.  Ist  Q  als  Function  von  c  gegeben,  so  werden  die  Goeffi- 
cienten  derselben  auch  bekannte  Functionen  von  c;  sie  ist  also  dann 
integrabel  und  bestimmt  somit  q  als  Function  von  c. 

Auf  specielle  Annahmen  über  die  unbekannte  Function  q  wollen 
wir  hier  nicht  eingehen  (vergl.  hierüber  die  Abhandlung  von  Lipschitz, 
Grell e*s  Journal  Bd.  62)  und  nur  noch  zeigen,  wie  sich  das  ülai« 
rot*scbe  Theorem  aus  Gleichung  6)  ergiebt. 
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^.'—    y^^   ^  ^  f  ,r  ^  ^^^  f        ^^^<'^«'*'i»^^^^^^^^^»,^k"S^.»V"«<'.»'^^^rf'<'^.<-^*i^^<-«»»J-^^^.-.-.-^^^^rf»^.-^^^ 


f  4*    ZanaoBeBhaBf  swiseheB  4er  ABziekBB^  BBi  IJbpkittBBg  bb  4er 

Oberii^e  4er  Erie. 

Die  Componente  der  Schwere  in  einem  Pnnkte  der  Oberfläche,  d.  h. 
der  gesammten  dort  wirkenden  Straft,  wie  sie  sich  ans  der  reinen  An- 
ziehung nnd  der  Centrifngalkraft  znsammenaetst ,  sind  die  partiellen  Dif- 
ferentialqaotienten  der  folgenden  Function  £7,  nnter  V  wieder  das  Poten- 
tial Teiatanden: 

oder  nach  Entwickelung  von   F,   nnter  r  d^m  Radios  vector  verstanden: 
wobei  gesetzt  ist  [vergl.  Gleich«  6)] 

0  0 

1.  Da  die  freie  .Oberfläche  der  Flüssigkeit  eine  Niveanfläche  ist,  so 
muss  die  Sichtung  der  Schwere  oder  Gesammtkraft  in  jedem  Punkte 
derselben  auf  ihr  senkrecht  stehen,  und  wir  müssten  also,  um  die  gänse 
Intensität  der  Schwere  in  einem  Puukte  der  Oberfläche  au  erhalten,  U 
nach  der  Normalen  der  Oberfläche  in  diesem  Punkte  differentiiren.  Statt 
dessen  können  wir  aber  auch  V  nach  r  oder  dem  Radius  vector  differen- 
tiiren, da  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  Normale  und  Radius  vec- 
tor erst  um  eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  von  der  Einheit  abweicht. 
Um  V  nach  der  Richtung  des  Radius  vector  bequem  differentiiren  zu 
können,  führen  wir  in  diesen  Ausdruck  den  Winkel  9  ein,  den  der 
Radius  vector  mit  der  ^j^-Ebene  oder  der  Aequatorealebene  macht.  Dieser 
Winkel  wird  sonst  als  „verbesserte  Breite"  bezeichnet  und  ist  für  die 
Erde  von  der  „Breite"  oder  Polhöhe  nur  um  eine  kleine  Grösse  erster 
Ordnung  verschieden.  Wir  setzen  also  a?*  4*  y*  = ''^  cos  9*  und  haben 
darnach  *#  n  r>         « 

Um   beide  Formeln   auf  die  Oberfläche  anzuwenden,  setzen  wir  in  dem 
ersten  Gliede  des  eingeklammerten  Ausdruckes  bezüglich 

1        1        e^cosap^       1^1        e^^Cüsq>^ 
wie  sich  aus  dem  früher  (I.  Tbeil ,  §  1)  benutzten  Ausdrucke 
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ergiebt.     In  allen  übrigen  Gliedern ,  die  schon  kleine  Factoren  enthalten, 
ist   r  einfach  durch  Ci  zu  ersetzen.     Deuten  wir  die  Werthe  von  Ü  and 

X-  für  die  Oberfläche  mit  üe,  und  ( x— )    an ,  so  ist  demnach 

er  *  \dr/ci 

/dü\  ^  ^  tM       ,  P      n!e.^cosg>\    .   Pcostp^] 

\rrlr  ^'^"^'^  -M^-*c7 — V~+^""v^i- 

Aus  dem  letzten  Ausdrucke  müssen  wir  P  wegschaffen.     Die  Bedingung, 
dass    üc^  für    die    ganze  Oberfläche*  constant    sein    muss,    erfordert   die 

Gleichung 

f      Mr^  P\ 

Hierau  folgt  fUr  P 


cy  -    f, 


Demgem%88  erhalten  wir 

Bezeichnet  nun  g  den  absoluten  Werth  der  Intensität  der  Schwere, 
so  ist 

•^=-©.- 

Daraus  folgt 

g  ^=  A  —  n  ros  (p^y 
wo 

Da  wegen  der  Kleinheit  der  Aenderungen  der  Schwere  au  der  Erd- 
oberfläche B  klein  sein  muss  gegen  Ay  so  kann  man  bei  Vernachlässigung 
der  sehr  kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung  statt  q>  die  „Breite"  oder 
PolbOhe  if;  schreiben: 

In  diesem  Resultate  spricht  sich  der  bekannte  Satz  aus,  dass  die  Ab- 
nahme der  Schwere  von  den  Polen  nach  dem  Aequator  hin 
proportional  dem  Quadrate  des  Cosinus  der  Breite  ist. 

2.  Ist  gp  und  gq  bezüglich  die  Intensität  der  Schwere  an  den  Polen 
und  am  Aequator,  so  ist 

Hiernach  haben  wir  also 
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e^ 


Wir  wollen  hier  für  -^  wieder  den  sehr  nahe  gleichen  Ausdruck  2q^ 

setzen,  unter  q^  die  Abplattung  -^ — ^  verstanden.     Dann  erhalten  wir 
aus  der  letzten  Oleichung 


^i 


^* Wf        • 

^1 
Für  den  Nenner  dieses  Ausdruckes,  der  in  erster  Annäherung  die 
Schwere  an  der  Erdoberfläche  darstellt,  können  wir,  da  im  Zähler  kleine 
Grössen  stehen,  an  sich  beliebig  pp  oder  g^y  oder  irgend  einen  mittlem 
Werth  von  g  setzen.  Am  genauesten  aber  verfährt  man ,  wie  es  scheint, 
in  folgender  Weise.  Man  setzt  in  die  erste  der  obigen  zwei  Gleich- 
ungen für  q^   den  Näherungswerth  ein,   den  man  erhält,  wenn  man  im 

Mf 
Nenner  des  vorigen  Ausdruckes  — y  einfach  durch  gp  ersetzt.     Dieselbe 

liefert  dann  bei  angenäherter  Entwickelung 

TT  =  ^j.  +  4^Cj  —  (gp-g,). 

Diesen  Ausdruck  setzen  wir  jetzt  in  die  obige  Formel  für  die  Abplattung 
der  Erde  ein.     Dann  haben  wir  endlich 

^  ^»       g,  +  4«*c,-(g,-g,)' 

Für  den  Polarhalbmesser  c^  können  wir  wegen  des  sehr  kleinen 
Factors  ^'  auch  den  mittlem  Erdhalbmesser  oder  den  Halbmesser  a^  des 
Aequators  setzen.  Schreibt  man,  was  ohne  erheblichen  Fehler  geschehen 
kann,  statt  des  Nenners  blos  ^, ,  so  hat  man 

_2i^at-(g,-g,) 

"' 7,         • 

In  dieser  Gestalt  wurde  das  Theorem  von  Clairaut  entdeckt  und  lautet 
in  Worten:  Die  Abplattung  der  Erde,  vermehrt  um  den  Quo- 
tienten aus  dem  Ueberschusse  der  Schwere  an  den  Polen 
über  die  am  Aequator,  und  der  Schwere  am  Aequator  ist 
gleich  dem  2^fachen  des  Quotienten  aus  der  Gentrifugal- 
kraft  am  Aequator  und  der  Schwere  am  Aequator. 

Die  letzte  Gleichung  liefert  für  die  Abplattung  der  Erde  den  Werth 
yjqj,  während  sich  aus  Gleichung  8)  der  Werth  y^  ergiebt. 
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L  Anfisabe. 


Nach  der  vierten  meiner  Vorlesungen  über  Homographie,  welche  von 
einem  neuen  Uebertragungsprincip  handelt,  entspricht  jedem  Punktepaare 
auf  der  Fundamen tallinie  eindeutig  ein  Punkt  p  in  der  Ebene.  Wenn 
das  Punktepaar  auf  der  Fundamentallinie  fortrückt,  ohne  dass  das  von 
demselben  begrenzte  Stück  der  Fundamentallinie  sich  der  Grösse  nach 
ändert,  so  soll  der  geometrische  Ort  des  Punktes  p  gefunden  werden. 

Für  einen  ganz  speciellen  Fall  ist  die  Auflösung  der  Aufgabe  nach 
der  vierten  Vorlesung  bekannt.  Bildet  nämlich  das  gegebene  Punkte- 
paar, welches  auf  der  Fundamentallinie  fortrücken  soll;  einen  Doppel- 
punkt, so  entsprechen  den  Doppelpunkten  auf  der  Fundamentallinie  in 
der  Ebene  Punkte,  welche  auf  der  Directrix  liegen.  In  diesem  Falle 
beschreibt  der  Punkt  p  also  einen  Kegelschnitt.  Wir  werden  nun  unter- 
suchen, ob  im  allgemeinen  Falle  eine  Aenderung  eintritt. 

Das  gegebene  Punktepaar,  welches  auf  der  Fundamentallinie  das 
gegebene  Stück  a  begrenzen  soll,  nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  als 
das  Fundamen talpunktepaar,  dessen  Gleichungen  in  der  Normalform 
gegeben  sein  mögen: 

r,=o,    7\«0. 

Die  Punkte  dieses  Paares  gehen  nach  der  Verrückung  um  die  Entfer- 
nung r  in  zwei  andere  über,  deren  Gleichungen  nach  32)  der  ersten 
Vorlesung  von  der  Form  sind: 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  A^  By  C  gegebene  lineare  Ausdrücke  in 

Punktcoordinaten  des  Punktes  p  seien,  so  müssen  dieselben  der  Gleich* 

ong  genügen: 

A  +  Bl  +  CX^^Q, 

wenn  man  darin  für  X  setzt  Xq  und  A^. 
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Wir  haben  demnach  zur  Bestimmung  des  Punktes  p  die  beiden ,   die 
willkürliche  Grösse  r  involvirenden  Relationen : 

Jr^  +  ßr(r  +  (i)  +  C\r  +  a)«  =  0. 

Sie  stellen  zwei  Tangenten  der  Directrix  dar,   welche  sich  in  dem 
Punkte  p  schneiden. 

Die  Elimination  von  r  aus  den  beiden  Gleichungen  ergiebt: 

somit  einen  Kegelschnitt  als  geometrischen  Ort  des  Punktes  p. 

Da  die  letzte  Gleichung  linear  zusammengesetzt  ist  aus  der  Gleichung 

der  Directrix  und  dem  Quadrate  der  Gleichung  einer  geraden  Linie 

J+B+C=:0, 

so  beweist  dieses,   dass  der  Kegelschnitt,   welcher  der  geometrische  Ort 
des  Punktes  p  ist,  die  Directrix  immer  in  zwei  Punkten  berührt. 

Man  kann  darin  einen  Widerspruch  finden.  Denn  der  Berührungs- 
punkt des  Kegelschnittes  und  der  Directrix  entspricht,  weil  er  auf  dem 
Kegelschnitte  liegt,  einem  Punktepaare  auf  der  Fundamentallinie,  welches 
das  Stück  a  begrenzt;  er  entspricht  zugleich  einem  Doppelpunkte  dor 
Fundamentallinie,  weil  er  der  Directrix  angehört.  Dieser  Widerspruch 
wird  allein  beseitigt,  wenn  der  Doppelpunkt  und  das  von  dem  Kegel- 
schnitte herrührende  Punktepaar  beide  im  Unendlichen  liegen.  Nun  haben 
wir  aber  zwei  Berührungspunkte  des  Kegelschnittes  und  der  Directrix. 
Da  für  den  zweiten  Berührungspunkt  dasselbe  gilt ,  so  müssen  die  beiden 
Berührungspunkte  zusammenfallen  und  die  gerade  Linie  ^  -{-  ^  4*  ^  ^  0 
Tangente  der  Directrix  sein. 

Hieraus  schliessen  wir  endlich,  dass  der  geometrische  Ort  des  Punk- 
tes p  ein  Kegelschnitt  ist,  welcher  die  Directrix  in  einem  Punkte  vier- 
punktig  berührt,  und  dieser  Berührungspunkt  entspricht  auf  der  Funda- 
mentallinie dem  Doppelpunkte  im  Unendlichen. 

Dasselbe  ergiebt  sich  analytisch  aus  einer  der  mit  r  behafteten 
Gleichungen,  wenn  man  r=soo  setzt. 

Von  einem  andern,  unverändert  auf  der  Fundamentallinie  fortrücken- 
den Punktepaare  lässt  sich  Gleiches  sagen.  Daraus  ziehen  wir  den 
Schluss : 

Wenn  man  auf  der  Directrix  den  Punkt  fixirt,  der  dem  auf  der 
Fundamentallinie  unendlich  entfernten  Punkte  entspricht,  und  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  construirt,  der  die  Directrix  in  jenem  Punkte 
vierpunktig  berührt,  so  entsprechen  den  Punkten  des  Kegelschnittes 
Punktepaare  auf  der  Fundamentallinie,  deren  jedes  dasselbe  Stück  auf 
der  Fundamentallinie  begrenzt.  q    ^j^gg. 


fr 
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IL    Vober  Fliohen  von  gegeltenan  EigsBichafl 

Eine  im  Pnoktn  xyz  einer  Fläche  auf  letzterer  erri< 
schneidet  die  Horizontal  ebene  xy  nnter  einem  Neignngs 
eher  bekanntlich  durch  die  Formel 

bestimmt  wird.  Ist  x  eine  explicite  Fnnctioa  tod'o;,  y, 
Winkel  v  irgend  ein  conetanter  Wertb  ertheilt,  so  gilt  die 
ang  für  die  HorizontalprojeclioDen  aller  deijenigea  FUohei 
Normalen  nnter  jenem  constanten  Winkel  gegen  den  H 
sind,  d.  h.  die  Gleichnng  1)  iat  die  Gleichaug  der  Horii 
der  sogenannten  Cnrve  isokliner  Normalen,  welche  jene: 
■pricht.  Diese  Betrachtung  ISsst  sich  anf  folgende  Wdse 
der  Olüchnng 

Cö/i.  =  t(a:,y) 

beseicbne  if'(tc,y)  eine  gegebene  Function  von  x  nnd  y; 
■tanten  v  gehört  dann  die  im  Voraus  bestimmte  Cnrve, 
gäbe  ist  nun,  die  entsprechende  FUche  zu  finden.  Mit 
ten,  es  bandelt  sich  am  die  Integration  der  partielle 
gleichnng 

^         (a-:)"+(i-:)"=[*(-'w^ 

einige  Bemerkungen  hierilber  sind  vielleicht  nicht  UberflUi 

Der  vorstehenden  Gleichung  genOgt  man  'zunächst 
nähme 

3)  ^  =  ^{x,  ^)coaio,       |-  =  ■^{x,  y)  $ina, 

worin  a>  einen  unbekannten,  von  x  und  y  nuabhSngigen 
net.  DifFerentiirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  nacb 
nach  X,  so  erbKlt  man  linker  Hand  dasselbe ,  mithin  ist  d 
ong  der  rechten  Seiten,  wenn  fHr  ^{,^,y)  kurz  ifi  geschri 
„  3»  ,     .        dat     dltii  dtw   . 

'  dx  dy       dy  dx 

Diese  lineare  partielle  Differentialgleichung  ISsst  eich  nacl 
ten  allgemeinen  Verfahren  anf  die  beiden  simultanen  geti 
ferentialglMchungen  zurflck führen 

eosta  .  dy^3irtio.dx  =  0, 

-^-.cosu  —  -T — iinn\dx  =  (S 


\Sy     ' 


1 
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dy  da     dl^     dl^  ^ 

5)  —oianmj      t-=-5 5 — ton«. 

'  dx  ^     dx      dy       dx 

Die  Integrale  derselben  mögen  sein 

g>(«,y,»)t=ac,    *  («,  y,  »)  =  C, 

das  allgemeine  Integral  von  4)  ist  dann 

«)  ^  =  F{e)  oder  (5(a:,  y,  cd)  =  F[:p  {x,  y,  »)]. 

Hieraus  ergeben  sich  o,  co5»,  moo,  und  dann  ist  nach  Nr.  3) 

7)  z=s  I  ^  .co8ndx:=  l^lf  .sincadffj 

wobei  sich  die  Integrationen  partiell  auf  x^  resp.  y  beziehen. 
Ein  Beispiel  hierzu  bietet  die  Annahme 

bei  welcher  [wie  überhaupt  im  Falle  cotv  =  f{Ax  +  By)]  die  Horizontal- 
projectionen  der  Curven  isokliner  Normalen  eine  Schaar  von  parallelen 
Oeraden  bilden.    Aus  Nr.  4)  wird  dann 

^.  dm  \     .        da      Jsina—Bcosa 

8)  CO,«. -  +  «««. ^ ^x+gy 

und  die  Gleichungen  5)  sind 

dy      ^  da      J  tana  —  B 

'  dx  '      dx        Ax  +  By 

Giebt  man  der  zweiten  Gleichung  die  Form 

Aiana  —  B 


Ax  +  By=z 


n 


differenzirt   sie   nach  x  und  ersetzt   linker  Hand    t^   durch  toifco,   so 

dx 

erhält  man  sehr  einfach 

CO  :=:  0) '  tan  a 

und  hieraus  nacheinander 

1  x  +  c. 

«= ,      $ma=s *-, 

c.cosa  c 

mithin  nach  der  zweiten  Gleichung  in  9) 

Ax+  By 


c. 


J  sina —  B  cosa 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  die  vorhergehende  Gleichung  und  setzt 

Cj  =  BC^  so  wird 

xcosa  +  y  sin a  

Asina  —  B  cos  a 
Das  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  7)  ist  demnach 
10)  X cosa +  y sing  _ ^ /       Jx  +  By        \ 

Asina—  B  cosa  \  Asina  — B  cosa/ 
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um    für    einen    einfachen  Fall    die.  Rechnung    völlig    ansznfÜhren, 

nehmen  wir  F{u)ssau^  A=iCosyy  B^^siny^  die  beiden  Anflösnngen  der 

Gleichvng 

X  cosv^  +  y  www  =5  a:  cosy  +  y  *iwy 
sind  dann 

CO  =s  y  und  w  =  2  arctan  ~  —  y. 

Die  erste  Auflösung  liefert  nach  Nr.  3) ,  wenn  k^  die  Integrationscon- 
staute  bezeichnet, 

/  xcosf-^ystny  \  Ar^  / 

oder  in  homogener  Form 

Die  zweite  Auflösung  giebt 

/•  h  {x*^y^cosy  +  2xy  siny 

j  X  COS  y  +  ystny  «*  +  y* 

=Ä/r ^±y^ 1 

lk^{xco8y  +  ysiny)J 
oder  in  homogener  Fenn 

\ax  +  by/ 

Die  anfHngliche  allgemeine  Aufgabe  Iftsst  sich  auch  mit  Hilfe  von 
Cjlindercoordinaten  behandeln.  Für  x^rcosd^  y  =  r8ind  geht  nämlich 
die  Gleichung  1)  in  die  folgende  über 


— 0*+(i|j)". 


und  wenn  nun  eine  Gleichung  von  der  Form 

co/v  =  if/(ry  0) 

gegeben  ist,  so  handelt  es  sich,  analog  Nr.  2),  um  die  Integration  der 
partiellen  Differentialgleiehung 

a;)'+(i|J)'-t*('-W- 

Ans  dieser  erhält  man,  wenn 

Bt  Bt 

12)  ^  =  ^(^ö)eo«i»,       g^  =  r^(r,  Ö)««» 

gesetzt  und  im  Uebrigen  wie  früher  verfahren  wird, 

^o\  dw  .     .      dm     dl^  (  dlfff  ,  A    . 

13)  rcofw— +  ««i»^==-^co5»—  Ir-^+lJsmn. 

Diese  partielle  Differentialgleichung  zerfällt  in  die  beiden  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 
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,^x  dB  dm     dl^     (   dl^  .  A 

14)  r-=/a,,a,,      r-  =  -^-(^r— +lj  te«  a>, 

deren  Integrale 

<p(r,  ö,  cd)  =  c,     <l>(r,  ö,  i»)=3C 

sein  mögen.     Das  allgemeine  Integral  von  Nr.  13)  i«t  dann 

15)  (7=F(c)  oder  <I>(r,  0,  a>)  =  F[g)(r,  8,  «)] 
und  schliesslich  geben  die  Gleichungen  12) 

16)  z=  j tlß,cos€iidrs=j  r^.sinmdB, 

Wenn  ^  eine  Function  von  r  allein  ist,  so  bilden  die  Horizontal- 
projectionen  der  Curven  isokliner  Normalen  eine  Schaar  concentrischer 
Kreise,  und  die  Gleichungen  13)  und  14)  werden  dann  weit  einfacher. 
Z.  B.  für 


a 

COtV=:  — 

r 
gehen  die  Gleichungen  14)  über  in 

dB  di» 

r  "—  =  iana^      r-— =0: 
dr  dr 

die  zweite  liefert  oo  =  c  und  nachher  die  erste 

Bc=lr,ianc  —  C  oder  Ir.tantO'-'B^  C; 

das  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 

r  cos  (o-T-  +  ««  «ö  :r^  =  0 
dr  du 

ist  daher 

Jr .  taw »  —  6  =  F(o)). 

Dem  speciellen  Falle  F((o)  =  /6.ton»  entspricht  die  Auflösung 


ianm  = 


»  -/t-.»'="/['(t)]"+»'. 


Ein  bemerkenswerthes  Resultat  giebt  die  Annahme 


r 
cotv  =  — . 
a 

Die  Gleichungen  14)  sind  dann 

dB  da  ^^ 

r --' :sz  tan  (0 .      r-—  =  — 2tena), 
dr  dr 

aus  denen  man  zunächst  2d0-f<fo»B=aO  oder 

erhält  und  ausserdem  durch  Integration  der  zweiten  Gleichung 

r*  51«  «  =  C 
Das  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 


Kleinere  Mittheilnngeil.  79 


9  X«^^  ^*^-^-»*»*^      -        .*^^-.       -  ,^.0^.^.^.^  ^  ^-  ^  .^.^  ^^  j,    j   .-^  ^  ^  ^  ^-  ^  -^  ^^,*»  .^  w^.^»-^  ^  ^.^  ^^^.^  w'-.^.^^-.*"'-^    ■*  *^«^  .rf^v^'-i'  ^       ^   ^  ^   t    »    ^-^'      J   ^-^w*  w   ^    ^  ^  ^^v  i^  v*w'^»'^*' 


ist  hiernach 


r  005  Ol ;; 1-  Wn  CO  ^-h-  =  ■—  2  ««  ca 


Die  speeielle  Wahl  f-io»  +  2  0;  =  6«  «w  ((»  +  26)  liefert 

62  5t«  2  9  /V 

r^  —  6*  r«5  2  ö  «/   a 

d.  i« 

i/r*-26«r2To5  2Ö  +  6* 

j  =  £ ^ 

2a 
oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

4/12^2  =  (.r2+ jf«)«  -  262(a:«-y2)  ^  ^4, 

Wie  eine  leichte  Discnssion  zeigt,  bestellt  jede  der  beiden  Verticalspnren 
dieser  Fläche  ans  zwei  sich  schneidenden  Parabeln ;  die  Horizontalschnitte 

sind  Cassini' sehe  Cnrven,  die  für  z<—  zwei  geschlossene  Blätter  bil- 

a 

den,  für  z=—  in  Lemniscaten  übergehen  und  f^r  r>~-  zn  Ovalfignren 

werden;   die  Inflezionspunkte   der  letzteren   haben   die  Lemniscate   r^cs 
--b^cosid  zur  Horizontalprojection.  Schlömilch. 


nL   Sätze  über  die  Barsteilbarkeit  einer  Zahl  als  Snmme  Yon 

(Inadratiahlen. 

In  den  folgenden  Sätzen  bedeuten  A,  ^,  v  die  Null  und  alle  ganzen 
Zahlen. 

I.  Die  Zahlen  von  der  Form 

(8X  +  7)4A» 

sind  diejenigen,  welche  sich  nicht  als  Summe  von  weniger  als 
vier  Quadratzahlen  darstellen  lassen. 

II.  Die  Zahlen  von  der  Form 

(4A  +  3)2m 

und  alle,  welche  durch  Multiplication  von  je  zwei  solchen  Zahlen,  die 
relative  Primzahlen  sind,  entstehen,  sind  diejenigen,  welche  sich  nicht 
als  Summe  von  weniger  als  drei  Quadratzahlen  darstellen  lassen. 

III.  Die  Zahlen  von  der  Form 

[4(A«+v2  +  v)  +  1]2m 

jind  diejenigen,  welche  sich  als  Summe  von  zwei  Quadratzahlen 
darstellen  lassen. 

lY.    Multiplicirt  man  je  n  Zahlen  von  der  Form 

4(X«+t«  +  i.)  +  l, 
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die  nicbt  alle  einander  gleich  sind ,  untereinander  -and  noch  mit  2f*,  so 
erhält  man  diejenigen  Zahlen,  welche  auf  nfache  Weise  als  Summe 
von  zwei  Quadratzahlen  darstellbar  sind. 

y.    Die  Gleichung 
wird  in  ganzen  Zahlen  gelöst  durch  die  Werthe 

Waren  in  Mecklenburg.  Y.  Schlbobl. 


IV.   Construction  ftr  die  ErtUnmungsmittelpunkte  Yon  Ellipsen  und 

Hyperbeln. 

Es  sei  C  der  Mittelpunkt  einer  Ellipse,  P  ein  Peripheriepunkt  der- 
selben, durch  welchen  eine  Normale  gelegt  ist,  die  in  M  die  grosse,  in 
N  die  kleine  Axe  schneidet,  und  welche  von  der  in  C  auf  CP  errichte- 
ten Senkrechten  in  Q  getroffen  wird ;  trägt  man  nun  von  M  nach  iV  hin 
die  Strecke  MR^saNQ  ab,  so  ist  R  der  zum  Punkte  P  gehörende  Krüm- 
mungsmittelpunkt. 

Für  die  Hyperbel  bleibt  die  Construction  im  Wesentlichen  dieselbe ; 
für  die  Parabel  wird  sie  selbstverständlich  illusorisch. 

Die  Aufsuchung  des  Beweises  möge  dem  Leser  überlassen  bleiben, 
da  dieselbe  keine  Schwierigkeiten  darbietet. 

Tarnowitz.  Dr«  G'bisbnheimbr , 

Sargidhnl  -  Direotor. 


V. 

Orundzüge  einer  allgemeiiien  azonometrischen  Theorie 

der  darstellenden 


Von 

Guido  Hauck, 

Profaflsor  an  der  Oberrealichnle  und  Hilftlehrer  an  der  UniTersitlt  sn  Ttlbingen. 


(Hierzu  Taf.  II,  Fig.  1  —  7.) 


Definiren  wir  die  Axonometrie  allgemein  als  Methode,  welche 
lehrt,  perspectivische  Bilder  von  Objecten,  die  durch  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  ihrer  Punkte  gegeben  sind,  dadurch  zu  verfertigen,  dass 
die  projicirenden  Parallelepipeda  der  einzelnen  Objectpunkte  abgebildet 
werden,  so  müssen  wir  die  Vaterschaft  dieser  Disciplin  Desargues 
zuerkennen.  Seine  „Methode  universelle  de  mettre  en  perspective  les  objets 
donnes  reellement  ou  en  devis  etcj"^  {Paris  1636)*  behandelt  die  Central- 
perspective in  dem  genannten  Sinne  und  stellt  damit  die  Grundzüge  der 
azonometrischen  Methode  fest.  Die  eigentliche  Carri^re  der  Axonometrie 
knüpft  sich  jedoch  erst  an  die  Namen  Weisbach  und  Pohlke.  Erst 
durch  die  Einführung  der  rationalen  Verhältnisse  der  Einheiten  der 
Massstftbe**  und  die  Aufstellung  und  Verwerthung  des  Pohlke*  sehen 
Satzes***  hat  die  an  und  für  sich  alte  Methode  die  Leichtigkeit  und 
Handlichkeit  erlangt,  die  eben  das  Charakteristische  der  modernen  Axo- 
nometrie ausmacht.  Beide  Errungenschaften  erstrecken  sich  nun  aber 
blo8   auf  die  Parallelperspective.     Wir  hatten  bisher  in  der  Centralper- 


*  Vergl.  Oetwres  de  Desargues  r&unies  et  ancdysies  par  M.  Poudra.  Paris 
1864,    T.  1,  pag.  55 —95. 

**  Vergl.  Weisbach-,  Die  monodimetrische  und  amsometriscfae  ProjeetionB- 
methode.  In  den  polytechn.  Mittheilungen  vonVolz  und  Kar  mar  seh.  Tübingen 
1844     S.  125—140. 

***  Vergl  Pohlke,  Darstellende  Geometrie,  I.  Abthlg.,  3.  Aufl.  Berlin  1872. 
S.  112  — 116  —  Ferner:  Schwarz,  Elementarer  Beweis  des  Pohlke'schen  Funda- 
mentalsatzes  der  Axonometrie.    In  Grell e's  Journal  Bd.  68,  S.  309— 314. 

Z«iUohzin  f  MAibamAtik  n.  Physik  XXI,  2.  "^  0 
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spective  weder  ein  Analogon  für  die  rationalen  Verhältnisse  der  Mass- 
stäbe, noch  für  den  Po hlke' sehen  Satz.  So  kam  es,  dass  trotz  Des- 
argues^  Anregung  die  moderne  Axonometrie  die  Centralperspective 
ganz  ausserhalb  ihres  Bereichs  Hess.  —  Eine  leidige  Folge  hiervon  war, 
dass  sich  für  die  Centralperspective  und  Parallelperspective  zwei  von 
Grund  aus  verschiedene  Behandlungsweisen  ausbildeten,  welche  beide 
Perspectiven  als  ihrem  Wesen  nach  heterogen  erscheinen  lassen ,  während 
doch  in  Wahrheit  die  eine  nur  ein  Specialfall  der  andern  ist. 

In  einer  im  verflossenen  Sommersemester  an  hiesiger  Hochschule 
von  mir  gehaltenen  Vorlesung  über  Perspective  suchte  ich  die  oben  an- 
gedeuteten Lücken  auszufüllen  durch  Aufstellung  einer  allgemeinen  axo- 
nometrischen  Theorie  und  damit  gleichzeitig  einen  einheitlichen  Gesichts- 
punkt zu  gewinnen  f  von  dem  aus  sich  das  gesammte  Gebiet  der  dar- 
stellenden Perspective  (incl.  Reliefperspective)  behandeln  lässt.  Durch 
diese  Theorie  wird  vor  Allem  zwischen  der  Centralperspective  und  Pa- 
rallelperspective die  gebührende  enge  Beziehung  hergestellt,  insofern  sich 
sämmtliche  axonometrischen  Grundformeln  der  Parallelperspective  unmit- 
telbar aus  denen  der  Centralperspective  als  einfache  Modificationen  er- 
geben. Durch  die  Constatirung  der  Thatsache,  dass  den  bekannten 
axonometrischen  Grundformeln  der  Parallelperspective  auch  eine  Bedeu- 
tung in  der  Centralperspective  zukommt,*  gewinnen  diese  ein  neues 
Interesse.  Der  Umstand  femer,  dass  die  allgemein  übliche  Methode  der 
Linearperspective  sich  aus  unserer  Theorie  gleichsam  spielend  ergiebt,*^ 
lässt  auch  diese  in  einem  neuen  Lichte  erscheinen. 

Vorliegende  Mittheilung  ist  ein  Auszug  aus  der  von  mir  in  nächster 
Zeit  beabsichtigten  Publication  meiner  Vorlesungen.  —  Die  Uebertragung 
der  Theorie  auf  die  Reliefperspective  und  die  projectivische  Col- 
lineation  behalte  ich  einer  spätem  Mittheilung  vor. 


^ 


§  1. 
Exposition. 

Gegeben  sei  irgend  ein  räumliches  Object  durch  die  auf  ein  recht- 
winkliges Axencoordinatensjstem  o^  xyz  ***  bezogenen  Coordinaten  seiner 
Punkte.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  dessen  centralperspectivisches  Bild 
zu  construiren,  wenn  die  relative  Lage  von  Bildebene  und  Auge  gegen 
das  Object  gegeben  ist.  Wir  lösen  diese  Aufgabe  dadurch,  dass  wir  zu- 
nächst das  Bild  der  drei  Coordinatenaxen  und  dann  für  jeden  einzelnen 
Objectpunkt  das  Bild  seines  projicirenden  Parallelepipedons  construiren. 


*  Vergl  z.  B.  Gleichungen  89)  und  56). 
**  Vergl.  S.  96,  ZeUe  19  flgg. 


***  Mit  Rücksicht  auf  Objecto  aus  der  Natur  denken  wir  uns  die  0-Axe  Tertical. 


Von  G.  Hauox.  83 

Das  Bild  der  drei  Coordinatenaxen  sei  der  Dreistrahl  co,  ^i^i;.  (Fig.  1.) 
Derselbe  ist  bestimmt  durch  die  drei  Winkel  ^odi},  170$;,  ^(o£,  die  wir  die 
scheinbaren  Axenwinkel  nennen  und  mit  vf^^y  w^^  w^  bezeichnen. 

Wir  denken  uns  ferner  die  ^c  -  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte  des 
Objects  auf  der  a:-Axe  aufgetragen,  sie  seien  oZ  =  a*,  oä's=w\  oX"^  x" 
u.  s.  f.  Die  Bilder  der  Punkte  X^  X\  . . .  seien  S,  31\  ->>,  Wir  bezeichnen 
die  Abscissen  dieser  Punkte  (dS,  o> H,  . . .  durch  | ,  $',  . .  und  nennen 
diese  Grössen  die  reducirten  a; - Coordinaten. 

Es  bilden  nun  die  Punkte  X  und  S  zwei  projectivische  Punktreihen. 
Jedem  Punkte  der  einen  Beihe  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  der 
andern  Reihe.  Der  analytische  Ausdruck  hierfür  ist  eine  zwischen  den 
Abscissen  x  und  |*zweier  entsprechenden  Punkte  X  und  S  bestehende 
Gleichung,  die  sowohl  nach  x  als  nach  g  linear  ist  und  deren  Absolut- 
glied =  0  ist,  well  für  x  =  0  auch  $  =  0  wird.     Diese  Gleichung  sei 

Dann  folgt  aus  ihr  für  |  der  Ausdruck 

S  =  -^ 

Die  geometrische  Bedeutung  der  beiden  Grössen  f^  und  g^  ergiebt 
sieb  leicht.  Für  x=:g^  wird  |  =  ex.  Also  ist  g^^  die  Abscisse  desjenigen 
Punktes  G^  der  Punktreihe  X^  welcher  dem  unendlich  entfernten  Punkte 
der  Reihe  H  entspricht.  Andererseits  zeigt  die  nach  x  aufgelöste  Gleich- 
nng,  dass  f^  die  Abscisse  desjenigen  Punktes  F^  der  Punktreihe  3  ist, 
welcher  dem  unendlich  entfernten  Punkte  der  Reihe  X  entspricht.  Wir 
nennen  F^  den  Fluchtpunkt  der  $-Axe,  G^  den  Gegenpunkt  der 
X  -  Axe.  * 

Gleiches  gilt  für  die  zwei  anderen  Axen.  Bezeichnen  wir  also  die 
Flochtpunkte  der  drei  Axen  mit  /\,  F,,  Fg,  und  deren  Abscissen  mit 
A«  /s'  /s«  ^^'A^^  ^^^  df^i  Gegenpunkte  mit  G^,  6?^,  G^,  und  deren  Ab- 
flCiBsen  mit  p^,  g^^  g^^  so  haben  wir  für  die  reducirten  Goordinaten 
folgende  Ausdrücke: 

1.2)  f  =  -^,      1,  =  -^^,       f=-^^. 

Wir  nennen  die  drei  Grössen  fi  die  drei  Fluchtstrecken,  die 
drei  Grössen  gi  die  drei  Gegen  strecken.  Fluchtstrecken  und  Gegen- 
atrecken  fassen  wir  zusammen  unter  dem  gemeinsamen  Namen :  die  sechs 
Reductionscon  stauten. 


*  Gewöhnlich  i^febraucht  man  f3r  die  Punkte  F  und  G  eine  und  dieselbe 
Benennung.  Die  Einführung  verschiedener  Namen  in  der  darstellenden  Perspec- 
tiye  erscheint  gerechtfertigt  als  mit  der  Unterscheidung  zwischen  Originalfigur  und 
BUdfigur  oorrespondirend.  Wir  werden  ebenso  in  der  Reliefperspective  unterschei- 
den zwischen  „Fluchtebene*^  und  „Gegenebene". 

6« 


vr  «^ 


84  Gmndzttge  etc. 


.1.. 


^•Sä       «.'^"^'V^W^a^^'V^ 


Vergegenwärtigen  wir  uns,  dass  die  Bilder  aller  mit  einer  der  drei 
Coordinatenaxen  parallelen  Geraden  sich  in  dem  zugehörigen  Flucht- 
punkte schneiden  müssen,  dass  ferner  die  Verbindungslinien  der  drei 
Fluchtpunkte  die  Fluchtlinien  der  drei  Coordinatenebenen  sind,  dass 
folglich  z.  B.  alle  mit  der  or^-Ebene  parallelen  Geraden  ihre  Flucht- 
punkte in  ^1-^9  haben:  so  ist  es  leicht,  vorausgesetzt,  dass  die  sechs  Re* 
ductionsconstanten  bekannt  seien ,  das  Bild  des  projicirenden  Parallelepi- 
pedons  irgend  eines  Objectpunktes  P  und  damit  das  Bild  11  dieses  Punktes 
aufzutragen.  Es  ist  jedoch  einleuchtend,  dass  es  nicht  nothwendig  ist, 
das  vollständige  Bild  des  Parallel epipedons  zu  zeichnen,  um  Punkt  II 
zu  erhalten.  Es  genügt  die  Zeichnung  des  in  der  :ry -Ebene  liegenden 
Rechtecks  XoYp  und  des  Diagonalrechtecks  ZopP.'  Man  hat  folgende 
Construction  (Fig.  1): 

Man  trägt  zuerst  auf  den  scheinbaren  Axen  o^,  017,  ot  die 
Strecken  nF^^f^^  mF^  =  f^,  0/^3=/^  ab  und  zieht  F^ /*,,  bestimmt 
sodann  die  reducirten  Coordinaten  |,  17,  {[  des  Punktes  P  nach  den 
Gleichungen  I  und  trägt  dieselben  auf  den  scheinbaren  Axen  in  oH, 
G)Hy  (oZ  auf.  Zieht  man  hierauf  .S'/'g  und  HF^^  die  sich  in  n  schnei- 
den, so  ist  SciHn  das  Bild  des  Rechtecks  ÄoYp.  Man  zieht  nun 
&}n^  welche  F^F^  in  D  schneidet,  dann  ist  D  der  Fluchtpunkt  von  mn» 
Zieht  man  daher  schliesslich  ZD  und  nF^^  die  sich  in  77  schneiden, 
so  ist  ZcüTtll  das  Bild  des  Rechtecks  ZopPy  also  77  das  Bild  des 
Punktes  P. 

Aus  diesen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  zur  Erledigung  der 
an  die  Spitze  dieses  Paragrapheft  gestellten  Aufgabe  blos  erforderlich  ist 
die  Ermittelung  der  drei  scheinbaren  Axenwinkel  und  der  sechs  Reduc- 
tionsconstanten.  Wir  fassen  daher  diese  neun  Grössen  zusammen  unter 
dem  Namen:  die  neun  axonometrischen  Grundeonstanten.  — 
Die  sechs  Grössen,  durch  welche  die  Lage  von  Bildebene  und  Auge 
gegen  das  Object  bestimmt  ist,  nennen  wir  die  sechs  Orientirungs- 
constanten.  Unsere  Aufgabe  kommt  hiemach  darauf  hinaus ,  die  neun 
axonometrischen  Grundeonstanten  auszudrücken  als  Functionen  der  sechs 
Orientirungsconstan  ten . 

§2. 

Bereohnung  der  Onmdconstanten. 

Die  Lage  des  Auges  J  gegen  das  Object  sei  gegeben  durch  seine 
auf  das  Object- Coordinatensystem  bezogenen  Coordinaten  a^,  /?,,  ^3.  Die 
Bildebene  schneide  die  drei  Coordinatenaxen  in  den  Punkten  ^j,  M^^  M^^ 
ihre  Lage  gegen  das  Object  sei  gegeben  durch  die  drei  Axenabschnitte 
o  üfj  =  Uli ,  0  Af j  «=  »ij ,  o  ^3  =  mg ,  —  a^ ,  ^2 1  ^3 ,  m^ ,  füg ,  mg  sind  also  unsere 
sechs  Orientirungsconstanten. 


Von  G.  Hauck.  85 

Der  „Centralstrahl*'  AO  schneide  die  Bildebene  in  a>.  Dann  ist 
DO  das  Bild  des  Coordinatennrspmngs;  mM^^  o^fj,  (oM^  sind  die  Bilder 
der  drei  Coordinatenaxen.  Wir  bezeichnen  die  drei  Strecken  mMi  mit 
fnij  femer  Ao  mit  r,  Am  mit  q.  —  Legt  man  durch  A  eine  Ebene  pa- 
rallel znr  Bildebene,  so  schneidet  diese  die  -drei  Axen  in  den  drei  Ge- 
genpnnkten  G^^  G^y  G^. 

Die  Gleichung  dieser  Parallelebene  ist 

971.         tn^        ITto         ^1         ^o        Hlg 

Führt  man  der  Kürze  halber  die  Bezeichnnng  ein 

ifii      ifij      mg 

so  erhält  man  ans  Gleichung  3)  für  die  drei  Gegenstrecken  die  Werthe 
5)  ^£=axm£. 

Als  geometrische  Bedeutung  der  Hilfsgrösse  x  folgt  hieraus 

ö)  x,  =  — = . 

f7i|      r—  p 

Nach  dieser  Bemerkung  haben  die  Coordinaten  des  Punktes  to  die 
Werthe  -^,  —  ,  — ,  und  daher  erhält  man  für  die  Strecken  <oAfi  die 
Ausdrücke 

7)  ^=r'-xj+i^+i? 

oder,  wenn  man  der  Kürze  halber  die  Bezeichnung  einfährt: 

9)  f»<»  =  m,*— 2 1--|. 

X  X* 

Diese  Werthe  setzen  uns  nunmehr  in  den  Stand,  die  drei  Flucht- 
strecken zu  berechnen.  Da  nämlich  z.  B«  Punkt  Mj^  den  zwei  Punkt- 
reihen Ä  und  S  entsprechend  gemein  ist,  so  hat  man  vermöge  Gleich- 
ung I: 

10)  fii= -«= , 

woraus 

Schliesslich  ergeben  sich  die  Werthe  für  die  drei  scheinbaren  Axen- 
winkel  aus  den  drei  Dreiecken  MicaMk: 

11)  cosrvik^ s • 


L^ais 


=iV- 
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Für  gewisse  Zwecke*  ist  et  vortbeilhafter,  statt  der  Grössen  Oi  und 
m^  andere  Orientirnugsconstanten  zn  benfitsen.  Wir  bezeichnen  die 
Richtungswinkel  des  Centralstrahls  (d.  s.  die  Winkel,  die  der  Cen- 
tralstrahl  mit  den  drei  Coordinatenazen  macht)  mit  a^,  tfg,  c^  nnd  neh- 
men  die  vier  GrOssen  r,  <r^,  0^,  c^  als  Bestimmnngsgrössen  flir  die  Lage 
des  Anges.  Wir  bezeichnen  femer  den  Abstand  der  Bildebene  vom 
Coordinatennrspmng  mit  e,  die  Bichtnngswinkel  von  i  mitT^,  t^,  r,,  nnd 
nehmen  die  vier  Grössen  e,  t^,  r,,  T3  als  Bestimmnngsgrössen  für  die 
Lage  der  Bildebene.  —  Um  die  Gmndconstanten  auszudrucken  in  diesen 
neuen  Orientirungsconstanten ,  wenden  wir  auf  die  obigen  Gleichungen 
die  Transformationsformeln 

13)  at=irco8  6iy 


14)  mi  = 


■i 


COSXi 


an  und  führen  die  Hilfsgrössen  cosws=^  —  %  und  v^  =  ^  ein.     Dabei  be- 

r  8 

deutet  der   Hilfswinkel  97   den   von   s  und  r  eingeschlossenen  Winkel. 

Man   erhält  auf  diese  Weise  die  Gleichungen   in   der  rechten  Columne 

der  folgenden  Zusammenstellung: 

OTj        »Ig       fflj  +C05tfjC05'Pj, 

TTT  «^        «         t%^^ii^^  TTf  «  ^  O         ^®**«' 

III.      tt,-*  t=  m^*  •—  2 1-  -T  »  III  •      Vi  =*  — « 2 


»  X*  COS^ti  COSXiCOStp 

cosw 
IV.  Qissnmi^  IV'.         öf,=r , 

COSTi 

V.  /i=(l~x)|»,,  Y.         fi^iB''rcosq>)vi, 

fii*  +  fijb*  —  m,-«  —  «t*  ,  ''^     ^^     co«*t,-    cos^xk 

VI.    C05W,;fc=3^- ^-^ ,        VI.C05W,*s= 5 . 

§3. 
Praktisches  Verfahren.    Beductionsmassstäbe. 

Gleichung'  V  liefert  für  die  drei  Fluchtstrecken  nur  die  absoluten 
Werthe.  Bezüglich  der  Vorzeichen,  d.  h.  der  Richtungen,  in  welchen 
diese  absoluten  Werthe  auf  den  scheinbaren  Axen  vom  Punkte  o>  ans 
abzutragen  sind,  lässt  sich  leicht  folgender  Satz  beweisen: 

Liegen  Coordinatenursprung  und  Bildebene  auf  einer  und  dersel- 
ben Seite  des  Auges,  so  haben  für  jede  der  drei  Coordinatenazen  die 


*  Vor  Allem  fQr  den  Fall,  dass  die  Bildebene  durch  den  Goordinatenursprung^ 
geht  oder  dass  das  Auge  ins  Unendliche  fällt. 
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Abscissen  von  Flttcbipnnkt  nnd  Oegenpunkt  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen. Liegt  das  Ango  zwischen  Coordinatennrsprnng  nnd  Bildebene, 
so  haben  sie  gleiche  Vorzeichen. 

Im  ersten  Falle  nennen  wir  das  resnltirende  Bild  ein  directes, 
im  letztern  Falle  ein  inverses.* 

Nach  diesem  Satze  bestimmen  sich  die  Vorzeichen  der  drei  vGrössen 
fi  ans  denen  der  drei  Grössen  gi .  Für  diese  liefert  Gleichung  IV  Zah- 
lenwerth  sammt  Vorzeichen ,  and  zwar  lässt  sich  bezüglich  letzterer  ver- 
möge Gleichung  6)  folgender  Satz  aussprechen: 

Die  Abscissen  der  Gegenpunkte  haben  mit  den  entsprechenden 
Axenabflchnitten  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen,  je  nachdem 
die  Bildebene  zwischen  Auge  und  Coordinatenursprung  oder  hinter 
dem  Coordinatenursprung  liegt. 

Bei  der  folgenden  Darlegung  des  praktischen  Verfahrens  nehmen 
wir  an,  die  Bildebene  liege  zwischen  Auge  und  Coordinatenursprung, 
sie  gehe  im  äu/3sersten  Falle  durch  den  Coordinatenursprung;  es  sei  also 

15)  r>Q>0. 

Femer  nehmen  wir  an ,  das  Auge  liege  in'  dem  von  den  positiven 
Aesten  der  drei  Coordinatenazen  gebildeten  Octänten,  das  Object  liege 
dagegen  in  dem  Octänten  — «,  —  y,  +z.**  Die  Bildebene  wählen  wir 
so,  dass  m^,  ntj,  m^  positiv  sind  oder  dass  sie  parallel  mit  einer  dieser 
Annahme  entsprechenden  £bene  durch  den  Ursprung  gehe.  Bei  Zu- 
grundelegung dieser  Annahmen  sind  ^j,  g^y  g^  positiv,  /"j,  ^g,  f^  negativ. 

Nachdem  die  Grundeonstanten  aus  den  Gleichungen  II — VI  berech- 
net sind,  femer  das  scheinbare  Axensystem  vermittelst  der  Winkel  ^^, 
it^2si  ^91  gezeichnet  ist  (Fig.  2)  und  auf  den  negativen  Aesten  der  schein- 
baren Axen  die  Strecken  o>F^  =  f^,  Q)Fj  =  /'g,  00^3  =  ^3  abgetragen  sind, 
handelt  es  sich  des  Weitern  darum,  die  reducirten  Coordinaten  |,  tj,  i 
jedes  einzelnen  Objectpunktes  zu  bestimmeu.  Hierzu  können  die  Gleich- 
ungen I  benützt  werden;  ein  graphisches  Reductionsverfahren 
ist  jedoch  vorzuziehen. 

Ein  solches  ergiebt  sich  aus  dem  bekannten  Satze,  dass  zwei  pro- 
jectivische  Punktreihen  jederzeit,  und  zwar  auf  unendlich  verschiedene 
Weise,  in  perspectivische  Lage  gebracht  werden  können;  man  hat  sie 
nur   so   zu  legen,   dass   irgeud   ein  Paar  entsprechender  Punkte  zusam- 


*  Die  inversen  Bilder  bieten  ein  nicht  geringeres  Interesse  als  die  directen, 
insofern  sie  identisch  sind  mit  den  von  einer  Sammellinse  entworfenen  reellen 
Bildern.    (Auge  im  optischen  Mittelpunkt  der  Linse.) 

**  Diese  Annahme  hat  den  Zweck ,  die  Lage  des  Objects  hinter  der  Bildebene 
za  ermöglichen,  auch  für  den  Fall,  dass  letztere  durch  den  CoordinatenurBpning 
geht.  Eine  gegebenen  Falls  nothwendige  Transformation  auf  diesen  Octänten  bietet 
keine  Schwierigkeit. 
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,  ^^^■J^^y^'^ 


menfallt;  das  Projectionscentmm  ergiebt  sich  alsdann  als  Schnitt  der 
Verbindungslinien  irgend  zweier  Punkte  der  einen  Pnnktreihe  mit  den 
homologen  Punkten  der  andern.  Wir  legen  nun  die  zwei  projectivischen 
Punktreihen  X  und  £  so,  dass  die  Punkte  o  und  co  zusammenfallen,  und 
benützen  zur  Bestimmung  des  Projectionscentrums  einerseits  den  unend- 
lich fernen  Punkt  der  Reihe  X  und  dessen  homologen  Punkt  F^  der 
Reihe  H,  andererseits  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Reihe  S  und 
dessen  homologen  Punkt  G^  der  Reihe  X  —  Es  ergiebt  sich  hiemacli 
folgendes  praktische  Reductions verfahren :  * 

Ziehe  durch  einen  Punkt  o  (Fig.  3)  unter  beliebigem  Winkel  zwei 
unbegrenzte  Gerade  xx  und  t^iy  ox  und  o\  seien  ihre  positiven  Aeste. 
Schneide  auf  0%  eine  Strecke  oF^^=^f^  ab,  ziehe  durch  F^  eine  Paral- 
lele mit  ox  und  mache  auf  ihr  F^C^^=^g^.  Um  nun  vermittelst  dieses 
Apparates  irgend  ein  x  zu  rednciren,  mache  auf  x'x  eine  Strecke 
oX^=^Xy  ziehe  C^X ^  welche  £'|  in  ,?  schneidet,  so  ist  o£==|. 

Für  die  y-  und  z-Axe  gilt  genau  dasselbe  Verfahren.  £s  möge  blos 
daran  erinnert  werden ,  dass  nach  der  zu  Grunde  gelegten  Annahme  die 
X  und  y  negativ,  folglich  auf  den  negativen  Zweigen  ox  und  oy  auf- 
zutragen sind,  dass  dagegen  die  z  als  positiv  auf  dem  positiven  Zweige 
oz  aufzutragen  sind. 

Reductionsmassstäbe,  von  welchen  die  |,  1},  l  direct  abgenom- 
men werden  können,  falls  die  o:,  y,  z  in  Masszahlen  gegeben  sind,  erhält 
man,  wenn  man  auf  x'xy  yy^  z'z  von  0  aus  den  Originalmassstab  auf- 
trägt, von  Ci  aus  durch  die  einzelnen  Theilpunkte  Strahlen  zieht  und 
deren  Schnittpunkte  mit  £'|,  i/'i^,  ^i  markirt. 

Es  kann  übrigens  (Fig.  4)  der  Reductiousapparat  auch  der  Haupt- 
figur selbst  einverleibt  werden.  Um  z.  B.  die  x  und  y  zu  reduciren, 
ziehe  man  durch  o)  eine  Parallele  mit  F^F^^  trage  auf  ihr  von  »  aus 
nach  beiden  Seiten  den  Originalmassstab  auf,  mache  auf  F^F^  die  Strecke 
F^C^^g^  und  F^C^^g^^  und  ziehe  von  C^  und  C^  Strahlen  nach  den 
einzelnen  Theilpunkten  des  Originalmassstabes.  Wir  nennen  bei  diesem 
Verfahren  die  Punkte  C^  und  C^  die  Theilungspunkte  der  |-  und 
71  -  Axe. 

Will  man  jedoch  die  Operation  des  Reducirens  auf  einem  Neben- 
blatte  ausführen ,  so  gewährt  eine  Modification  des  Verfahrens  bedeutende 
Vortheile.  Man  kann  nämlich  für  alle  drei  Massstäbe  einen  und  densel- 
ben Strahlenbüschel  benützen  und  damit  die  drei  Reductionsfiguren  in  eine 
einzige  verschmelzen :  Trägt  man  auf  einer  geraden  Linie  L'L  (Fig.  5)  von 
einem  Punkte  0  aus  nach  beiden  Seiten  den  Originalmassstab  auf,  so 
kann  die  so  entstehende  Panktreihe  jede  von  den  drei  Reihen  X^  1",  Z 
repräsentiren.     Verbindet  man  jeden   Theilpunkt  mit  einem   ausserhalb 


*  Dasselbe  kann  übrigens  auch  aus  den  Reductionsformeln  I  abgeleitet  werden. 
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L'L  beliebig  gevftblten  Pnnkte  C^  so  ist  der  so  entstehende  Strahlen* 
büschel  perspectivisch  zu  der  Punktreihe  L'L  und  daher,  projectivisch  zu 
den  drei  Pnnktreihen  £*,  I/,  Z.  Von  diesen  drei  Punktreihen  kann 
daher  nach  bekanntem  Satze  jede  in  perspectivische  Lage  zu  dem  Strah- 
ienbüachel  C  gebracht  werden,  man  hat  sie  nur  so  zu  legen,  dass  drei 
ihrer  Punkte  in  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  des  Strahlenbüschels 
fallen.  Als  diese,  drei  Punkte  wählt  man  den  Nullpunkt,  den  Flucht- 
punkt und  den  unendlich  fernen  Punkt.  — ^Aus  dieser  Erwägung  ergiebt 
sich  folgende  Construction: 

Auf  einer  Geraden  L L  trage  von  einem  Punkte  o  aus  nach  bei- 
den Seiten  den  Originalmassstab  auf.  Errichte  auf  L'L  in  o  eine  Senk- 
rechte und  verbinde  einen  beliebigen  Punkt  C  derselben  mit  sämmt- 
liehen  Theilpunkten  der  L'L,  Schneide  auf  IJL  von  o  aus  die  Strecken 
ofi?j  =  ^j,  0^2  =  ^21  ^^8  =  ^3  *^>  ziehe  OC^,  CG^g,  CG^^  schneide  auf 
ihnen  die  Strecken  CXI^^=f^^  Cü^^f^^  Cü.^  =  f^  ab,  ziehe  durch  die 
drei  Punkte  ü^^  Z/g,  ü^  Parallelen  mit  LL\  welche  die  Co  schneiden 
in  ooj,  cog,  0)3,  ziehe  durch  co^,  (»2,  03  Parallelen  mit  CG^,  CG^^  CG^: 
so  schneiden  diese  den  Strahlenbttschel  nach  den  drei  Beductionsmass- 
Stäben  Sj  H,  Z. 

Der  Vortheil  dieser  letztem  Construction  beruht  hauptsächlich  darin, 
dass  man  ein  und  dasselbe  Netz  zur  Herstellung  der  Massstäbe  für  eine 
ganze  Reihe  von  axonometrischen  Grundeonstanten  -  Systemen  verwen- 
den kann.  (Ein  solches  Netz  kann  auch  umgekehrt  benützt  werden, 
um  aus  dem  Bilde  die  natürlichen  Masse  zu  entnehmen.) 

Kehren  wir  nunmehr  zur  Hauptconstruction^  (F^g-  2)  zurück !  Nach- 
dem das  scheinbare  Axensystem  construiri  und  sämmtliche  Coordinaten 
reducirt  sind,  oder  —  um  bildlich  zu  reden  —  nachdem  das  Baugerüste 
errichtet  und  die  einzelnen  Bausteine  zugehauen  sind,  handelt  es  sich 
blos  noch  darum ,  dieselben  zum  Bau  zusammenzufügen ,  —  eine  Opera- 
tion, die  in  §  1  bereits  besprochen  wurde. 

Sollten  die  Grenzen  des  Zeichnungsblattes  der  Construction 
Schwierigkeiten  bereiten,  so  kann  man  sich  dadurch  helfen,  däss  man 
mit  den  in  einem  bestimmten  Verhältnisse  verjüngten  Fluchtstrecken  und 
reducirten  Coordinaten  die  Construction  am  scheinbaren  Axensystem  aus- 
fährt; ist  alsdann  17'  das  hierdurch  gewonnene  Bild  von  P,  so  verlängert 
man  schliesslich  toll'  im  richtigen  Verhältniss  nach  U,  Selbstverständ- 
lich wird  man  in  solchen  Fällen  auch  die  Üeductionsmassstäbe  in  verjüng- 
tem Massstabe  zeichnen ,  um  die  verjüngten  reducirten  Coordinaten  direct 
zu  erhalten.* 


*  Den  Ausfiihrmigen  am  Schlüsse  des  §  6  zufolge  wird  dieses  Verfahren 
häufig  praktisch  werden. 
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Soll  das  Bild  einer  durch  ihre  GleichuDgen  q>{xyz)=sO  und  ^(scyz) 
=  0  gegebenen- Ca rve  construirt  werden,  so  eonstruirt  man  die  Bilder 
einzelner  Punkte  der  Cnrve,  indem  man  jedesmal  eine  Coordinate  be- 
liebig  wählt  und  die  zugehörigen  zwei  anderen  aus  den  obigen  zwei 
Gleichungen  bestimmt.  —  Ist  eine  Fläche  F(a:^z)=:0  abzubilden,  so 
eonstruirt  man  das  Bild  der  Berührungscurve  des  Tom  Auge  an  die 
Fläche   gelegten  Berührungskegels,   welche   bestimmt  ist  durch  die  zwei 

Gleichungen 

F{xyz)=0, 

(•^-«i)||+(y-«.)|^+(^-«3)|^=o. 

§4. 
Elimination  der  Orientirungsoonstanten. 

Unsere  neun  Grundeonstanten  sind  Functionen  der  sechs  von  ein- 
ander unabhängigen  Orientirungsconstanten.  Diese  Functionen  sind  in 
den  Gleichungen  IV — VI  ausgedrückt.  Eliminirt  man  nun  aus  diesen 
neun  Gleichungen  die  sechs  Orientirungsconstanten,  so  bleiben  noch  drei 
Beziehungen  zwischen  den  neun  Grundeonstanten  übrig.  Eine  derselben 
ist  sofort  ersichtlich,  nämlich 

VIT.  16)  n^i2  +  n^^  +  nf^t^^60\ 

Die   zwei  anderen  ergeben  sich  aus  den  in  VI  enthaltenen  drei  Gleich- 
ungen, wenn  man  in  dieselben  die  aus  IV  und  V  folgenden  Werthe 

17)  m,=:^  und   fti=T^ 

.  X  1 —  K 

einsetzt.     Führt  man  die  Bezeichnung  ein: 

18)  X  =  ^^  =  -i, 

X  r 

SO  erhält  man  zunächst: 

ly)  coswik= jp^TT 

^  ti  tk 

oder 
VIII.  20)  lHg?+gf?)^f^^  +  fk^-2fihcosfva, 

woraus    schliesslich    durch   Elimination    von    X^  die   gesuchten   zwei  Be- 
ziehungen folgen.    Wir  behalten  jedoch  die  zweckmässigere  Form  VIII  bei. 

Diese  Beziehungen  lassen  sich  unmittelbar  geometrisch  deuten. 
Bezeichnen  wir  nämlich  die  Seiten  des  Gegenpunktendreiecks  G^  G^  G^  mit 
9i2  928  931  ^^^  ^^^  Seiten  des  Fluchtpunktendreiecks  Fj^  F^F^  mit  f,jf„  fjj, 
so  ist: 

21)  fli**  =  ».»  +  ?**, 

22)  f , t«  =  A»  +  ft'  -  2/i  /•*  cus  ;i».t . 


Von  G.  Haüok.  91 


•-.  ^  ^  -»"^  •  * 


Die  in  VIII  enthaltenen  drei  Gleichungen  sprechen  also  den  Satz  ans: 

Gegenpnnktendreieck  und  FInchtpnnktendreieck  sind  ähnlich. 
Ans  der  geometrischen  Bedentnng  von  k  (vergl.  Gleichnng  18)  folgt 
femer: 

Das  FInchtpnnktendreieck  ist  kleiner  als  das  Gegenpnnktendreieck, 
oder  ihm  congment,  oder  grösser  als  dasselbe,  je  nachdem  die  Bild- 
ebene vor  dem  Coordinaten Ursprung  Hegt,  oder  durch  denselben  geht, 
oder  hinter  demselben  liegt. 

Unser  Satz  ergiebt  sich  übrigens  auch  direct  aus  der  geometrischen 
Erwftgung,  dass  drei  durch  das  Auge  mit  den  drei  Coordinatenazen 
gezogene  Parallelen  die  Bildebene  in  den  drei  Fluchtpunkten  F^,  F^,  F^ 
schneiden,  dass  also  die  zwei  Tetraeder  AF^F^F^  und  oM^M^M^  parallele 
Seitenflächen  haben  und  folglich  ähnlich  sind.  Ebenso  sind  die  zwei 
Tetraeder  oG^G^G^  und  oM^M^M^  ähnlich.  Hieraus  folgt:  Fluchtpunk- 
tendreieck und  Gegenpnnktendreieck  sind  beide  dem  Spurendreieck 
ähnlich. 

Aus  der  Aehnlichkeit  des  Fluchtpunktendreiecks  mit  dem  Spuren- 
dreieck  folgt  weiter  der  Satz: 

Die  Winkel  des  Fluchtpunktendreiecks  sind  sämmtlich  spitz.  Er- 
reicht ein  Winkel  den  Grenzwerth  90^,  so  wird  auch  noch  ein  zweiter 
Winkel  «90^  die  dritte  Ecke  fällt  ins  Unendliche. 

Ist  nun  die  Aufgabe ,  überhaupt  ein  perspectivisch  richtiges  Bild 
eines  gegebenen  Objects  zu  fertigen ,  ohne  dass  die  Lage  von  Bildebene 
und  Auge  ausdrücklich  festgesetzt  ist,  so  können  die  Werthe  der  neun 
Omndconstanten  beliebig  gewählt  werden ,  doch  so ,  dass  sie  die  Gleich- 
ungen VII  und  VIII  befriedigen. 

Aus  unserm  obigen  Satze  ergiebt  sich  unmittelbar  folgende  gra- 
phische Bestimmung  eines  Grundconstantensjstems: 

Wähle  die  drei  Gegenstrecken  g^^  g^^  g^  beliebig,  construire  aus 
je  zweien  derselben  als  Katheten  rechtwinklige  Dreiecke  und  con- 
struire aus  den  drei  Hypotenusen  gj,,  gss«  Ssi  ^^^  Seiten  ein  Dreieck 
G^G^Cq.  Verbinde  einen  in  der  Ebene  dieses  Dreiecks  beliebig  liegen- 
den Punkt  (0  mit  den  Ecken  des  Dreiecks,  nehme  die  von  den  drei 
Verbindungslinien  eingeschlossenen  Winkel  als  scheinbare  Axenwinkel 
und  irgend  drei  den  drei  Verbindungslinien  proportionirte  Strecken 
als  Fluchtstrecken. 

Soll  ein  Grundeon stantensystem  mittels  Rechnung  aufgestellt  wer- 
den ,  so  wählt  man  sechs  Grundeonstanten  beliebig  und  bestimmt  die  drei 
übrigen  mittels  der  Gleichungen  VII  und  VII L  Der  Willkürlichkeit  der 
Wahl  jener  sechs  Grundeonstanten  sind  jedoch  gewisse  Schranken  gesetzt: 
die  Wahl  ist  so  zu  treffen,  dass  man  für  die  übrigen  Grundeon  stauten 
und  ferner  für  die  Orientirungsconstanten ,  wenn  diese  in  den  sechs  will- 
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'fthlten   OinDdconstitnteii   ausgedrückt  werden,  reelle  Werthe 

ck  anf  Gleicbong  VIII  zeigt,  d«ss  es  aweckmSssig  sein  wird, 
alle  die  drei  Ordssen  fi  willkfirlich  zu  wählen.  Es  wird  sich 
igBweise  um  folgende  zwei  Fälle  bandeln: 

1.  wir  wählen  f^,  /",,  /,,  w„,  n>„,  1  willkfirlicb; 

2.  wir  wählen  /"i,  d,  f^,  g^,  g^,  g^  willkflrliob. 

ile  Annahme  bietet  keine  Schwierigkeiten  nnd  ffibrt  unmittel- 
endem  Satze : 

L  man  (Fig.  6)  in  einer  Ebene  von  einem  Piinkte  o)  ans  unter 
I  Winkeln  gegeneinander  drei  Strecken  von  beliebiger  Länge, 
,  das8  das  von  den  Endpunkten  F,,  ^j,-Fj  gebildete  Dreieck 
lig  iat,  so  können  die  drei  Strecken  immer  aU  das  perapec- 
ild  eines  rechtwinkligen  Axensystems  nnd  die  drei  Endpunkte 
luchtpnnkte  der  drei  Äxen  angesehen  werden, 
gehörigen  Oegenstrecken  ergeben  sich  entweder  durch  Recb- 
er  Gleichung 
i?g?  =  fi*  +  fkfifos>Bii—ftfiCosniii  +  fifkeoswtk- 

folgende  ans  dieser  Oleicbung  abgeleitete  Construction : 
»eibe  über  den  drei  Seiten  des  Dreiecks  F^F^F^  nach  aussen 
e,  welche  von  den  Verlängerungen  der  drei  Höben  Fi^t, 
Fj  des  Dreiecks  in  ?(,,  St,,  Äj  geschnitten  werden.  Verbinde 
i  Punkte  mit  den  Ecken  des  Dreiecks:  so  sind  je  zwei  von 
Ecke  ausgehende  Verbindungslinien  gleich.  Nehme  irgend 
en    Verbindungslinien    proportinnirte    Strecken    als    Gegen - 

Veiten  obengenannten  Falle  widmen  wir  als  dem  wichtigeren 
rlicbere  Besprechung. 

§5. 
WillkUrlieh«  Walil  der  Rednctionsoonttanton. 

1  fi  und  gi  willktlrlich  gewählt,  so  gieht  uns  Gleichung  19) 
von    cosmn   auegedritckt   in    fi    und  \gi ,    wenn    uns    gelingt, 

1  gt  auszudrücken.  Dies  geschieht  dadurch,  dass  man  die 
Cosinusse  ans  19)  in  die  aus  Vli)  folgende  Gleicbnng 

p,j  +  cos^m^  +  ros'wj,  —  2  cosw^^  cosw^  cosm^^  —  1 5=  0 

an  erhält  alsdann  ftir  X*  die  Gleichung: 

'fioienten  A,  B,  C  folgende  Wertbe  haben: 
zn  dieser  Conatruction  die  Bemerkung  S.  96  Z.  4. 
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'^rfN/v^^.rfS^y^^<x.«/%^*^^ 


'        A  =  (i?i»+!7,*)  (?,'+V)  (i?a*+«?i*) . 

Die  Discriminante  dieser  Gleichnng:  JssB^  —  AC  lässt  sich  mit 
Benützung  der  in  Gleichung  21)  definirten  Bezeichnungen  gig«  928«  dsi 
auf  folgende  Form  bringen: 

27)    "^  "^  ^^^*^**  "*"  ^**^^*  "*"  ^3*^^*^^^!  Ö23  +  /i  Ö3l  +  A  Ö12)  (A  028  +  A  031  -  ^8  O«) 

(/i  028 -  /i  081  +  /'s  012)  (^  A  028  +  /*2  081  +/*S  012)' 

Der  Wiilkürlichkeit  der  Wahl  der  ft  und  gt  Bind  somit  folgepde  Schran- 
ken gesetzt: 

X.  28)  fiV9J+9?  +  fkT/9H^^>n 

Innerhalb  dieser  Schranken  entsprechen  aber  jedem  Werthsystem  /xA/s) 
9i9t99  zwei  Werthsysteme  't^ig ^23^51»  die  sich  aus  der  Gleichung 

aJL,  2y)  co*w^ik  = jr-— : 

ergeben  y  wenn  in  dieselbe  die  aus  Gleichung  IX  folgenden  zwei  Werthe 
Ton  Jl^  eingesetzt  werden. 

Da  ein  perspectivisches  Bild  dem  Auge  nur  dann  einen  mit  dem 
Original  vollkommen  übereinstimmenden  Eindruck  macht,  wenn  beim 
Betrachten  Auge  und  Bildebene  in  die  richtige  Lage  im  Raum  gebracht 
werden,  so  ist  es  von  Wichtigkeit,  die  Orientirungsconstanten ,  welche 
diese  Lage  bestimmen ,  ebenfalls  auszudrücken  als  Functionen  von  ft  und 
gi.  Man  erhält  aus  den  Gleichungen  II  bis  V  mit  Benützung  von  18) 
folgendes  Formelnsystem : 

XII.  30)  m,«.(l-A)(7<, 


XIII.  31)  ai=^^' 


XIV.  32)  ««  = 


ir\gk^    9?)     \gk^    gr/\      9?) 


9t  W     9i       .93  / 


-  +  -+- 


XV.  33)     fost,= 


2 

9i 


r     91*     9i       «'s 


-XVI.  34)  ,«=^'W     g»'     gsV 

9?'^9?'^K* 
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•  V.^  ^  ^\^  •  «^    . 


XVII.  35)  0.,.,=         '^^^      '"     ^»>       1^'^       '" 


xvn.36)  '.»=^^(;^+|:+ä:)-^ 

Durch  die  seither  von  uns  benützten  Orientirungsconstanten  wird 
sowohl  Auge  als  Bildebene  auf  das  Objectcoordinatensystem  bezogen, 
wird  also  die  relative  Lage  des  Auges  zur  Bildebene  nur  mittelbar  be- 
stimmt. Es  ist  nun  aber  von  besonderer  Wichtigkeit,  Auge  und  Bild- 
ebene in  directe  Beziehung  zu  setzen. 

Eine  ungefähre,  in  praxi  häufig  ausreichende  Orientirung  des  Auges 
kann  mittels  des  Tetraeders  AF^F^F^  geschehen,  dessen  Dreikant  an  der 
Spitze  A  ein  Octant  ist:  Man  construire  in  Gedanken  über  dem  Flucht- 
punktendreieck als  Basis  ein  solches  Tetraeder,  bringe  sodann  die  Bild- 
ebene in  eine  solche  Lage,  dass  die  Seitenkante  JF^  vertical  steht,  und 
bringe  das  Auge  in  den  Punkt  A. 

Eine  genauere  Orientirung  ist  diejenige  mittels  Hauptpunkt  (Fuss- 
punkt  der  vom  Auge  auf  die  Bildebene  gefällten  Senkrechten)  und  Aug- 
distanz (Abstand  des  Auges  von  der  Bildebene).  Bestimmt  man  die 
Lage  des  Hauptpunktes  H  in  der  Bildebene  dtirch  seine  Entfernungen 
^19  ^2t  ^3  von  den  drei  Fluchtpunkten,  beziehungsweise  durch  die  Ver- 
hältnisse dieser  drei  Entfernungen,  und  bezeichnet  die  Augdistanz  AH 
mit  </,  so  liefert  das  rechtwinklige  Dreieck  AHFi^  dessen  Hypotenuse 
AFi=^kgiVin^  dessen  Winkel  EJFi  =  ri  ist,   für  ä,-  und  d  die  Werthe: 


9i       9t      9i 
wo  ^  ein  unbestimmter  Factor  ist, 

XX.  38)  <?=- ^ 

_  j_  JL  4-  J. 
9^^9^^9,' 

Die  geometrische  Interpretation  von  XIX  liefert  den   (auch   direct 

einleuchtenden)  Satz: 

Der  Hauptpunkt  ist  identisch  mit  dem  Schnittpunkte  der  Höhen 
des  Fluchtpunkten  drei ecks. 

Um  die  Bildebene  in  die  richtige  Lage  im  Räume  zu  bringen,  be- 
merke man,  dass  F^F^  parallel  M^M^^  also  horizontal  ist.  Man  stelle 
daher  die  Bildebene  so ,  dass  F^  F^  horizontal  und  der  Horizontalneigungs* 
Winkel  der  Bildebene  =  Tg  ist. 


^ 
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«A^^V^   ^   •.  \^v     V  ,>   x^  \r^/>^     ^  f^^ 


Die  fünf  Qröasen  T3,  A,,  i^,  A3,  d^  deren  Kenntniss  nach  dem  Vor- 
hergehenden .  znr  Orientirnng  Ton  Bildehene  und  Ange  ausreichend  ist, 
können  sämmtlich  auch  anf  graphischem  Wege  bestimmt  werden» 
Man  vergl.  hiersu  Fig.  6.  In  derselben  können  die  drei  rechtwinkligen 
Dreiecke  FiFjt^i  als  die  Umklappnngen  der  drei  Seitenflächen  des  Te- 
traeders AF^F^F^  angesehen  werden.  B  ist  der  Hauptpunkt,  HF^^=ki. 
Construirt  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck  HV^^^  aus  HV^  als  Kathete 
und  ^s^ß  als  Hypotenuse,  so  ist  iF^  gl^ch  der  Augdistanz  und  Win- 
kel bei    F3  =  T3 . 

Bezüglich  einer  rationellen  Wahl  der  fi  und  gi  mögen  schliess- 
lich noch  folgende  Winke  genügen.  Ueber  den  £influ6s  ihrer  absoluten 
Grösse  bei  feststehenden  Verhältnissen  folgt  aus  unseren  Gleichungen 
unmittelbar  folgender  Satz: 

In  jedem  Grundconstantensystem  können  die  Reductionsconstanten 
nach  Belieben  proportional  vergrössert  oder  verkleinert  werden.  Eine 
solche  Vergrösserung  oder  Verkleinerung  geht  Hand  in  Hand  mit 
einer  proportionalen  Vergrösserung  oder  Verkleinerung  der  Augdistanz. 
Dagegen  hat  sie  keine  Einwirkung  auf  die  scheinbaren  Axenwinkel, 
auf  den  Winkel  T3  und  auf  die  Verhältnisse  von  Z/^,  A^,  h^. 

Bei  der  Wahl  der  absoluten  Grösse  der  Reductionsconstanten  be- 
achte man,  dass  die  Augdistanz  den  Minimalwerth  von  2,5*^°^  (Weite  des 
deutlichen  Sehens)  nicht  überschreiten  sollte. 

Was  sodann  den  Einfluss  der  Verhältnisse  der  fi  und  Qi  anbelangt, 
so  influiren  die  Grössen  gi  vermöge  ihrer  Proportionalität  mit  den  Axen- 
abschnitten  lediglich  auf  die  Lage  der  Bildebene.  Für  die  Wah]  der 
Grössen  fi  ist  sodann  die  Lage  des  Auges,  die  sich  in  der  relativen  Lage 
des  Punktes  cd  zum  Hauptpunkte  geltend  tnacht,  massgebend.  Hat  man 
sich  also  für  die  Verhältnisszahlen  der  gi  entschieden,  so  erfolgt  die 
Wahl  der  fi  mit  Zuratheziehung  der  Gleichung  XIX. 

Als  Beispiel  diene  das  folgende,  nach  diesen  Regeln  aufgestellte 
Grundconstantensystem : 

g^:=.   4*«         /-j^-a^i»,        «^„  =  130« 36,5', 

fir,=   5<^,        /i  =  -4d»,        «;«,=  111H3,Ö', 

i/3  =  10*»,        /i  =  -  9 *»,  .      «^3,  =  117«  30', 

A«  =  0,9908,        Äi==  2,654*«, 

T3  =  720  39',        /lg  =  3,995*'°, 

d  =  2,968  *™,       A3  =  9,501  *«». 

§6. 
Specialf&Ue. 

Es  ist  leicht,  die  im  Vorangehenden  aufgestellten  allgemeinen  For- 
meln und  Constructionen  für  die  verschiedenen  Perspectivarten  zu  spe- 
eialisiren.     Hierüber  mögen  folgende  Andeutungen  genügen. 


96  Grnndzüge  etc. 

1.  Fällt  Paukt  (D  mit  dem  Hauptpunkte  zusammen  (also  in  den 
Schnittpunkt  der  Höben  des  Fluchtpunkten dreiecks) ,  so  haben  wir  den 
Specialfall  der  Ortbogonalperspective  (Centralstrahl  senkrecht  zur 
BildebeneX  Zu  den  in  VIII  enthaltenen  Gleichungen  kommen  alsdann 
noch  zwei  weitere  Beziehungen  zwischen  den  sechs  Reductionscon stauten 
hinzu,  die  sich  unmittelbar  aus  Gleichung  XIX  mit  f^=h^  ergeben.  Ver- 
möge dieser  Beziehung  geht  Gleichung  XI  über  in  die  folgende: 

^fifk^r     ^     gi^     gi?     giy\g?     gk*     giV 
gi  gk 

2.  Fällt  die  Ecke  F^  des  Fluchtpunktendreiecks  ins  Unendliche,  so 
werden  die  Winkel  bei  F^  und  F^  je  =90®,  und  wir  haben  den  Special- 
fall  der  malerischen  Perspective   (Bildebene   vertical).     f^  und  g^ 

f 
werden  =qo.     Setzt  man   den   Grenzwerth   von  —  =p,    so  wird   il=/>. 

Die  Reductionsformel    für  die  JT-Coordinaten   reducirt  sich   auf  i=^p^. 
Die  Gleichungen  VIII  gehen  über  in  die  folgenden: 

40)  P'igi'+g,')  =  A^+Zi»  -  yj,  cosw,,\ 

41 )  /i  cos  ^31  =  /"g  cos  Wg3  . 

Diesen  Gleichungen  zufolge  modificirt  sich  die  S.  91  besprochene  graphische 
Bestimmung  eines  Grundconstantensystems  folgendermassen  (Fig.  7): 

Wähle  ^|,  ^2,  p  beliebig.  Oonstruire  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
^  Fj^F^  mit  den  im  Verhältniss  p  verkürzten  Strecken  g^  und  g^  als 
Katheten ;  F^  F^  sei  die  Hypotenuse.  Verbinde  einen  in  der  £bene 
dieses  Dreiecks  beliebig  liegenden  Punkt  o  mit  F^  und  F^  und  ziehe 
09^  senkrecht  zu  F^F^.  Nehme  die  von  co^  und  den  Rückverlänge- 
rungen von  mF^  und  iXiF^  eingeschlossenen  Winkel'  als  scheinbare 
Axenwinkel  und  w/^,  und  mF^  als  Fluchtstrecken.  —  Fällt  man 
%ff  J^F^F^^  so  ist  ff  der  Hauptpunkt,  ^B  die  Augdistanz. 

Wählt  man  den  Punkt  a>  auf  91^,  so  hat  man  den  Specialfall  der 
Escarpperspective*  (die  durch  Centralstrahl  und  z-Axe  gelegte 
Ebene  senkrecht  zur  Bildebene).     Fällt  o  in  den  Punkt  9(,  so  wird  die 


*  Ich  habe  hier  die  Namen  der  einzelnen  Perspectivarten  von  der  Parallel- 
perspective  herübergenommen  und  unterscheide  dann  z.  B.  „cav^li^re  Centralper- 
spective"  und  ,,cavaliöre  Parallelperspective".  Für  die  von  mir  ,,E6carpper8pec- 
tive"  oder  „escarpe  Perspective"  genannte  terspectivart  existirte  seither  kein  mir 
convenirender  Name.  —  Der  Name  „Vogelperspective",  der  sonst  wohl  in  den 
verschiedensten  Bedeutungen  gebraucht  wird ,  erscheint  mir  zur  Bezeichnung  einer 
Perspectivart  nicht  geeignet,  insofern  er  —  ebenso  wie  sein  Oppositum  „Frosch- 
perspective**  —  der  Ausdruck  für  einen  disparaten,  innerhalb  jeder  einzelnen  Per- 
spectivart möglichen,  Begriff  ist.  —  Leider  herrscht  bezüglich  der  Benennungen 
der  einzelnen  Perspectivarten  eine  grosse  Uneinigkeit  und  Verwirrung  und  erscheint 
eine  Verständigung  in  diesem  Punkte  höchst  wünschenswerth. 
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Escarpperspective    zur    Militärperspective    (Horizontalneignng    des 
Centralstrahlfl  =45^). 

Fällt  noch  ein  zweiter  Eckpunkt  des  Flnchtpunktendreiecks ,  z.  B. 
Fg,  ins  Unendliche,  so  hahen  wir  den  Specialfall  der  Cavalierper- 
spective  (Bildehene  parallel  der  ^z-Ebene).     f^  and  g^  werden  =qo 

und  -^=  ^  =  p.    Winkel  n>^  wird  ==  90 ^    Die  Wahl  der  übrigen  Gmnd- 

Constanten  tv^^^  f^y  g^j  p  ist  vollkommen  willkürlich. 


§7. 
üebergang  nur  Parallelperipeetive. 

Wird  rs=Qo,  so  werden  fi  nnd  ^£  =  Qo,  ihre  Verhältnisse  haben 
jedoch  endliche  Werthe.     Setzt  man  den  Orenzwerth 

42)  A=p,. 

80  gehen  die  Reductionsformeln  I  über  in 

I'.  43)  l  =  Pia:,     v—P^y^     f=P8^ 

nnd  ergeben  sich  aas  den  Gleichungen  IV'  und  V  für  Pi  die  Werthe: 
rV".  44)  Pi^vicosxi. 

Die  Gleichungen  11',  Ul'  und  VI'  bleiben  in  Giltigkeit.  —  Man 
bemerke,  dass  e  ganz  ausfällt. 

Die  Constructionen  am  scheinbaren  Axensystem  vereinfachen  sich 
wie  folgt:  Schneide  auf  der  g-Axe  die  Strecke  (oS=^i  ab,  ziehe  durch 
3  eine  Parallele  zur  i}-Axe  und  schneide  auf  ihr  Snss^ri  ab,  ziehe  end- 
lich durch  n  eine  Parallele  zur  {;-Axe  und  mache  auf  ihr  7ci7=s^. 

In  dem  Massstabnetze  (Fig.  5)  werden  Wi  Fi  sämmtlich  parallel  L  L\ 
ihre  Abstände  von  C  werden:  Cmi^=pi,Co. 

An  Stelle  unserer  seitherigen  Grössen  fi  und  gi  treten  nunmehr  in 
der  Parallelperspective  deren  Verhältnisse  —  und  — .     Die  drei  Verhält- 

fi 

nisse  -^^=Pi  sind  die  Reductionsconstanten  der  Parallelperspective. 
Die  drei  Verhältnisse  ^  spielen  die  Rolle  von  Hilfs grossen,   deren 

9h 

Beibehaltung  bei  der  willkürlichen  Wahl  der  Grundeonstanten  bedeutende 
Yortheile  mit  sich  bringt.  Um  übrigens  die  Symmetrie  unserer  Formeln 
2U  wahren,  setzen  wir 

45)  ?i=J^, 

9k    yk 

wo  Xi,  /,,  y^  endliche  GrOssen  sein  mögen, 

ZiiftMfazin  f.  M«th«matlk  n.  Phyrilr,  XXI,  2,  7 


Da  nnnmehr  die  nenn  GrSssen  p,,  p^,  »,,  — ,    — ,   ^,  m.,,  w„,  w., 

n    Va    r, 

Functionen  der  vier  von  einander  nnabhllngigen  Variabein  sind,  welche 
die  Richtung  der  Bildebene  und  der  parallelen  SehstrahleD  beBtimmen, 
SD  bestehen  fünf  Belationeu  zwischen  denselben.  Von  diesen  ergeben 
sich    zwei   direct,    nSmlich   die  Winkelrelation  VII   nnd   die  Gleichung 

i!  iJ  iiss=l.     Die  .drei  übrigen   ergeben   sich  aas  VIII,  wenn  man   be- 
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merkt ,  daas  für  r  =  oo :  I  =  1  wird  und  wenn  man  an  Stelle  von  fi  überall 

—  gt^  —  yt  einsetzt.*     Man  erhält  alsdann  die  drei  Gteichnngen: 
Vlir.  46)     y^  +  yi?  =  Pt^Yi^  +  Pi?yk*  -^ PiPknVk  cMWik  . 

Wir  dürfen  nun  vier  Gmndconstanten  willkürlich  wKhlen.  Statt 
iwei  Grössen  pi  willkürlich  zu  wählen ,  können  wir  auch  deren  Verhllt- 
nisse  —  oder,  wenn  wir 

47)  Pi  =  er- 
setzen ,  die  drei  Grössen  R|  beliebig  nehmen.     Dabei  gewährt  es  bedeu- 
tende Vortheile,    die   n,  als   rationale   ganze  Zahlen  zu  wählen.   — 
Es  sind  nun  folgende  zwei  Annahmen  von  besonderer  Wichtigkeit: 

1.  wir  wählen    n,,    n,,    n,,   rf,^,  n>jg,  H',,    (iu    Uebereinstimmung 
mit  VII)  willkürlich; 

2.  wir  wählen  n,,  iij,  «j,  y^,  j-j,  y^  willkürlich. 

Die  erste  Annahme  ist  fUr  die  altgemeine  Parallelperspective  die 
natnrgemftsseste  und  ftlhrt  zu  dem  Pohlke'schea  Theorem,  sie  bietet 
jedoch  ungleich  mehr  Schwierigkeiten,  als  die  zweite.  Die  zweite  An- 
nahme erledigt  zwar  wegen  der  Beibehaltung  der  Hilfsgrössen  yt  die 
allgemeine  Parallel  perspective  nicht  so  direct  wie  die  erste,  erweist  sich 
aber  für  die  Anwendung  auf  Specialfltlle  ungleich  fruchtbarer  als  jene. 
Sie  erfordert  nur  eine  einfache  Uodification  unserer  centralperspecti Ti- 
schen Resultate.  Dieselbe  besteht  darin,  dass  man  in  den  centralpei- 
spectivischen  Formeln  IX  —  XVIIl 

48)  i  =  1 
setzt  und  die  Substitution 

49)  f,  =  -~gt  =  p(yiBSfKiyi 

anbringt,  Bei  diesem  Verfahren  liefert  sanXchst  Gleichung  IX  für  p' 
die  Gleichung 

IX'.  50)  ee*-2g3^*  +  9l  =  o, 

wo  die  Coefücienten  %,  9,  S  folgende  Werthe  haben: 


*  Di«  Substitution  von  yi  an'Stelle  von  g,  ist  erlaubt,  da  die  üleicbungen 
nach  fft  homogen  sind. 
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s  =  «i*y.*(y,*  +  y«*)  +  Vy«*(y»* + y»*)  +  Vy8*(yi*  +  y»*) . 

6  =  yi'KVi*  -  Vy«*)*  +  y,'(«8V,*  -  ^t*nY + y^i«x*7i'  -  Vy»*)*- 

Die  Untersuchung    der   Discriminante   dieser   Oleichung   liefert   die  Be- 
dingung : 

X'.  51)     m  yi  Yyk^ + y/^  +  «ä  y*  j/y/*  +  y?  >  m  yi  ^yf  +  yi^. 

Des  Weitem   gehen   die  Gleichungen   XI,  XV,  XVII,  XVIII   über 
in  die  folgenden: 


XV.  53)  co5T,= 


2ptP*y,y*  2w,^iL.  y<y 


cos  Ol  =: 


^^P>?+P?)  +  {^.+^^iX-Pi') 


2^ /(A+r^+r«)  (''^''+ v+z».*-!) 

XVII'.  54)  ''  "       '*       '' 

T  Ut« +  «/»)  +  (  ^ +  -,)  (t  -  «*') 
yr  vyt*     yiV  \ir  > 


2  -  -  z/(-«  +  -» +  -«)  («1*  +  V + »s'  -  -,) 

9  yiV  ^Vi     y*     y»/^         "      '      pv 
xvni'.  55)  r^ V = /p7+p7+p«' ^^ = /(.*(V+V+V)-2. • 

Modificirt  man  die  allgemeinen  central perspectivischen  Formeln  für 
die  in  §  6  angedeuteten  Specialfälle  und  wendet  alsdann  auf  die  raodi- 
ficirten  Formeln  die  Substitutionen  48)  und  49)  an,  so  resultiren  die 
bekannten  parallelperspectivischen  Specialformeln.  Z.  B.  ergeben  sich 
aus  39)  unmittelbar  die  Weisbach^ sehen  Formeln: 

56)         co5«?,jt  =  — 5 /(— «i'+«A*+«/)(«i*-"»rjt*+'ri*).  , 


*  Gleichung  XYIIl'   wurde  schon  von  Pohlke  gegeben.     Vergl.  Poblke, 
Darst.  Geom.,  8.  Aufl.,  S.  115. 


7* 


VI, 


Ein  Fall,  in  welchem^  die  DifTerentialgleichnng 

integrirt  werden  kann. 

Von 

J.   TnOBiAE, 
PiofMtor  an  d«r  UnlrenUftt  Fretburg.  - 


Die  sieben  Constante  enthaltende  Differentialgleichung 

1)    a:(l-.r)(l  -  kx)  y'"+  {u  +  vx  +  wkx^)  y"+  (i  +  w'kx) y+  rv'ky  =  0 

ist  in  zwei  Fällen  integrirt  worden ,  in  denen  die  Constanten  nur  zwei 
Bedingungen  unterworfen  sind.  Erstens  in  dem  Falle,  in  welchem  die- 
selbe den  mit  allgemeinem  Zeiger  gebildeten  (Liouville'schen  Diffe- 
rentialquotienten des  Ausdrucks 

^i,^,,  =  ^(1-^)^(1-/^0:)' 

zum  Integral  hat,  der  von  den  Herren  Pochhammer  und  Hossen- 
Felder  behandelt  ist.     Aus  dem  einfachen  Ausdrucke 

d^aj^(l— a;;^(i  — Äa:)» 


»  = 


dx^ 


(in  dem  |  jedwede  auch  compleze  Zahl  bedeuten  kann),  der  in  diesem 
Falle  ein  Integral  der  Gleichung  1)  bildet,  kann  man  leicht  einige  Re- 
lationen zwischen  contiguen  Functionen  herleiten.  Z.  B.  dadurch,  dass 
man  die  Identität 

(r^(l  —  a?)^  (1  —  Ax)'' —  x.iT*- 1  (1  —  ir)/«(l  —  Ara?)''=»  0 

$mal  differenzirt,  erhält  man  die  Oleichung 

dx^  ^         dx^  ^      dx^-^       "■"• 

Die  Lösungen  der  Differentialgleichung  lassen  sich  in  diesem  Falle  durch 
bestimmte  Integrale  ausdrücken. 

Weiter  ist  die  Oleichung  1)  in  dem  Falle  integrirt  worden,  in  wel- 
chem  Ä"=l    und    M  +  »4-ws=0   oder    Ar  =  oo,   v^=^k^  x^=^qk  ist«     Die 
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'  ^•s••/^-^•^w  « 


Lösungen  lassen  sich  in  diesem  Falle  durch  bestimmte  Doppelintegrale 
ausdrücken.  Ich  habe  in  den  Leipziger  Annalen ,  Bd.  II  S.  437,  gezeigt, 
dass  in  diesem  Falle  zwischen  je  vier  contiguen  Functionen  eine  lineare 
homogene  Relation  mit  ganzen  Coefficienten  (ähnlich  wie  bei  der  Oauss- 
schen  Reihe  zwischen  je  drei  contiguen  Functionen)  stattfindet. 

Beide  Fälle  lassen  eine  Verallgemeinerung  zu,  ohne  dass  die  Inte- 
grabilität  geschädigt  wird. 

Ln  ersten  Falle  nämlich   sind   die  Exponenten  der  Anfangsglieder 

» 

der  drei  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  geordneten'  Reihen,  welche 
particuläre  Lösungen  und  zusammen  die  vollständige  Lösung  der  Diffe- 
rentialgleichung sind,  ß,  ß^y  /^'+1|  worin  ß  und  ß'  willkürlich  sind. 
Wenn  aber  diese  Exponenten  ß ,  ß\  ß'+  n  sind ,  und  wenn  n  eine  ganze 
Zahl  bedeutet,  und  wenn  die  Reihen  keine  logarithmischen  Terme 
enthalten,  so  ist  die  Differentialgleichung  noch  integrabel.*  Aehnlich  ist 
die  Verallgemeinerung,  die  der  zweite  Fall  zulässt.  Im  Folgenden  wird 
noch  ein  Fall  der  Integrabilität  hinzugefügt,  nämlich  der,  in  welchem 
die  Gleichung  1)  eine  Oauss^sche  Reihe  und  nattlrlich  ihre  gesammte 
Fortsetzung  als  particuläres  Integral  enthält.  Da  man  alsdann  zwei 
particuläre  Lösungen  der  Oleichung  1)  besitzt,  so  folgt  aus  allgemeinen 
Sätzen  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  dass  man  die  Gleichung 
1)  vollständig  integriren  könne,  und  es  kann  daher  ein  besonderer  Werth 
auf  *die  Integration  an  sich  nicht  gelegt  werden.  Allein  da  sich  dieser 
specielle  Fall  zum  allgemeinen  gerade  so  verhält,  wie  die  specielle 
6  au  BS*  sehe  Reihe  /*(1,  6,  c^x)  zur  allgemeinen  F{a,  6,  o,  o?),  und  da  sich 
die  Eigenschaften  der  allgemeinen  in  denen  der  speciellen  fast  ungetrübt 
abspiegeln,  so  scheint  es  keine  Überflüssige  Arbeit  zusein,  die  Integrale 
der  Gleichung  1)  für  den  besprochenen  beschränkten  Fall  zusammenzu- 
stellen ,  was  hier  im  Art.  II  geschieht.  Vielleicht  dass  einiges  Licht  aus 
diesen  Formeln  auf  die  Eigenschaften  ^  der  Integrale  der  allgemeinen 
Gleichung  1)  fällt 

Wendet  man  auf  die  drei  erwähnten  Fälle  der  Integrabilität  die 
Methode  der  Differentiation  mit  beliebigem  Zeiger  an,  so  bleiben  die 
beschränkenden  Bedingungen  unberührt  und  eß  werden  daher  die  Re- 
sultate durch  diese  Methode  nicht  verallgemeinert. 

Einiges  über  die  allgemeine  Differentialgleichung  1)  und  die  Be- 
zeichnung ihrer  Integrale  wird  in  Art.  I  vorausgeschickt.  Der  Unter- 
suchung des  Zusammenhanges  der  Zweige  der  behandelten  Function 
werde  ich  eine  Fortsetzung  dieses  Aufsatzes  später  widmen. 


*  Man  gelangt  n&mlich  durch  (—0')- malige  DifferentiatioD  zu  der  von  mir 
in  dieser  Zeitschrift,  Bd,  XIX  S.  273,  behandelten  Differentialgleichung. 


:>  ■'■ 


*  »■ 
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r'^^'^'^a^^«^^»  •^'^^ 


I. 

Das  Interesse,  welches  die  Differentialgleichung  1)  bietet,  besteht 
hauptsächlich  darin,  dass  sie  für  io''=0,  y''=fi  in  die  Gleichung 

2)      «(!-«)  (l  —  kx)  V'+  (m  +  VX  +  n;ka^)  rf+  (r  +  wkx)  17  =  0 

übergeht,  welche  die  natürlichste  Verallgemeinerung  der  die  Gauss- 
schen  Reihen  definirenden  Differentialgleichung  [die  für  Ar  =  0  aus  2) 
entspringt]  ist.  Die  Integration  der  letzten  Gleichung  würde  die  der 
Gleichung  1)  in  unmittelbarem  Gefolge  haben ,  wenn  man'  auf  das  In- 
tegral derselben  die  Methode  der  Differentiation  mit  beliebigem  Zeiger 
anwendete.*  Allein  wir  besitzen  ebenso  wenig  Mittel,  die  Gleichung  2) 
zu  integriren,  als  deren  vorhanden  sind,  das  Integral  der  Gleichung  1) 
aufzustellen,  und  es  scheint  gerathen,  die  Untersuchung  der  Gleichung 
1)  vor  der  der  Gleichung  2)  in  die  Hand  zu  nehmen,  obgleich  jene  ein- 
facher scheint,  weil  eine  nicht  unwichtige  Eigenschaft,  die  den  Integralen 
von  1)  zukommt,  denen  der  speciellen  Gleichung  2)  abgeht,  nämlich  die 
weiter  unten  durch  die  Gleichung  3)  ausgesprochene  Eigenschaft,  dass 
ihre  Lösungen  zugleich  Lösungen  einer  Becursionsformel  sind. 

Integrirt  man  eine  Differentialgleichung  durch  eine  nach  Potenzen 
von  0?  — a  geordnete  Reihe,  deren  Exponenten  um  eine  Einheit  auf- 
steigen, so  soll  diese  Reihe  ein  Integriil  im  Punkte  a  genannt 
werden;  wenn  hingegen  die  Exponenten  »um  eine  Einheit  abnehmen, 
so  soll  die  Reihe  ein  Integral  im  Punkte  00  genannt  werdeu,  was 
auch  a  sein  mag. 

Die  Differentialgleichung  1)  besitzt  nun  drei  particuläre  Integrale  im 
Punkte  Null.  Zwei  davon  sind  einändrig  und  ihre  Entwickelung  kann 
mit  der  0'®"  Potenz  von  x  beginnen.  Sie  sollen  mit  ö^»®(a:),  ß^»®'(rr) 
bezeichnet  werden,  und  es  darf 

nicht  identisch  Null  sein,  wenn  die  Integrale  voneinander  unabhängig 
sein  sollen.  Das  dritte  particuläre  Integral  beginnt  mit  der  a=  (2  — u)^''" 
Potenz  von  x  und  soll  mit  P^»«(ar)  bezeichnet  werden.  Ebenso  giebt  es 
je  drei  particuläre  Integrale  im  Punkte  1  und  im  Punkte  l:/r.  Zwei 
der  ersten  sind  einändrig  und  ihre  Entwickelung  kann  mit  der  0^""  Po- 
tenz von  1  — o;  beginnen.  Sie  sollen  mit  jp*»®(j;),  0^'^  i^)  bezeichnet 
werden.  Die  Entwickelung  des  dritten  beginnt  mit  der  y*®"  Potenz, 
wenn  y  durch  die  Gleichung 

r  =  y+a  -4— A:(y  +  w  — 2) 

bestimmt  ist.  Es  werde  mit  0^*y{x)  bezeichnet.  Die  drei  Integrale  im 
Punkte  lik  werden  in  analoger  Weise  mit  ö*-*»®(ir),  Q^^^*^{x)^  0''*'*(a-) 


*  Man  vergl,  Göttinger  Nachrichten  von  1874,  S.  249. 
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bezeichnet,  und  es  wird  d,  der  niedrigste  Exponent  der  Entwickelung 
des  nicht  einändrigen  Integrals,  nach  Potenzen  von  (i  —  kx)  dnrch  die 
Gleichnng 

bestimmt.  Integrirt  man  endlich  die  Differentialgleichung  1)  durch 
Reihen,  welche  nach  absteigenden  Potensen  von  x  —  a  geordnet  sind ,  so 
findet  man  drei  particuläre  Integrale  im  Punkte  oo,  deren  höchste  Ex- 
ponenten bez.  /3,  ßi,  ß'  sind.  Die  Integrale  selbst  mögen  mit  Q^*^{os)^ 
Q^*^(oc)^  Q^'^\x)  bezeichnet  werden.  Die  Orössen  /?,  ß\  /S"  ergeben 
sich  ans  den  Gleichungen 

«.  =  ^+|S'+/3"+3,    w^ßß'+((ß^'+?'ß-¥ti  +  ß'-¥?'-¥\.    w'^ßß:ß\ 

Zwischen  den  Grössen  o,  ß,  ß\  fi\  y,  d,  welche  die  Exponenten 
der  Gleichung  1)  oder  die  Exponenten  der  particulären  In- 
tegrale in  den  Punkten  0,  oo,  1,  \\k  heissen,  besteht  die 
Gleichung 

Dnrch  die  Exponenten  und  die  Grösse  ^  k  sind  die  Coefficienten  in  1) 
nicht  alle  bestimmt,  sondern  die  Gleichung  hängt  noch  von  einer  will- 
kürlichen Grösse  T  ab;   wir  wollen  deshalb  das  allgemeine  Integral  mit 

Vd,  ß^\  X. 

* 

bezeichnen ,  wenn  eine  Angabe  der  Exponenten  und  der  Grösse  t  nöthig 
ist,  sonst  nur  mit  Q(x), 

Differenziren  wir  die  Gleichung  1)  nmal,  so  resultirt 

a:  (1  -  x)  (1  —  kx)  y'"„  +  («„  +  r„a-  +  n;„/f  a;^  y"„ 

+  ir„  +  Wnkx)yn  +  w'nAry«  =  0, 
worin 

(V^y  d"'^^y 

w«  =  w  +  «,     Vn  =  v-'2n{l+k),     fp„  =  w  +  3w, 

T«  =  T  +  Mt?  — n(n  — 1)(1  +  ^),     w'n^w+2nw  +  9n{n  —  l), 

«;"„  =  w"+«it;'+ «(^7- 1)  w  +  «(w-l)(n-2)  =  (|3-f«)(/r+n)(/S"+«) 

zu  setzen  ist.     Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  ist 

/«— «,  ß  +w,  k 
y«=C>«(^)  =  (?ly-",  ß'  +  n,  t  +  vn-'n{n—l){l+k) 

worin  ' 

==  y+a-4         +Ä(,y  +  «-4)=y-fo-4  +  ^(d  +  «-4) 

ist.  Lässt  man  hierin  für  n  jedwede  Zahl  zu,  so  kann  man  eine  der 
Grössen  «  —  n,  y-^n^  6  —  n   der  Null  gleich  machen ,   füi  welchen  Fall 


')■ 
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das  Integral  jß  im  Allgemeinen  logaritbmische  Bestandtheile  erhalten 
wird ,  oder  man  kann  eine  der  Grössen  ^  +  ^  >  /^+  ^  >  1^+  ^  gleich  Null 
machen,  in  welchem  Falle  die  Gleichung  1)  die  Form  2)  in  Besug  auf 
y^=^ifl  annimmt,  weil  dann  w"  gleich  Null  wird.*  Endlich  kann  man 
auch  noch  die  Grösse  Xn  der  Null  gleich  machen,  wodurch  jedoch  die 
Integration  ebenso  wenig  erleichtert  wird. 

Da  der  Differentialquotient  einer  Function  Q  wieder  eine  Function 
Q  mit  abgeänderten  Exponenten  und  abgeändertem  x  ist,  so  kann  man 
die  Gleichung  3)  als  eine  Recursionsformel  ansehen,  welche  zur  Defini- 
tion der  Function  Q  ebenso  tauglich  und  daher  für  sie  beinahe  ebenso 
wichtig  ifirt;,  als  die  Differentialgleichung.  Oder  man  kann  sie  auch  als 
eine  Belation  swischen  contiguen  Functionen  ansehen,  wenn  dieser  Be- 
griff in  demselben  Sinne  wie  bei  der  Gauss 'sehen  Beihe  gefasst  wird. 
Setzt  man  für  yn,  y'n,  y\^  y"'n  bez.  einen  einzelnen  Zweig  der  Functio- 
nen £)it(a;),  0« 4.1(0:),  0.4.2 (o;),  ißtt+s(^)  in  3)  ein,  so  muss  man  noch  auf 
den  Constanten  Factor  achten,  welchen  man  den  Zweigen  der  Function 
zuertheilen  muss.  Genügt  Qn(^)  der  Gleichung  3)  nur  als  einer  Differen- 
tialgleichung, so  könnte  jeder  Lösung  ein  willkürlicher  Factor  beigelegt 
werden.    Aber  nicht  jede  Lösung  der  Differentialgleichung  ist  eine  Lösung 

der  Becursionsformel ,   sondern  nur  eine  solche,  in  der  — j— =  9if+i(^) 

ist ,   d.  h.   eine  Lösung ,   in  welcher  durch  Verwandlung  von  n  in  n  -|-  1 

dö  ix) 
aus  öii  die  Grösse    — ^ —   hervorgeht.      Setzt  man  für  Ö»  (^)   irgend 

einen  der  mehrändrigen  Zweige  Ö^'^^^C«),  ÖSf''''*'"(^).  0J''^"^"(^)i  ••. 
ö|^*»^"'*(a:),  so  wird  die  Gleichung  3)  als  Recursionsformel  erfüllt,  wenn 
man  annimmt,  dass 

sei,  und  wenn  K^^^ay  -»  ^^ß"  solche  Functionen  der  Exponenten  und 
von  T  sind,  dass  sie  ungeändert  bleiben,  wenn  o,  y,  d  in  o  — n,  ^  — n, 


*  Eine  üntersuchmig  des  Integrals  der  Gleichung  2)  ist  von  Herrn  A.  Schon - 
dorf  in  einem  Aufsätze  „üeber  eine  Minimalfiäche'*,  Göttingen  1868,  angestellt. 
Durch  einen  Irrthum  (S.  49)  in  der  Conatantenabs&hlung  gelangt  Herr  Schondorf 
zu  dem  unrichti^n  Resultate,  dass  das  Integral  durch  die  Exponenten  und  h  bis 
auf  zwei  willkürliche  Constante  bestimmt  sei. 


Von  J.  Thohae. 
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6  — n  und  ß,  ff^  ft'  in  /J  +  «,  /^+«i  /5"+n  und  %  in  r«  für  ein  ganzes 
n  Übergehen .  Diese  Annahme  soll  fernerhin  immer  gemacht  werden  und 
die  K  sollen  sämmtlich  gleich  Eins  gesetzt  werden. 

Will  man  aber  die  in  den  Punkten  0,  1,  l:k  einftndrigen  Integrale 
ßj»^(ar),  Oi**'(^)»  öi'®(^)>-«-  iö  3)  einsetzen,  so  ist  zu  beachten,  dass 
jede  von  diesen  Funetionen  als  Lösung  der  Differentialgleichung  zwei 
willkürliche  Constonte  enthält,  nämlich  Qnifi)  und  ^«(0)  oder  Qn{l) 
und  ^n(l),  oder  0«(1:^)  und  i^ii(l:A:)  (wenn  der  an  Q  oben  angehängte 
Strich  die  einmalige  Differentiation  nach  x  andeutet).  Damit  diese 
Functionen  aber  zugleich  Lösungen  der  Recursionsformel  seien,  müssen 
die  willkürlichen  Constanten  so  bestimmt  werden,   dass  die  Gleichungen 

5a)  0^+2(0)  M«  +  Oa  +  i(0)T«  +  0«(0)  «;"„Ar  =  0, 

5b)    ()i.+2(l)  K  +  t^n  +  Af«;.)  +  ö«+i(l)  {xn+fv'nk)  +  Ö„(l)  «;\A:  =  0, 

5c)  Qn^t{lik)(Unh+Vn  +  Wn)+On^x{hk){x^-\^w\k)  +  Q^{\:k)w\k*^f^ 

befriedigt  sind.  Die  Constanten  der  Zweige  (f^^[x)y  ^*^(a?)  sollen  des- 
halb fernerhin  so  bestimmt  werden,  dass  C^'^(O)  und  C^*^(0)  zwei  von- 
einander unabhängige  Lösungen  der  Gleichung  5  a)  sind.  Der  Coeffi- 
eient  von  x  in  diesen  Zweigen  ist  dann  durch  die  Bedingung  bestimmt, 
dass  er  bez.  gleich  ö2»j^j(0),  ö2»+,(0)  sein  muss.     Ebenso  sollen  Q]i^{i\ 

0]l^{l)   zwei  unabhängige  Lösungen  von  5b),   Oi*'®(l:*)»  Q^^^^^(l\k) 

zwei  unabhängige  Lösungen  von  Sc)  sein.  Dadurch  sind  diese  Zweige 
bis  auf  einen  willkürlichen  Factor,  der  ungeändert  bleibt,  wenn  n  in 
11  + 1  übergeht,  bestimmt.     Setzen  wir  daher 


6  b) 


>'">+(J:  i)  »■•'(" +(J:  >'■'<" 


0 
1:Ä 


OD 


Y)ö'  *'»w+C;  V)ö'-'«^(-)+(;/  *;*)o'*-'(x) 
)o-.^(*)+(j/;)o../^(*)+C;;)o-.r(.), 


00 

ß 


00 
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$0    müssen   die   Coefficienten    (/^'  /x)-(    *  p')   "'^^*   ^^^^   unabhängig 

von  X  sein,  sondern  auch  ungeändert  bleiben,  wenn  «,  y,  d  in  o  — », 
ß  —  n,  d  — w,  wenn  /?,  ß\  /?"  in  jS  +  w,  Z^+w,  /5"+w,  nnd  wenn  t  in 
t„  für  ein  ganzzahliges  n  übergehen. 

Man  kann  in  der  Gleichung  1)  für  die  Unabhängige  durch  einige 
Substitutionen  neue  Veränderliche  einführen,  durch  welche  die  Form 
dieser  Gleichung  nicht  wesentlich  geändert  wird.     Setzt  man  nämlich 

.T  =  [l-(l-^)a:J:Ä,    «,  =  (1  -  Aar)  :  (1-ä),     (/a=      ^l-l^rfj-^, 
so  erhält  man  die  drei  Differentialgleichungen 

+  l-(»+«'')+'«''(l-*)*,]  ^  +'«'"(1-*)  y  =  0 , 

..fl-4.-(.-i)]-.$.[«-^^'-C...)..«(i-l)v]^ 

'«)  4-(^-')-'('-l)'.].^ 

+.-(i-i),=o. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 


«,  ^ ,   1-* 


8) 


=  0  a.^'.-(f 


«.  /S". 


1-* 


(A-1)       X 
■'ä:):(1-A:)). 
1-«  / 
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•  .»>A  A^,^  ^  ^ '•W 


Die  beiden  letzten  Gleichungen  sind  durch  Anwendung  der  ersten 
auf  die  zweite  und  dritte  erhalten.  Dass  die  Grössen  ßy  ^,  ß^'  in  einer 
0- Function  unter  sich  vertauscht  werden  können,  ohne  dass  sie  sich 
ändert,  ist  evident. 

Will  man  die  Gleichung  1)  mittels  der  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten   integrireu ,   so   bringt  man   dieselbe  durch  die  Substitution 

dx      X  dlgx'     dx^      x^  dlgx^     x^  dlgx^ 

d^y      1     (fiy        3     rf«y     ,   2     dy 

+  r5 


dx^      x^  dtgx^      x^  dlgx^      x^  digx 
mit  Vortheil  auf  die  Form 

{l-^)(l-fcx)-^  +  [u:-d  +  (v+3  +  Sk)x^(ß+ß'+ß")kx'\    "^^ 


dlgx 
+  ßßrß"kx^y^O 

oder,  wenn  man  die  Gleichung  7  c)  transformirt,  diese  auf  die  Form 

9.)  +(^+^+r)(i-T)v]^f-, 


Setzt  man  in   9)  die  nach  auf-  oder  absteigenden  Potenzen  von  x 
geordnete  Beihe 

ffir  y  ein,  so  findet  man,  dass  a^  die  Recursionsformel 

««+2(«  +  2)»  +  (ii-3)(n  +  2)«+(2-ti)(«  +  2) 
10)  -«,+,[(«  +  l)8il  +  Ä)-(t;  +  3  +  3*)(fi  +  l)«  +  (i;  +  2  +  2^-T)(^i  +  l)l 
+  ank{n'+ß){n+ß^){n+ß")r^O 

oder,   wenn  man   mit   dem  Eni  er 'sehen  Integral  17  (n)  multiplicirt,   die 
Becursionsformel 

[{an^2n{n+2){n  +  2-a)]  +  [ann(n)']k{n  +  ß){n  +  ß'){n+ß'') 
10a)         -[«,+  ,  17(n+l)][(n+l)«(l+Ar)-(t;+3  +  3Ä)(«  +  l) 

—  t+»+2+2ä]  =  0 

befriedigen  muss.     Diese  Gleichung  stimmt  genau  mit  5  a)  überein ,  wenn 
man  dort  Uf^II^n)  für  Qn{0)  setzt. 


fr 


A 
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Setzt  man  ebenso  die  Reihe 


-Sf^o-j* 


in  9a)  ein,  so  ergiebt  sich  für  Cn  die  Recnrsionsformel 

[c,+,27(«  +  2)](«+2-y)  +  (r,i7(n)](l--J)(«+^)(«+^)(«  +  /J") 

-(y+«-l  +  (l-J:j(«+y-l))("+l) 

Soviel  über  die  allgemeine  Fanction 

n. 

Wir  wenden  uns  nnn  zn  einem  speciellen  Falle,  in  welchem  die 
Becursionsformeln  10)  und  JOa)  vollständig  integrirt  werden  können, 
n&mlich  wenn  die  Constanten  in  denselben  die  beiden  Bedingungen 
erfüllen 

11)  «  +  /r  =  2 

"^^         («-l)Vl+*)-(p+3  +  3^)(«-l)  +  P-T  + 2  +  2^  =  0 
oder 

IIa)  r  =  {a-2)[{Y+ß+ß')k+l-y\, 

in  welchem  Falle  10  a)  die  Form  annimmt 

a,+,i7(«+2)-<i«+,iI(n+l)[(«+l)(l+A)  +  (^  +  /r+y-l)A:-y] 
'  +a,n(n)k{n  +  ß)(n  +  ßr)  =  0 

oder 

n(n+ß+l)    C+^  +  l) i7(„+^)       [('•+/J+1)(1+*) 

12a)  +*(y+^_l)_y_fl 

Auf  dieselbe  Recursionsformel  führt  aber  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung 

j3^(l-a:)(l-M5~^,-[l  +  W+^+y-l)Ar~y)a:-(^+^^ 

mithin  sind  ihre  Integrale  zugleich  Integrale  der  Gleichung  1),  wenn 
deren  Constante  durch  die  Gleichungen  11)  und  IIa)  beschränkt  sind. 
Die  'allgemeine  Lösung  der  Gleichung  13)  ist  in  Riemann's  Bezeich- 
nung 
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Zwei  allgemeine  Lösungen  der  Recnnionsfonnel  12)  sind* 


15) 


0 

•n(n  +  /3-.l) 


1 


n(n) 

0 

1 

«-  =  ^^=^3^  A"""'''^  -^)-^-^(l  -ksyr-t^  ds 

0 

worin  itf,  J'  Constante  oder  vielmehr  periodische  Functionen  bedeuten, 
die  ungeändert  bleiben,  wenn  man  n  um  eine  ganze  Zahl  ändert.  Die 
hier   vorkommenden    bestimmten    Integrale   sollen    der  Reihe    nach    mit 

/-+r-i/'i\  ^-+^~>(Ä),  J—fl{k),  B-^-ß(j)  zur  Abkürzung  be- 

seichnet  werden.  In  den  Integralen  soll  für  negative  reelle  k  der  Fac- 
tor (1  — Ar*)~y"^  oder  (1  — Ar *)"•'"/•',   wenn  die  Exponenten  reell  sind, 

reell  genommen  werden,  ebenso  (1"^tJ  nnd  1^""t)  ^^ 

andere  Werthe  von  k  sind  die  Werthe  dieser  Factoren  durch  stetige 
Fortsetzung,  nicht  über  eine  von  0  über  1  nach  od  gezogene  gerade 
Linie  hinweg,  in  der  ganzen  Ar -Ebene  bestimmt  Was  die  Brauchbarkeit 
dieser  Integrale  betrifft,  so  ist  sie  nur  dadurch  beschränkt,  dassn  +  j^'^l« 
—  y  —  /T,  — n  — /J,  — J  — /J'  nicht  ganze  negative  Zahlen  sein  dürfen, 
wenn  man  die  bestimmten  Integrale  in  der  Weise  definirt,  wie  ich  es  in 
dieser  Zeitschrift  XIV,  S.  52,  gethan  habe. 
Es  ist  nöthig,  die  Determinanten 


einfacher  ausdrücken,  was  durch  zwei  verschiedene  Methoden  geschehen 
kann.     Die  erste  dieser  Determinanten  soll  mit  ^„,   die  zweite  mit  />» 

bezeichnet  werden.    Es  sind  •^"  "*"'*'""' (t)i  ^"+'^~*^+^""H*)  Lösungen 
der  Recursionsformel 


*  Mao  vergl.  Bd.  XlV  dieser  Zeitschrift,  S  360flgg. 


», 
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:n+ß-l)~I.^.,[n+ß+l)|l+k)  +  ^r+f'-^)-y-f] 
,1^,  +;.t(a+n  =  o, 

H-"+?  +  li*("  +  ^),     <(.*(»  +  ?■) -A+i(«  +  ^  +  l)  =  0. 
Dg  dieser  Recuntioneforinol  ist 

J7(»  +  (i) 
»)    eine    periodische  FuBction   von  n  ist.     Hieraus  ergiebt  steh, 
line  ganze  Zahl  ist, 

.     q>{n)  n(n  +  m-e)  n(_n+m-y) ^ 

a;  n+m+ir+I,  n+m-ä+2,  JY  *^^""^'"''"f  ^f(g+j?'.  n+m*ß'+l,  n-m-y+i,  kjl 

I  nnn  znr  AnswerthnDg  dieser  Determinante  die  Qanss'achen 
SDTitzen,  so  moss  man  für  einen  Angenhücfc  A  auf  Werthe  be- 
I,  deren  absoluter  Betrag  I  ist,  also  anf  eine  Linie.  Wenn 
■h  der  reelle  Tbeil  tod  ß  grösaei  als  der  Ton  ß"  vorausgesetzt 
conTergiren  alle  Toikotnm enden  Reihen,  was  auch  »i  oder  n 
Gehen  wir  nnn  mit  m  zur  Grenze  Unendlich  über,  so  eriial- 

(i--l-)~'~^    «'•-'(i-*)-'-f ! 

-(-i)-i-i'n(-j-^')n(-,-^')w+i< +1^-1(1 -i)*-'', 

-j)-'-r  i"*'+'i'-'  ji-iy-r  nin+ß-i)n(-r-ß'tm-i-ir) 
mn+ß) 

den  Werth  von  {—!)">'"/*'  zu  finden,  Getzen  wir  in  dem  nr- 
len  Änsdmcke  für  J„  durch  bestimmte  Integrale  einen  sehr 
negativ  reellen  Werth  für  k.  Dann  nehmen  die  Integrale 
Ar),  ff"+C(A)  für  verschwindende  k  bez.  die  Grenawerthe 

n(n+ß'-i)n(-r-ß')      n(n+ß')  n(-y-ß) 


1  vergl.  meine  Antrittascbrift:  „Üeber  eine  Fonction,  welche  einer  linearen 
1-  und  Ditferenzengleichong  vierter  Ordnung  UenOge  leietet",  Halle  bei 
,  1876. 


n(-6-(^,n(~y~ß-) 
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an.      Ferner   nehmen    Ä-r-/»V» +/»'-' (i-V    k'-Y-fl'J^-hß'fj\    bez,   die 
Grenzwerthe  an* 

ii(/i+/3-i)  '    "  n{fi+ß) 

also  ist  für  ein  verschwindendes  k 

(-!)(- l)-y-<>jI(n  +  ^-l)J7(-d-y)iT(-y-/y) 

'  mFW) 

e-(r+fi'»''n(n—Y+l)  n{-8-^)      i7(«+/J'-l)  n(-y-(() 


n{n+ß-l) 
e-tr+P")'«  n{»-y)  n{-d-ß') 


n(n-y) 

knin+ßr)n[-Y-ß') 


iT(«+/J)  •  J7(«-7+l) 

-  _  e-fr+C'^'"  JI(i>+/?'-l)/3(-y-/3')i7(— d-jT) 

-       nin+ßf  - 

und  demnach 

(-l)-r-/»'  =  e-(y+/»')'« 

So  ist  endlich 

e-ir+n^k'+r+ß'+fi^-ia-ky-fi'nin+^-l)  n{-ä-ß')  n(-y-ß') 


16)    ^,  =  - 


n{n+ß) 


1 


Hieraas  geht  />„  hervor,  wenn  man  —  n  —  ß  —  /S*  statt  ti ,  —  statt  k  setat 
und  das  Vorzeichen  umkehrt,  so  dass  sich  ergieht 

_  e-itf+z»-)«»  ^«-y  (1  -A)/?^/»-  iT(-«-|3-l)  n{-S-^)  IH-y-ß^) 
^^'       "'-  n(~n~ß^)  • 

Ein  anderes  Mittel  zur  Answerthung  dieser  Determinanten  hat  man 
noch,  wenn  man  die  Integrale  als  Lösungen  einer  Differentialgleichnng 
zweiter  Ordnung  ansieht. 

Soll  nun  in  dem  Integrale  y^^Ha^x^  die  Entwickelung  aufsteigend 
mit  der  a^'"  Potenz  beginnen,  so  kann  a«,  der  Coefficient  von  x^^  will- 
kürlich gewählt  werden ,  weil  für  w  =  a  der  Coefficient  von  x^  in  der 
die  Bedingung  12)  liefernden  Gleichung  von  selbst  verschwindet.  Der 
Coefficient  von  aa^\  aber  muss  so  bestimmt  werden,  dass 

fla+,iI(a+l)-^«77(«)[«-y  +  (/J  +  ^+«  +  y-l)A:] 

verschwindet,   was   dann   stattfindet,   wenn  man  in   15)   die  Constanten 
Ay  Ä  so  bestimmt,  dass  üa—\  verschwindet,  also  dann,  wenn  man 


setxt.      Dann  ist  a«  gleich  Eins,   dividirt   durch  i2(«).     Hieraus  ergiebt 
ich  nun  für  Q^*{x)  die  Darstellung 


J>'> 


Ueber  eine  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 
1  1 


Jl  X  I 

.kCs<^\\-s)*P'{\~f'  dsCs»^-^ {l-syr^(l~'^ /(l,«+ß, «+1, kst) d*' 

e-'r+ni* kr+ff (1-ky-r n{a+^~l)n{-y-ß^)  n{Ti-ß^):n{a+ß-l)    ' 

Einfacher  gestalten  sich  die  Integrale  ^'*^(a;),  ^*'(x),  weil  jede  der 
beiden  Lösungen  der  Recnrslonsformel  12),  die  unter  15)  yerzeichnet 
sind,   die  Eigenschaft  hat,   fttr  ns= — 1  an  verschwinden.     So  hat  man 

1 

19a)  &>^*{x)=::n(ß-l)Jtf^-^l-s)-'-f'(l-jy*~^{l-xs)-fids, 


19  b) 


Differenzirt  man  diese  Ausdrücke  nach  x,  so  erhält  man  dasselbe,  als 
wenn  man  a,  y,  8  in  «  —  1,  y  — 1>  Ä  — 1  und  /J,  /J',  ß"  in  jJ+1,  |5'+ 1| 
ß^'+l  verwandelt;  der  n*®  Differentialquotient  On{x)  aber  genügt  der 
Becursionsformel  10a),  wenn  man  (>ii(^)  für  ani7(n)  setzt,  so  dass  also 
die  Constanten  in  diesen  Zweigen  den  früheren  Bestimmungen  gemäss 
sind. 

Integnrt  man  die  Differentialgleichung  durch  absteigende  Reihen ,  so 
beginnt  die  Entwickelung  des  einen  Integrals  mit  der  —  ß"^^'*  Potenz, 
und  man  muss  die  Coefficienten  B,  ß  in  15a)  so  einrichten,  dass  a^f'^\ 
rerschwindet.     Demnach  hat  man  für  a^  zu  setzen 

_  g(<>-f /^--i-n'*  k^^r^n  \\^k'\P  -ß  n(ß"-ß)  Ji(-  >i- 1) 

J7(-d-./r)  JI(-y--/r)  J7(-.«-^) 


20  j 


X 


yr-A-i(it),  Ä^-/»"+ijyr-/j-i^M 


Hieraus  entspringt  für  Q^'^{x)  die  Darstellung 

21)  Q^^r(x)^ 


kß-^^nr-ß'^ (~)  Csi^'ß (1-*) ^'ß'ii^ksyr'ß'  f{\, ß\  f-ß+h  -^) ^«i 

^kßJß"'ß-'Hk)r^'-ß{Us)'r'r  (l-lY'^  f(i,  /T',  ß^'-ß+h  f^  ds 

__^_^ 0 . 

xre-(*+/»'+r''*Ä-y-»(i-Ä/-/»'jH-.a-ir)ii(~y-i5'):J2(/r'-i) 


Von   J.   TUOMAE. 

^-  

üie    beiden    anderen    zum    Punkte    oo    gehörigen  2weige    Q*-fi(x), 
('••/''(a;)  sind  Ganss'Bcbe  Reihen.     Nämlich 

21ft)  i^.l'(x)  =  n(ß-l)a-^)-t'F(^ß,y  +  ß,ß-ßr+l,jtzl-.y 

21b)  i)»-fi'(x)  =  n(ß'~  1 ) (1 -..)-/»•/•  (^,  y+/j',  ßf-ß+l,J^pl-)  . 

Um     die    Fnnction    Ö     nach    Potenzen    von    1  —  x    zu    entwickeln, 
kann  man 

setzen  und  erhSlt  so  für  <*„  die  Recursionsformel  10b),  welche  infolge 
der  Bedingungen  11)  und  Ha)  die  jQestalt  annimmt 

r„+,n(«+2)(«+2-y)  +  r„i7(»)(l--i)(n  +  2-o)(«  +  /J)(«  +  /J') 

22)   -  r,+,  i7(;;  +  l)  [(l  +  1  -  ,7)  («+!)*-  j<5  +  y-  1 

+  (a+y-l)(l-|)|(n+l)  +  /J,3'+(l-i)y  («-1)1=0. 

Diese  Gleichnng  besitzt  die  particuläre  liösnng 

Kennt  man  aber  von  einer  Recursionsformel  zweiter  Ordnung 

24)  (pa„  -|.2  +  t/^ «« -I- 1  +  Z  ^^n  =  0 

eine  Lösung  a„^  so  erhält  man  leicht  die  zweite  durch  eine  einfache 
Summation,  wenn  man  ffn  =  ft'„Q„  setzt.  Durch  Combination  der  beiden 
Gleichungen 

qP '''/!  + 2  (»04-2+  Hffi'n  +  l  Qn-\-\  +  l"%iQn         =0, 
V«'n  +  2pn4-1  +   «/^«'w+l  Pti+1   +  Viv9n-\^\  =  ^ 

erhält  man  die  neue 

qP«'fl  +  2((>n  +  2  — ^n  +  0  —  Z^n(?n  +  J  — ^n)  =  0, 

die  in  Bezug  auf  die  Differenz  ^n -f  i  —  (»n  ==  -^ (>«  linear  ist.  Hat  man  hier- 
aus dQn  gefunden,   so  ist  dann  die  Lösung  von  24) 

Im  vorliegenden  Falle  ist  von  der  Recursionsformel  zweiter  Ordnung 
22)  die  particuläre  Lösung 

Z«ltaobTill  f.  Mathematik  il  Physik  XXI,  2.  6 
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bekannt  und  man  hat,  wenn  das  Integral  gleich  CnQn  gesetzt  wird,   für 
^Qn  die  Gleichung 

woraus  folgt 

_/         ly   n(fi^y)n{n  +  l^a) 
^"      \        kj       2I(«+j3)77(n  +  j3') 

und  hieraus 

1    1 

25)      9o^[^-j)    II    ~T^}X7, ' 


1 

0    0 


also 

26)  Cn,  =  c'n  Qn  = 


w 


s  da  s*"  Y  ö"+i  «  (i-Ä)y+i*- «  (1-0)«+/»   < 


n(„)nin-y)        ,  ,  i-n-^\sc 


0     0 


-(■-i)' 


Somit   findet  man   für  die  drei  Zweige  der  Function   Q  im  Punkte  Eins 
die  Ausdrücke 

ry'«7I(-y)      //     f,    ^^     ^  ^  •-"1(l-sy+/»'(l-(y)»  »r' 


0     0 
1 


^^-«(i-.s)-r-,*(,-iiLi^,)-^, 

27 8)  0'.«'{a:)  =  1  f      ' ''  '  \  ^-1       / 


=a-oy 


/7l-^)77(-y-|3') 
0 
1 


27b)  0..(.)  =  C.-i)^ jz(-^)iic-a-/;-;     • 

ü 

Im  Punkte   1  :  k  hat  man  die  drei  Ausdrücke 
'  ^\       e^'m-S)    J  J  \l--(l-k)sa]il-s)Y+fi'(l~ay<'(f  ' 
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1 

/>-'(i-o-'-'(i-ii^.)"'' 


0 

Hiermit  ist  für  jeden  Zweig  in  den  Punkten  0,  c»,  1,  l:k  wenig- 
stens eine  Form  der  Darstellnng  anfgestellt.  Es  lassen  dieselben,  wie 
man  leicht  siebt,  eine  grosse  Menge  anderer  Formen  zu,  von  denen 
man  einige  dnrcb  blosse  Buchstabenvertanscbungen ,  namlicb  dnrcb  Ver- 
tauschnng  von  ß  nnd  ß'  erhalten  kann.  Dann  müssen  jedoch  bei  einigen 
die  Constanten  Factoren  neu  bestimmt  werden,  wenn  sie  den  für  sie 
festgestellten  Bedingungen  gemäss  sein  sollen. 
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VII. 
üeber  die  Orundhypothese  der  Molecularmechanik. 

Von 

W.    GOSIEWSKI 

in  Wanchfta. 


In  der  bisherigen  Behandlung  von  Problemen  der  Molecularmecha- 
nik nimmt  man ,  von  der  Atomtheorie  ausgehend ,  an ,  dass  das  Differenz 
ziiren  und  Integriren  über  den  vom  Körper  erfüllten  Raum  zulässig  sei, 
ohne  aber  im  Voraus  zu  entscheiden,  ob  ein  derartiges  Verfahren  nicht 
mit  dem  Wesen  der  Theorie  in  directem  Widerspruch  stehe. 

Zur  Beseitigung  dieser  Unklarheit  liesse  sich  folgende  Frage  stellen: 
Welchen  Bedingungen  muss  ein  Körper,  als  System  mate- 
rieller Punkte  betrachtet,  genügen,  damit  bei  der  Bestim- 
mung der  Gleichgewichts-  oder  Be wegungsgleichungeu  es 
möglich  wäre,  über  den  von  ihm  erfüllten  Raum  zu  differen- 
ziiren  und  zu  integriren  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, damit  es  möglich  wäre,  ihn  durch  eine  continuir- 
liche  Materie  zu  ersetzen? 

Die  Resultate  der  Lösung  dieser  Frage,  die  den  Inhalt  der  vorlie- 
genden Schrift  bilden ,  dürften  bei  Aufstellung  von  Hypothesen  über  die 
Structur  der  Materie,  sobald  nur  das  Differenziiren  und  Integriren  über 
den  von  ihr  eingenommenen  Raum  zugelassen  wird ,  nicht  unberücksich- 
tigt bleiben.  Hieraus  dürfte  auch  der  Titel,  den  ich  meiner  Arbeit  ge- 
geben, motivirt  erscheinen. 

Das  bekannte  d'Alem her t^ sehe  Princip,  nach  welchem  man  jeder- 
zeit von  den  Gleichgewichtsgleichungen  zu  denen  der  Bewegung  über- 
gehen kann,  erlaubt  uns,  diese  Untersuchung  auf  den  Fall  des  Gleich- 
gewichts zu  beschränken. 

§1. 

Denken  wir  uns  einen  continuirlichen  und  starren  Körper  mit 
der  Oberfläche  co  und  einer  Dichtigkeit  ^.     Beziehen  wir  diesen  Körper 
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aaf  ein  im  Baume  unveränderliches  rechtwinkliges  Coordinatensjstem, 
und  es  seien  x^  y^  z  die  Coordinaten  eines  seiner  Punkte  M.  Es 
seien  ^q,  Vq^  Zq  die  auf  dieselben  Axen  bezogenen  Componenten  der 
auf  die  Masseneinheit  des  Elements  q  dx  dy  dz  wirkenden  Kräfte.  Es 
werde  fem  er  angenommen,  dass  q  und  A'o,  F^,  Zq  continuirliche  Func- 
tionen von  Xy  y,  z  sind.  Schliesslich  mögen  noch  auf  die  Oberfläche 
des  Körpers  Druckkräfte  wirken,  deren  Componenten  für  die  Einheit 
des  Flächenelements  dm   AT,  F,  Z  seien. 

Befinden  sich  nun  diese  sämmtlichen  Kräfte  im  Oleichgewicht,  so 
muss  in  diesem  FaHe  die  Summe  ihrer  virtuellen  Momente  =3  0  sein. 
Wenn  wir  also  die  Projectionen  der  virtuellen  Verschiebungen  im  Punkte 
M  durch  dx^  6y,  öz  bezeichnen,  so  Hesse  sich  obige  Bedingung  in  fol- 
gender Weise  darstellen : 

l)jJJdxdydzQ{JC^Öx  +  r^öy+Z^öz)+Jdn(Ädx  +  yöy  +  Z6z)^0, 

wo  sich  das  erste  Integral  tlber  das  ganze  Volumen ,  das  zweite  über  die 
ganze  Oberfläche  des  Körpers  erstreckt. 

Die  hier  vorkommenden  Grössen  Öx^  öy^  dz  sind  nicht  willkürlich, 
sondern  müssen  den  Gleichungen,  die  aus  den  Bedingungen  der  Con- 
tinuirlichkeit  und  der  Starrheit  folgen,  genügen.  Um  diese  Gleichungen 
zu  erhalten,  bemerken  wir,  dass  der  Punkt  M^x^y^z)  dem  Elemente 
^dxdydz  angehört,  und  nehmen  wir  in  diesem  Elemente  noch  zwei 
andere  Punkte  o  und  /3,  deren  Coordinaten  wir  bezüglich  durch  x\  y 
z  und  x'\  y'\  z"  bezeichnen  wollen.  Der  gegenseitige  Abstand  dieser 
zwei  Punkte  sei  r;  es  ist  dann 

Setzen  wir  femer 

/  //  r  ff  .  r  ff 

x  —  x=ar,     y — y^br^     z^z=cry 

wo  die  Grössen  a,  b^  c  der  Gleichung 

a«  +  6«  +  c«  =  1 
genügen  müssen. 

Wäre  nicht  der  Abstand  r  unveränderlich,  so  würde  er  wegen  der 

virtuellen  Verschiebungen  folgende  Aenderung  erleiden  müssen: 

Da  die  Punkte  a  und  ß  dem  Punkte  M  unendlich  nahe  sind,  so  ist 
wegen  der  vorausgesetzten  Continuität 


■•^.^ 


r 


■r 


118  lieber  die  Grnndbypothese  der  Molecnlarmecbanik. 

Mit  Kücksicbt  auf  diese  Gleicbungen  nimmt  der  obige  Wertb  von  ^r 
folgende  Form  an: 

dhx 


Sr  =  r  la^ 


^      rfv  dz    ^      \  dz   ^  du  } 


-.  ,       dx  dy  dz  \  dz         dy 

iv'  Die  Orössen  --—  ....  —7-^,  -— —  ....  sind  nur  von  den  Coordinaten  des 

dx  dz       dy 


(^  Punktes  M  abbängig  und  entbalten  keine  der  Grössen  r,  a,  6,  c. 
|:  Da  das  Element  starr  ist,   so  muss  für  alle  Wertbe  der  Grössen  r, 

I»;  ^'i  ^1  <^i   welcbe  die  Länge  und  die  Ricbtung  des  Linearelements  in  der 

^,,  Nabe  des  Punktes  M  bestimmen,   die  Grösse   6r  der  Null  gleicb  sein. 

p,  Dies  kann  aber  nur  stattfinden,  wenn  folgende  Gleicbungen  besteben: 

"$.  (  dSx      ^        tldtj      ^        dAz 


3) 


dx  dy  dz 


|-:  (    "dr"^"ä7~"'       "rfF"'"rfr-"*      "d^+T^-"- 

f:.  Man   siebt  also  zunäcbst,   dass  zur  Bestimmung  der  Starrbeit  eines 

^;;-  unendlicb  kleinen  Elements  secbs  Gleicbungen  3)  erforderlicb  sind. 

r*  Wollten  wir  also  die  Zabl  n  der  materiellen  Punkte  eines  unendlich 

1^ 

1^  kleinen   Systems   bestimmen,   welcbes   unserem   Elemente  entspricht,    so 

I;'  würden   wir  fi  =  4  finden ,   denn   die  Anzahl   der  Starrbeitsbedingungen 

eines   Systems    von    n  Punkten    ist    3n  — 6,    und    in   unserm  Falle  ist 

3n— -6  =  6,  also  w  =  4. 

Hieraus  folgt  offenbar,   dass,  damit  ein  als  System  materiel- 
ler Punkte  gedachter  Körper  durch  eine  continuirliche  Ma- 
g:  terie   ersetzt  werden  könne,   ein  unendlicb  kleines  Element 

^\  dieser  Materie  einem  unendlicb  kleinen,  aus  vier  materiel- 

|.  len    Punkten    bestehenden    System    im    Körper    entsprechen 

'ir  muss. 

^  Ein  solches  System  nenne  ich  Molecul,  jeden  seiner  vier  Punkte 

k  Atom;*    Q   nehme   ich   als   Dichtigkeit  und   dxdydz   als   Volumen 

|V  des  Mole culs  an,  da  diese  Grössen  der  Dichtigkeit  und  dem  Volumen 

^  des  das  Molecul  ersetzenden  Elements  gleich  sind. 

iv'  Die    obige    Beweisführung    ist    giltig    für  Elemente   von    beliebiger 

Gestalt;    der  Einfachheit   wegen    habe   ich    das  Element  als  rechtwinklig 
betrachtet,  also  sein  Volumen  gleich  dxdydz  angenommen. 


|.y  *  Obige  Bezeichnungen  habe  ich  gewählt  auf  Gruod  einer  gewissen  Analogie 

tr-..  out  der  chemischen  Theorie  über  die  Stractur  der  Gase,  nach  welcher  ein  Mol^ecul 

P  eines  einfachen  Gases  als  aus  vier  Atomen  bestehend  angenommen  wird. 


1 


J 
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§2. 

Die  Gleichungen  3)  sind  Starrheitsbedingungen  eines  continnirlichen 
Körpers  in  dem  Pnnkte  M;  wenn  aber  dieser  Körper  nur  eine  aus  den 
wie  oben  definirten  Moleculen  bestehende  Materie  ersetzt,  so  darf  man 
diese  Bedingungen  durch  sechs  Gleichungen  von  der  Form 

darstellen,   die  die  Unverftnderlichkeit  der  sechs  gegenseitigen  Abstände 
r  der  vier,   das  Molecul  in  diesem  Punkte  bildenden  Atome  bestimmen 
Wir   multipliciren  jede   dieser  Gleichungen   mit  einem  noch  zu  be- 
stimmenden Factor    X  dx  dy  dz\    es  ergiebt  sich   durch  Addition  dieser 

Gleichungen  - 

dxdydzSXdr^Q^ 

wo  £X6r  die  Summe  der  sechs  Glieder  X6r  darstellt. 

Addiren  wir  zu  der  linken  Seite  der  Gleichung  1)  das  über  das 
ganze  Volumen  ausgedehnte  Integral 


SJJ 


dxdy  dz  Zkör^ 
so  erhalten  wir  eine  neue  Gleichung 

i    I  I  fdx  dy  dz  g{XQ  6x  +  Yq  öy  +  Z^^8z)  +  j  j  1  dx  dy  dz£l6r 

)  +Mö)  iXdx+röy  +  Z6z)=::0y 

die  für  alle  Werthe  der  Grössen  öXy  öy^  öz  stattfindet  und  die  Beding- 
ungen des  Gleichgewichts  in  jedem  Punkte  eines  solchen  starren  Körpers 
ausdrückt,  welcher  durch  eine  continuirliche  Materie  ersetzt  werden  kann. 
Führt  man  in  ükir  statt  ör  den  Werth  2)  ein  und  bemerkt  noch, 

_.      _,  döx  ddy      d  öz  _        ,,        -m-     i     «»        n 

dass    die  Grössen    — — ....  — ~  +  — —  ,  . . .    denselben  Werth    für  alle 

dx  dz        dy 

Glieder  der  Summe  £  besitzen,  so  findet  man  ohne  Schwierigkeit 

döx  f d öv       döz\ 

1  döv  (döz      döx\\ 

dx  dy  dz  £X  ör  =  dx  dy  dz  ^+  ^^-J^  +  ^2  \-~ä^+  "rfT/r 

döx 

'dz'   '     n  dy 
wo  die  Grössen  Nf  und  Ti  folgende  Werthe  haben: 

5)  I      Aj^ZilrÄ«       T^  =  £Xrca, 

I     Nfi==£krc\     T^^£kiab. 

Wir  integriren   die   beiden  Seiten   dieser  Gleichung,   indem  wir  das  In- 
tegral   über    das    ganze  Volumen   des   Körpers   erstrecken  und   auf  der 


+-.-^+'-.(^+'Ä) 
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^.^.  '    ^••>-\,*X.^^'" 


-  XS^    -v^,-**^- 


.  s.  "^.^^y^y"  y  ■w*^" 


rechten   Seite    die   theilweise   Integration   anwenden.      Auf  diese  Weise 
gelangen  wir  zu  folgender  Gleichung: 

/  /  1  dxdydz£Xör 


-J'fß' 


dy  dz 


\dx 


d\c 


+ 


d7, 


'Äh 


+ 


/'^+^+<' 


6) 


\ dx    '    dy 

+  /  rfo;  }+  ('"i  T^  +^»2^2+  ^h ^i)  <5y] 

wo  die  Grössen  m^  die  Cosinusse  der  Winkel  bedeuten ,  welche  die  äus- 
sere Normale  zur  Oberfläche  des  Körpers  mit  den  Coordinatenaxen  bildet. 
Fühlt  man  den  Werth  der  ersten  Seite  dieser  Gleichung  in  die 
Gleichung  4)  ein  und  bemerkt,  dass  diese  letztere  für  alle  Werthe  der 
Grössen  dx^  öy^  öz  bestehen  soll,  so  erhält  man  aus  ihr  folgende  neue 
Gleichungen: 

dT^   .  dT,    .  dN. 

imj  iVj  +  Wj  7*3  +  ^^3  '^2  +  -^  =  Ö » 
iwi  T^g  +  Wg  7\  +  mg  iVg  +  Z  =  0. 

Die  Gleichungen  6)  gelten  als  Gleich gewichtsbedingungen  für  jeden 
Punkt  im  Innern  des  Körpers,  die  Gleichungen  7)  als  Gleichgewicht«- 
bedingungen  für  jeden  Punkt  seiner  Oberfläche. 

Aehnliche  Gleichungen  erhält  man,  wie  bekannt,  in  der  Elasticitäts- 
theorie,  und  zwar  auf  einem  andern  Wege.  Dort  werden  auch  die  geo- 
metrischen Eigenschaften  der  Functionen  Ni ,  Ti  untersucht,  die  wir  hier 
als  bekannt  übergehen.  Wir  erwähnen  nur,  dass  die  Werthe  dieser 
Grössen  im  Punkte  M  gleich  sind  den  Componenten  der  Druckkräfte, 
die  auf  die  Flächeneinheit  der  drei  ebenen ,  in  diesem  Punkte  sich  recht- 
winklig schneidenden  Elemente  wirken,  dass  sie  also  die  Parameter  des 
von  Lam^  sogenannten  Elasticitätsellipsoids  sind. 

§  3. 
Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  die  Grössen  kdxdydz  die  Intensität 
der    zwischen   je    zwei   Atomen   eines  Moleculs    wirkenden   Kräfte  aus- 
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drücken.  Diese  Kräfte  hindern  die  gegenseitige  Annäherung  und  Ent- 
fernung der  Atome,  was  nothwendigerweise  unter  der  Wirkung  äusserer 
Kräfte  geschehen  mtisste,  wenn  die  Atome  frei  wären.  Deshalb  werden 
wir  diese  Kräfte  Starrheitskräfte  des  Moleculs  nennen. 

Wenn  je  zwei  Atome  des  Moleculs  sich  zu  nähern  streben,  dann 
wird  die  Starrheitskraft  abstossend,  welche  wir  in  diesem  Falle  als 
positiv  betrachten  wollen;  im  entgegengesetzten  Falle  wäre  dieselbe  so- 
mit als  negativ  anzunehmen. 

Bezeichnen  wir  durch  m,  m',  m\  tri"  die  Massen  der  das  Molecul 
bildenden  Atome,  durch  £m  =  q  dx  dy  dz  die  Masse  des  Moleculs  selbst, 
durch  <p  die  der  Kraft  Xdx  dy  dz  entsprechende  relative  Beschleunigung 
der  zwei  Atome  m  und  m',  so  ist 

8)  kdxdydz=z         ^ 


m  "^  tn 

Die  Massen  der  Atome  kann  man  in  Theilen  der  Moleculmasse  auf 
folgende  Weise  ausdrücken: 

m  =  SQdxdydZy   m'=  s'q  dx  dy  dz^  . , .  ^ 
wo  < ,  £,  ...   positive  echte  Brüche  sind ,  die  der  Bedingung 

genügen. 

Führt  man  diese  Bezeichnungen  in  die  Gleichung  8)  ein,  so  er- 
hält man  , 

Die  Druckkräfte  Ni,  Ti  5)  sind  lineare  Functionen  der  Grössen  Ar 
oder  eigentlich  ihrer  Grenzen,  /tm(Ar),  welchen  die  Grössen  sich  nähern, 
wenn  daa  continuirliche  Element  unbegrenzt  abnimmt;  und  da  dieselben 
Druckkräfte  den  Gleichungen  6)  und  7)  genügen,  so  müssen  die  ge- 
nannten Grenzen  von  Null  verschiedene  Werthe  besitzen. 

Nehmen  wir  also  an,  dass 

so  finden  wir  ans  8) 

10)  A  dw  dy  dz  ^=  — ; — ~,  —  , 

m  +  m     r 

wo  ^  =  /im(g)r)  ist.     * 

Der  Ausdruck  10)  bezieht  sich  auf  das  Molecul,  welches  wir  hinfort 

durch  das  Symbol  . 

(m,  r)  =  (a^  da:  rfy  rf^;,  r) 

bezeichnen  wollen,   und   dessen  Dichtigkeit  nach   der  Definition  q   und 
dessen  Volumen  dx  dy  dz  ist. 

Ein  diesem  Molecul  ähnliches  System  kann  man  durch  das  Symbol 

/m      r\      (    Q  dx  dy  dz     r\ 
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der  Starrheit,  sondern  im  Gegen theil  bestimmte  Werthe  annimmt,  welche 
für  verschiedene  Körper  verschiedene  sind. 

Die  Bestimmang  des  Werthes  von  i^  für  vollkommene  Gase,  an- 
zusammen  drückbare  Flüssigkeiten  und  feste  elastische  Körper  bietet  keine 
Schwierigkeit  dar.  Wir  übergehen  jedoch  diese  Entwickelung  in  vor- 
liegender Arbeit  und  beschränken  uns  auf  die  Untersuchung  eines  sehr 
allgemeinen  und  wichtigen  Falles,  aus  welchem  erhellen  wird,  dass  das 
Gesetz  der  atomischen  Wirkungen  von  dem  Gesetze  der  Massenwirkung 
aus  endlicher  Entfernung  wesentlich  verschieden  ist. 

Das  letztgenannte  Gesetz  kann  man  auf  die  Moleculeinheit,  wie  anf 
ein  endliches  System  anwenden.  Wir  setzen  daher  voraus,  wie  es  all- 
gemein angenommen  wird ,  dass  jede  zwei  Punkte  dieses  Systems  in  der 
Richtung  ihrer  Verbindungsgeraden  aufeinander  wirken,  und  zwar  mit  einer 
Kraft,  deren  Stärke  proportional  ist  dem  Producte  ihrer  Massen  und  irgend 
einer  Function  ihrer  Entfernung,  d.  h.  wir  nehmen  an^  dass  zwei  Punkte 
mit  den  Massen  c  und  b\  deren  gegenseitiger  Abstand  gleich  R  ist,  mit 
der  Kraft  ce'i^(/?)  aufeinander  wirken.  Wir  wollen  nun  die  Grösse  der 
Atomkraft  für  entsprechende  Massen  m  und  m  im  Molecul  (m,  r)  be- 
stimmen. 

Die  Aufgabe   löst  sich  einfach,   wenn  man  in  der  Formel  12)  den 

Factor  ,  —   durch   den  jetzt  für  ihn  angenommenen  Werth  se{FR) 

ersetzt  und  noch  dabei  die  Gleichungen  11)  berücksichtigt.  Als  Resultat 
finden  wir  den  Ausdruck 

mm  (  0  \^  _  1/  p  \^ 


'-XiJ^l. 


I!,m  \ZmJ        )\£m/ 


welcher  die  allgemeine  Form  der  Atomkräfte  des  Moleculs  (m,  r)  dar- 
stellt in  der  Voraussetzung,  dass  die  allgemeine  Form  für  die  Intensität 
der  inneren  Kräfte  seiner  Einheit  (f,  R)  in  der  Formel  bs'F(^R)  enthalten 
ist ,  die  wegen  der  Bedingung  ^c  s=  1  mit  dem  Ausdrucke 

äquivalent  ist. 

Der  Vergleich  der  Formeln 

zeigt  genügend,  worin  der  Unterschied  zwischen  den  Gesetzen  der  ato- 
mischen Wirkungen  und  der  Massenwirkungen  in  endlicher  Ent- 
fernung besteht      Dieser  Unterschied  verschwindet  nur  in  einem  einzigen 

Falle,   wenn   nämlich    F(Ä)=  —    ist,    wo   k  eine   Constante  bedeutet;* 


*  Dieser  Fall  entepricht  den  permanenten  Gacien ,  wenn  k  positi?  ist. 
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denn   dann   nehmen   die  beiden  Ausdrücke  folgende  entsprechenden  Ge- 
stalten an: 

mm'  k  s  s'  k 

und  werden  miteinander  ganz  übereinstimmend. 

Fasst  man  aber  die  allgemeinen  Resultate  der  vorigen  Betrachtungen 
kurz  zusammen,  ohne  willkürliche  Hypothesen  über  die  inneren  Kräfte 
der  Moleculein heit  einzuführen,  so  gelangt  man  zum  folgenden  Satze: 

Soll  es  bei  der  Bestimmung  der  Gleichgewichts-  oder 
Bewegungsgleichungen  eines  als  materielles  Punktsystem 
betrachteten  Körpers  zulässig  sein,  denselben  durch  eine 
coutinuirliche  Mateirie  zu  ersetzen,  muss  dieserKörper  fol- 
genden Bedingungen  genügen:  1.  der  Körper  mnss  ein  aus 
einer  unendlichen  Anzahl  Atome  (materieller  Punkte)  be- 
stehendes System  sein  und  diese  Atome  müssen  so  gelagert 
sein,  dass  das  möglich  kleinste  Volumen  des  Körpers, 
d.  h.  ein  Molecul,  nicht  weniger  und  nicht  mehr  als  vier 
Atome  enthalte;  2.  nur  Atome,  welche  ein  und  dasselbe  Mo- 
lecul bilden,  können  aufeinander  anziehend,  resp.  abstos- 
send  wirken,  und  zwar  in  den  Richtungen  ihrer  Vorhin- 
dungsgeraden  mit  Kräften,  deren  Intensitäten  dio  Formel 


(2m)  (■ 


l^f 


EmJ 

darstellt,   wo  f  die  Intensitäten  der  entsprechenden  Kräfte 
in  der  Moleculeinheit  bezeichnet. 

Wir  haben  unsere  Frage  in  der  Voraussetzung  behandelt,  dass  die 
Grundhypothesen  der  Euklidischen  Geometrie  auch  für  das  unendlich 
Kleine  gelten,  d.  h.  dass  die  Ebenheit  des  Raumes  auch  in  unendlich 
kleinen  Theilen  stattfindet.  Aus  den  Untersuchungen  Riemann^s  ist 
aber  bekannt,  dass  diese  Voraussetzung  für  das  unendlich  Kleine  un- 
genügend oder  zu  beschränkt  ist;  um  also  unsere  Aufgabe  in  völliger 
Allgemeinheit  lösen  zu  können,  müsste  man  sie  in  der  Voraussetzung 
behandeln,  dass  der  Raum  im  unendlich  Kleinen  nicht  mehr  eben  ist. 
Doch  bis  jetzt  ist,  wie  mir  scheint,  eine  solche  Behandlung  dieser  Frage 
den  gegenwärtigen  Hilfsmitteln  der  Analysis  wenig  zugänglich.  Die 
Resultate  aber,  die  wir  in  der  speciellen  Voraussetzung  erhalten  haben, 
richten  schon  unser  Augenmerk  auf  jene  allgemeinen  Resultate  und 
rechtfertigen  den  Gedanken ,  dass  die  Ideen  des  genannten  grossen  For- 
schers ganz  besonders  im  Gebiete  der  Molecularmechauik  ihre  Anwen- 
dung finden  könnten. 
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V.   üeber  die  Berechnnng  des  wahrscheinlichen  Fehlers  einer  endlichen 

Zahl  von  Beobachtungen. 

S.  145  flg.  des  XX.  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift  gab  ich  einige  Be- 
merkungen über  die  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlers,  wenn  die 
Zahl  der  Beobachtungen  endlich  ist.  Diese  Bemerkungen  hat  Herr 
Helmert  S.  300  flg.  einer  strengen  Kritik  unterzogen,  welche  erst  jetzt 
nach  langer  Abwesenheit  von  mir  gelesen  wurde. 

Ich  stimme  Herrn  Helmert  gleich  zu,  dass  ich  mich  bei  der  Be- 
rechnung des  mittlem  Werthes  von  oo*  geirrt  habe.  Die  richtige  Be- 
rechnung des  mittlem  Werthes  einer  ungeraden  Potenz  von  o  würde, 
glaube  ich,  nicht  sehr  einfach  sein  Für  die  vierte  Potenz  von  ca  ist 
diese  Berechnung  leicht  genug,  aber  sie  führt  nicht  zu  einem  brauchbaren 
Ausdrucke,  weil  dieser  mittlere  Werth  von  ca*  auf  ziemlich  complicirte 
Weise  von  der  Anzahl  der  Beobachtungen  abhängig  ist.  Nur  wundert 
es  mich,  dass  ich  für  den  mittlem  Werth  von  co^  bei  dessen  Ableitung 
von  mir,  wie  Herr  Helmert  richtig  bemerkt,  irrigerweise  sowohl  die 
negativen  als  die  positiven  Werth e  von  cd  berücksichtigt  sind ,  nicht  Null 
bekommen  habe.  Wem  dies  zuzuschreiben  sei,  ist  mir  nicht  deutlich. 
Es  kann  unmöglich  davon  herrühren,  dass  vielleicht  der  Behauptung 
Helmert's  gemäss  für  gleichgrosse  positive  und  negative  Werthe  von  w 
die  Wahrscheinlichkeit  nicht  dieselbe  sei.     Denn  bei  der  Berechnung  von 

cu*^  führen  wir  für  die  Mittelwerthe  der  verschiedenen  0m  die  S^  ein ,  und 
dabei  setzen  wir  gerade  voraus,  die  positiven  und  negativen  co  seien  gleich 
wahrscheinlich.      Der   einzige  Grund   für   die  Abweichung  von   der   von 

mir  berechneten  o)*  von  Null  kann  in  der  Art  der  Berechnung  gelegen 
sein.     Aber  ist  diese  Berechnungsweise  fehlerhaft,  dann  büsst  der  berech- 

nete  Werth  von  »^  auch  viel  von  dem  bis  jetzt  darein  gesetzten  Zu- 
trauen ein ,  denn  diese  Grösse  wird  auf  dieselbe  Weise  berechnet  wie  co^. 
Die  Sache  ist  mir  noch  nicht  ganz  klar. 
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Zweitens  muss  ich  auch  gestehen,  dass  die  Gauss' sehe  Ableitung 
des  wahrscheinlichen  Fehlers  des  aus  der  Summe  der  m*®°  Potenzen  der 
bei  den  Beobachtungen  gemachten  Fehler  berechneten  Werthes  des  wahr- 
scheinlichen Fehlers  des  Resultates  der  Beobachtungen  vollständiger  und 
weniger  willkürlich  ist ,  als  ich  meinte.  Dass  ich  dies  gemeint  habe ,  ist 
nicht  so  sehr  befremdend ,  wenn  man  erwägt ,  dass  ich  hauptsächlich  die 
anvollständigen  Beweise  bei  Sawitsch  und  Helmert  im  Auge  hatte. 
Weil  nun  Gauss  den  Beweis  der  von  ihm  benützten  Sätze  unterdrückt 
und  die  Laplac  ersehen  Betrachtungen,  worauf  sich  die  Gauss 'sehe 
Ableitung  stützt,  mir  damals  nicht  bekannt  waren,  konnte  ich  leicht  der 
Meinung  verfallen,  auch  bei  Gauss  sei  die  Beweisführung  unvoUstän^ 
dig.  Nachdem  ich  jetzt  die  Laplace' sehen  Betrachtungen  kennen 
gelernt   habe,    denke   ich   über  den  Gauss' sehen  Beweis  viel  günstiger. 

Durch  diese  beiden  Irrthümer  ist  aber  der  Zweck  meiner  Bemer- 
kungen nicht  ganz  verfehlt.  Denn  dieser  Zweck  war  erstens  der,  zu 
warnen  gegen  die  Unvollständigkeit  der  Beweise  des  hier  besprochenen 
Satzes  in  vielen  Lehrbüchern,  wie  in  denen  von  Sawitsch  und  Hel- 
mert. Denn  auch  die  Weise,  wie  bei  Helmert  dieser  Satz  behandelt 
wird,  kann  ich  nicht  von  Unvollständigkeit  freisprechen.  Wenn  Herr 
Helmert  den  langen,  von  Gauss  unterdrückten  Beweis  nicht- geben 
wollte^  weil  es  in  den  Gang  seines  Buches  nicht  passte,  warum  hat  er 
dann  den  Satz  über  die  Genauigkeit  der  verschiedenen  Berechnungs- 
weisen  von  fi  nicht  lieber  ganz  unterdrückt?  Das  wäre  weit  besser  ge- 
wesen, als  dafür  einen  unvollständigen  Beweis  zu  geben.  —  Zweitens 
war  mein  Zweck ,  zu  zeigen ,  dass  man  zur  Feststellung  des  Satzes ,  dass 
der  wahrscheinlichste  Werth  des  wahrscheinlichen  Fehlers  aus  den  Fehler- 
qnadraten  gefunden  wird  —  und  nur  das  Feststellen  dieses  Satzes,  nicht  das 
Finden  der  numerischen  Genauigkeitswerthe  der  auf  verschiedene  Weisen 
berechneten  wahrscheinlichen  Fehler  hat  für  die  Lehrbücher  Wichtigkeit  — 
gar  nicht  die  zweite  Gauss 'sehe  Beweisführung  braucht,  weil  der  Beweis, 
den  ich  den  ersten  Gauss' sehen  Beweis  genannt  habe,  dann  vollkom- 
men genügt  und  so  einfach  ist,  dass  er  leicht  in  den  Lehrbüchern  Auf- 
nahme finden  kann. 

Was  zuletzt  die  Grenzen  von  co^  betrifft,  so  bleibe  ich  der  Meinung, 
flafis  Herr  Helmert  diese  nicht  richtig  angiebt.  Eine  grosse  Anzahl 
möglicher  Werthe  von  po*  fällt  ausser  den  von  Herrn  Helmert  an- 
gegebenen Grenzen ,  und  darunter  selbst  der  nach  mir  wahrscheinlichste 
Werth.  Dass  dieser  meist  wahrscheinliche  Werth  von  »^  Null  ist,  weil 
der  wahrscheinlichste  Werth  von  Gm  niit  Sm  übereinstimmt  —  ich  betrachte 
hier  natürlich  allein  wahre  Beobachtungsfehler  — ,  ist  von  Herrn  Hel- 
mert nicht  widerlegt,  wenigstens  nicht  für  den  von  mir  betrachteten 
Fall,  we^  die  Zahl  der  Beobachtungen  ziemlich  gross  ist.     Für  diesen 


Fall  befolgen,  wie  Laplace  gezeigt  hat,  die  ©  das  Gauss' sehe  Fohler- 
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gesetz,  und  auch  Herr  Helm  er  t  meint,  dass  dies  dann  nahe  richtig  ist. 
Auch  nur  für  diesen  Fall  gelten  die  Betrachtungen  von  Laplace  und 
Gauss,  und  nur  auf  diesen  Fall  hätte  Herr  Helmert  in  seiner  Kritik 
sich  beschränken  müssen,  soll  das  von  ihm  Behauptete  wahr  bleibeu, 
dass  Gauss  sich  bei  seinen  Betrachtungen  streng  von  den  Princi- 
pien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  hat  leiten  lassen. 

Mit  Verlangen  sehe  ich  dem  angekündigten  grösseren  Aufsatze  ent- 
gegen, worin  Herr  Helmert  für  den  Fall  einer  kleineren  Zahl  von  Be- 
obachtungen das  Wahrscheinlichkeitsgesetz  der  o  ableiten  wird.  Denn 
auch  die  Behandlung  dieses  Falles  hat  grosse  Wichtigkeit. 

Groningen,  September  1875.  ß.  A.  Mebs. 


VI.    Zur  elementaren  Behandlung  der  Gyoloiden. 
(ffierzu  Taf.  n,  Fig.  8  —  10.) 

■ 

Satz  1.  Der  Flächeninhalt  der  Cycloide  ist  3r*«,  der 
der  verlängerten  oder  verkürzten  Cycloide  ist  r7K(r  +  2p), 
wenn  r  der  Radius  des  erzeugenden,  q  Radius  des  Wäl- 
zungskreises  ist. 

Denkt  man  sich  die  Bewegung  des  wälzenden  Kreises  zerlegt  in  die 
Rotation  um  den  Mittelpunkt  und  die  horizontale  Verschiebung,  so 
gelangt  man  (Fig.  8)  zu  folgender  Construction  der  Cycloide:  Man 
mache  DL  =  DJ,  EK^EA,  FM=FA  u.  s.  w.  Dann  bilden  die  End- 
punkte der  Horizontalen  eine  Cycloide.  —  Legt  man  dieselben  Horizon- 
talen in  denselben  Höhen  an  die  Gerade  ^^C^  an,  so  entsteht  eine  Cnrve 
A^L^K^M^B^y  die  von  oben  gesehen  ebenso  erscheint,  wie  von  unten. 
Es  ist  also  leicht  zu  zeigen,  dass  die  Segmente  ^^L^K^  und  B^M^^K^^ 
congruent,  dass  also  die  Fläche  A^L^h\M^B^C^  und  das  Dreieck -^,  ^j  6j 
inhaltsgleich  sind,  d.  h.  =  r^it.  Nach  dem  Cavalerischen  Princip  sind 
aber  auch  die  Flächen  ALKMBCE  und  AJ.^K^M^B^C^E^  inhaltsgleich. 


Nun    ist   Rechteck  +  Halbkreis  =  2r*7r-|- 


r^n 


die  genannte   Fläche   ab* 
gezogen,  giebt  für  die  halbe  Cycloidenfläche  — jr-  ,  für  die  ganze  3r*7r. 
Trägt   man    bei   der  Construction  an  den  Bogen   —   nicht  — *,  son- 

dern   ■ —  als  Horizontale  an,  so  entsteht  eine  verlängerte  oder  verkürzte 

Cycloide,  deren  Wälzungskreis  p,  deren  erzeugender  Kreis  r  zum  Radius 
hat.      Die    Ermittelung    des    Flächeninhalts    ist    ähnlich,     wie     vorher. 


Rechteck  -j-  Halbkreis  —  S^-^tt 


r^TT 


die   entsprechende   FlKie   (jetzt 


»n 
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r^n)  abgezogen,  giebt  rp«  +  -^  für  die  halbe,  r«(r -|-2ß)  für  die  ganze 

Cycloide.  Analog  ist  die  Inhaltsbestimmung  für  die  Epi-  und  Hjpocycloide. 

Satz  2.  Die  Normale  der  Cjcloide  geht  stets  durch  den 
augenblicklichen  Berührungspunkt  des  Kreises.     (Fig.  9.) 

Beweis.  Ist  B  der  die  Cycloide  erzeugende  Punkt  und  rollt  der 
Kreis  um  die  kleine  Strecke  A  E  vorwärts,  so  bewegt  sich  B  erstens  um 
die  gleichgrosse  Strecke  BG^  zweitens  um  den  gleichgrossen  Bogen  BF^ 
d.  b.  in  der  Richtung  BH ^  wo  bei  zunehmender  Kleinheit  BH  die  Dia- 
gonale eines  Khombus  ist.  BH  wird  Tangente  der  Cycloide,  und  diese 
halbirt  also  den  Winkel  FBG  oder  LBD,  Derselbe  wird  aber  aucb 
durch  CB  halbirt,  denn  Z.  a  =  cr^  =  <Xi  •  Folglich:  die  Tangente  der  Cy- 
cloide geht  durch  C,  folglich  die  Normale  durch  den  Berührungspunkt  Ä, 

Zieht  man  HE  bis  zum  Durchschnitt  mit  BA,  so  erhält  man  den 
Durchschnitt  ^  zweier  benachbarter  Normalen,  und  eine  ( > renzbetrach • 
tung  zeigt,  dass  ß(i  =  2.  BA  ist.  Einfacher  ergiebt  sich  dies  aus  fol- 
gender Ueberlegung. 

Üeber  AB  =  rn  (Fig.  10)  errichte  man  Rechtecke  von  der  Höhe  2r 
nach  oben  und  unten.     Rollt  oben  der  Kreis  von  A  nach  F,  so  entsteht 

die  Cjcloide  ^6';    rollt   er   unten   von  D   nach   A',   so    entsteht   die   con- 

gruente   Cj^rve    DA.      F  sei   Berührungspunkt    der   Kreise.      Macht   man 

Bogen  FH  =  AF   so  ist  HF  Normale  und  gleichzeitig  Bogen  HE^=FB, 

HF   verlängert  schneidet   aber  unten   Bogen    GJ=HE  eih,    es   ist  also 

auch  DG=GJ,  Folglich  ist  J  ein  Punkt  der  Cycloide  DAy  6/ Normale 
und  HJ  Tangente  derselben.  Dies  gilt  von  jeder  Normale  der  oberen 
Curve.     Hieraus  folgt: 

Satz  3.  Die  Evolvente  und  Evolute  der  halben  Cycloide 
sind  der  letzteren  congruent.  Inwiefern  /sich  als  Krümmungsmit- 
telpunkt betrachten  lässt,  ist  nun  leicht  durch  elementare  Entwickelungen 
nachzuweisen.    Satz  3  lässt  sich  auch  mit  Hilfe  der  Gegencycloide  beweisen. 

NB.  Complicirtere  Versuche ,  Satz  2  elementar  zu  entwickeln ,  finden 
sich  bei  Zehme  (Die  Cycloiden,  Iserlohn  und  Elberfeld  1854)  und 
Weissenborn  (Die  cyclischen  Curven ,  Eiseuach  1856). 

Rollt  der  Kreis  nicht  auf  der  Geraden,  sondern  auf  einem  andern 
Kreise,  sei  es  aussen  oder  innen,  so  lässt  sich  eine  kleine  Wälzungs- 
strecke  als  Gerade  betrachten.  Satz  2  gilt  also  aucb  von  derEpi-  und 
Hypocycloide.  Dass  die  Evoluten  und  Evolventen  der  letzteren  ihnen 
selbst  ähnlich  sind,  ergiebt  sich  ähnlich,  wie  bei  Satz  3,  durch  eine  ele- 
mentare Betrachtung.  (Vergl.  Herbst -Programm  1875  der  Gewerbeschule 
zu  Hagen.)  jy^^  q    Holzmülleb. 

Director  der  Gewerbesohule  xu  Hagen. 
ZelUohrift  f.  Maifaomatik  o.  Phyaik  XXf,  2.  9 
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Vn.    Bestimmung  der  Anzahl  der  Doppeltangenten  ebener  Curven, 
deren  Coordinaten  rationale  Functionen  eines  Parameters  sind. 

Im  63.  Bande  des  Crelle-Borchardt^scheu  Journals  hat  Clebsch 
die  in  der  üeberschrift  bezeichnete  Anzahl,  die  in  deu  PI ück erwachen 
Formeln  a  posteriori  bekannt  war,  durch  ein  eigen thümliches  directes  Ver- 
fahren gefunden.  Dasselbe  findet  sich  dargelegt  auf  S.  53  und  54  der 
citirten  Abhandlung  und  lässt  theoretisch  gewiss  Nichts  zu  wünschen 
übrig.  Wer  aber  einmal  versucht  hat,  nach  dem  von  Clebsch  vor- 
geschriebenen Verfahren  die  Rechnung  durchzuführen,  d.  h.  die  End- 
gleichuns:,  welche  die  Doppeltangenten  liefert,  wirklich  aufzustellen,  wird 
der  grossen  Weitläufigkeit  der  durchzumachenden  Operationen  wegen 
jedenfalls  den  Wunsch  nach  einem  einfacheren  Verfahren  berechtigt  finden. 
In  dem  nach  Clebsch  zu  bildenden  Eliminationsresultate  erscheinen 
nämlich  Factoren  von  nicht  geringerem  als  dem  5(w  — 2)* — 4(w  — 2)(/j  —  3; 
=  (w  —  2)(w  +  2)*""  Grade,  die  der  Frage  fremd  sind.  Es  ist  mir  gelungen, 
die  fragliche  Endgleichung  sofort  von  allen  fremden  Factoren  frei  dar- 
zustellen, und  die  dabei  befolgte  Methode  bildet  den  Gegenstand  der 
folgenden  kleinen  Abhandlung. 

Ich  werde  mich  in  der  folgenden  Darlegung  der  Bezeichnungen 
9>W>  ^W»  ^(0  ^^1^  ganze  Functionen  ü**'"  Grades  des  Parameters  A 
bedienen.  Möge  die  Curve  gegeben  sein  durch  die  ihre  Cartesischen 
Coordinaten  x^  y  bestimmenden  Relationen 


1) 


x  = 


_d_a) 


Dann  schreibt  sich  die  Gleichung  der  Tangente,  welclie  die  Curve  in 
dem  Punkte,  welcher  dem  Parameter  A  entspricht,  berührt,  als  Deter- 
minante 


2) 


g)(A),     0(A),     ^(A) 
(P'W,     ^'W,    ^'W 


=  0. 


Ich   verzichte   darauf,   dieselbe   durch  Einführung  von   —  an  Stelle 

von  A  homogen  zu  machen,  indem  die  dadurch  erreichte  grössere  Sym- 
metrie nicht  bedeutend  genug  erscheint,  auf  andere  Vortheile,  welche 
die  Beibehaltung  eines  Parameters  bietet,  zu  verzichten. 

Die  im  Punkte  A  —  wenn  wir  uns  kurz  so  ausdrücken  dürfen  — 
berührende  Tangente  2)  wird  nun  die  Curve  in  weiteren  w  —  2  Punkten 
V  treffen,  welche  durch  die  Gleichung  gefunden  werden: 

9>(v),     ^W,     i^(v) 

3)  <pW.    »Wi    ^W  =<>. 

<p'W,    n^)»   ^'W 
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Dieselbe  ist  scheinbar  vom  Grade  n  in  Bezug  auf  v;  allein  es  lässt  sich 
der  Factor  (y  —  A)^  abtrennen  und  die  alsdann  resultiren de  Gleichung  ist 
weiter  au  untersuchen.  Soll  dieselbe  die  Tangente  im  Punkte  A  als 
Doppeltangente  charakterisiren ,  so  muss  sie  zwei  gleiche  Wurzeln 
besitzen,  es  muss  also  ihre  Discriminante  verschwinden. 

Zunächst  haben  wir  also  den  Factor  (v  — A)^  abzuscheiden«     Es  isti 
wie  man  leicht  bestätigt: 

^^        ^  +«,  +  2r/3A+3«,A2  +  ...  +  (;l-l)/l„A'-^ 

wenn 

Wir  setzen  ferner 

g>iii  =  fl'o  +  ^1  ^  +  ^'«^^  +     •     +  ^«n^"'- 

Dann  kann  man  nach  dem  Vorigen  schreiben 


4) 


y  (y)  -  y  (A)  —  (v— A)  q>\k)  ^    ^_.^     d_  /y  — y,,|\ 


+  "    -rfAV  A"--^  ;^    ^r/A\  A   r 


Der  Kürze  wegen  sind  die  Argumente  A  in  9>(A)  weggelassen. 

Subtrahiren  wir  also  in  3)  die  zweite  und  die  mit  (i'  — A)  multipli- 
cirte  dritte  Horizontalreihe  von  der  ersten,  so  wird  die  erste  durch 
(r  — A)^  theilbar  und  der  Quotient  sind  Glieder,  die  aus  der  rechten  Seite 
von  4)  durch  Ersetzung  des  Charakters  q>  durch  <jr»,  ^,  ^  hervorgehen. 
Ordnen  wir  jetzt  nach  Potenzen  von  v  an,  so  zerfällt  3)  in  eine  Summe 
von  Determinanten,  deren  erste  Verticalzeile  die  Glieder  enthält: 

Tli^lß^)'     '^'    '•''     »«  =  (1.2... .»-!), 

-svährend  die  zwei  folgenden  analog  gebildete  Ausdrücke  für  O  und  t/; 
sind.  Dies«  Zeile  verwandelt  sich  durch  Subtraction  des  mit  A"»  multi- 
plicirten  Gliedes  von  dem  letzten  in 

'    A 
und    durch    Subtraction    des   mit  multiplicirten    dritten    Gliedes   vom 

in 

zweiten 

tn 
Jetzt   multipiicireu   wir  das  erste  Glied  mit  A'"   und  subtrahiren  es 

vom  dritten ,  dann  wird  das  dritte  Glied 

9* 
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Demnach  haben  die  drei  Glieder  die-  Dimensionen 

71  — m— 1,     m  — 1,     (w  — m — !)  +  (»»— 1). 

Die  Summe  dieser  Zahlen  ist  272  —  4  und  mau  erkennt,  dass  jede  der 
betrachteten  Partialdeterminanten  eine  ganze  Function  2n  —  4^^"  Grades 
in  k  ist. 

Demnach  haben  wir  das  Resultat  gefunden :  Man  ist  im  Stande ,  die 
Gleichung  n  —  2*®"  Grades,  welche  wir  suchrn,  in  einer  Weise  darzu> 
stellen,  dass  ihre  Coefficienten  ganze  Functionen  2w  —  4^**"^  Ordnung  in 
l  sind.  Daraus  folgt  unmittelbar  das  gesuchte  Endresultat.  Denn  die 
Discriminante  einer  Gleichung  n  —  2*°"  Grades  ist  eine  homogene  Func- 
tion 2(n  —  Sy®""  Ordnung  ihrer  Coefficienten ,  steigt  also  in  Bezug  auf  k 
zum  Grade  (2  «  -  4) .  2 .  (w  -  3)  =  4  («  -  2)  («  -  3).  M  ithin  ist  die  G  leich- 
nng,  welche  die  Parameter  der  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten 
liefert,  vom  Grade  4(w  —  2)(«  — 3j  und  die  Anzahl  der  Doppeltangenten 
selbst  2(«-2)(n-3). 

Der  Fall,  wo  die  Curve  Rückkehrpunkte  besitzt,  ist  im  Vorher- 
gehenden nicht  berücksichtigt.  Derselbe  bietet  indess  keine  weiteren 
Schwierigkeiten  dar. 

Betrachtet  man  die  allgemeine,  hierher  gehörige  Curve  vierter  Ord- 
nung und  bezeichnet 

^a)  =  ^0  +  ^^  +  ''2^'  +  ''3^'  +  ^4  ^^ 

^W  =  CQ+c,k  +  c^k^  +  c^k^  +  c^X\ 

ferner  die  dreigliedrigen  zehn  Determinanten,  welche  man  aus  den  15 
Grössen  o,  6,  c  bilden  kann,  in  der  Weise,  dass  z.  B. 

gesetzt  wird,  so  lautet  die  Gleichung  achten  Grades,  welche  die  Para- 
meter  der  Doppeltangenten  liefert: 

4  [IM.,  +  2  X»J^  +  A«  (^^  +  3  -4,,)  +  2  i  ^„  +  ^  J 
Für  die  Lemniscate  hat  man 

^a)=2Aa*-i), 

,^(l)  =  i<  +  6i«+l. 
Daraus  folgt  die  Gleichung,  welche  v  liefert: 

»»«(3i*+6A«-l_)  +  8lv(A»-l)  +  i«-6i»-3  =  0, 
und  die  Discriminante,  welche  für  die  Doppeltangenten  verschwindet: 
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(3k*  +  6k^  -  1)(A*  -  6k^  -  3)  -  16;i«(;i«~l)«=  0,      . 

oder  entwickelt 

Sil»  -  28A«  -  14X*  —  28 A«  +  3  =  0. 

Die  Lemniscate  besitzt  demnach  vier  Doppeltangenten,  die  wir  mit 
römischen  Ziffern  bezeichnen  wollen.  Die  nebenstehenden  Werthe  wer- 
den von  k  in  den  BertLhmngspnnkten  angenommen. 

I)  y2+ yz,         y2-  yi; 

II)  _j/2-^3,  -/2-J/3; 

ni)  HV^+y^J),  -Wl  +  J^i)i 

IV)  i(^3-^6t),  -Wd-j/ei). 

Die  zwei  reellen  Doppeltangenten  gehen  bekanntlich  der  X-Axe  parallel. 
Die  vier  Berührungspunkte  haben  die  vier  Werthe,  welche  sich  aus 

__/2  _/6 

^""    4  '     "^""4 

durch  verschiedene  Zeichencombination  ergeben.  Die  imaginären  Dop- 
peltangenten gehen  der  F-Axe^  parallel. 

Münster.  Dr.  K.  Schwbbing. 


Vm.    Bemerkung  lu  der  Curve  -j=-j=  1. 

Dass  algebraische  Curven  angegeben  werden  können,  deren  Sec- 
toren  mit  Hilfe  der  cyclischen  und  elliptischen  Functionen  in  analoger 
Weise  verglichen  werden,  wie  es  nach  der  berühmten  Entdeckung  von 
Gauss  rücksichtlich  der  Bögen  des  Kreises  und  der  Lemniscate  ge- 
schehen kanU)  ist  eine  so  naheliegende  Sache,  dass  unzweifelhaft  die 
desfallsigen  Untersuchungen  schon  öfter  angestellt  und  derartige  Curven 
angegeben    worden    sind.     Vielleicht   ist   die   Bemerkung  von  Interesse, 

dass  die  Curve 

a:*  +  y*  =  r* 

and  ebenso  natürlich 

die   dem  Kreise  und   der  Ellipse  verwandt  zu  sein   scheinen,   in  diese 
Kathegorie   gehören.      Denn   wendet  man  Polarcoordinaten  r  und  g>  an, 

80  überzeugt  man  sich  durch  die  Annahme  z=:  —  tg(p  alsbald,   dass  der 

Sector  u  durch  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  gegeben  wird: 

g 


*  Jyi+z* 
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-^.-^••y\y**«/ 


dessen  Perioden  ein  rationales  Verhältniss  besitzen.  Die  Quadrate  der 
Coordinaten  a*,  y  drücken  sich  sehr  einfach  durch  ^-Quotienten,  von 
2u 


—r  aus. 
ah 


Münster.  Dr.  K.  Schwering. 


IX.    Zur  Constmotion  einer  nnimodul&ren  Determinante. 

Her  mite  hat  in  einer  Abhandlung  ,,Sur  une  guesiion  relative  ä  In 
theorie  des  nombres''  (Liouville's  Journal  Bd.  XIV,  S.  21)  folgendes 
Problem  behandelt: 

Es  seien  ajt,o  (^  =  0, 1, ..  «)  «  +  1*  ganze,  positive  oder  negative 
Zahlen,  deren  grösster  gemeinsamer  Theiler  die  Einheit  ist;  es  sollen 
die  n(n-{-l)  ganzen  Zahlen  Oi^^  so  bestimmt  werden  (t  =  0,  l,-..n; 
Ar=:  1 ,  2,  ...  »i),  dass 

werde,  d.  h.  man  soll  eine  unimodulare  Determinante  von  gegebener 
erster  Colonne  cunstruiren. 

Hermite  giebt  dazu  folgendes  Verfahren  an. 

Ist  nt  der  grösste  gemeinsame  Theiler  zwischen  ajt.o  und  Jtt^i 
(Ar=3l,  2,  ...  n,  wobei  n^  gleich  ao,o  genommen  wird,  und  nn  =  l  werden 
muss),  so  mögen  zunächst  die  Grössen  rik  und  tfk  ganzzahlig  aus  den 
Gleichungen 

%öl,0—    ^OO-O    =^11 

V*^*,0""^*'K*— 1=  w*,     ^  =  2,  3,  ..    n 

bestimmt  werden.  Wählt  man  nun  die  ganzzahligen  Grössen  V|-,jt  (t  =  ly 
2,  ...  ;i;  /:=  1,2,  .../<)  derart,  dass  sie  der  einzigen  Bedingung 

2  ±  VM  V2.2     . .  Vn,n=  +  1 

genügen,  nimmt  man  ferner  die  Grössen  M„^i  (t=  1,  2,  ...  n)  willkürlich, 
aber  ganzzalilig,  und  bestimmt  die  Grössen  M^^^  successive  aus  den 
Gleichungen 

^*-i,i=»?'it  vt,i  +  ^*,i — —,     Ar=«,  «  — 1,  ...  3,2; 
dann  werden  durch 

«0,1  =i?o*'i,«'  +  ^i,«-^  J     «  =  1»2,  ...  n, 

(^k,i^flkVk,i  +  J^k,i^^\     A:  =  l,2,  ...  n 

nk   1 

die  Elemente  der  verlangten  unimodularen  Determinante  geliefert. 

Es  giebt  nun,  wie  ich  hier  darlegen  will,  zur  Lösung  des  Problems 
eine  wesentlich  andere  Methode,  die  mir  vor  der  eben  entwickelten  Vor- 
züge zu  haben  scheint.  Ich  muss  zu  diesem  Zwecke  einige  Resultate 
vorausschicken,   welche  ich  in  einer  Untersuchung  über  die  Formen,   in 


mm 
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denen  die  Auflösungen  einer  unbestimmten  Gleichung  des  ersten  trrades 
enthalten  sind,  früher  gewann  (d.  Zeitschr.  Bd.  XIX,  S.  53);  dort  ist 
allerdings  nur  auf  ganze  positive  Werthe  für  die  unbekannten  Bezug 
genommen ,  jedoch  werden  die  betreffenden  Resultate  durch  Zulassung 
negativer  Werthe  nicht  weiter  gestört.  Die  Sätze  sind  folgende: 
Löst  man  die  unbestimmte  Gleichung 

k  =  n 

nach  der  Euler' sehen  Methode  auf,  so  werden  alle  Unbekannten 
schliesslich  dargestellt  durch 

2)  Xk^M),^  ^  fik^ilty     /f=l,2,  ...w, 

i  =  \ 

WO  die  Grössen  U  willkürliche  ganze  Zahlen  sind;  das  System  2)  wurde 
eine  Form  für  die  Gleichung  1)  genannt,  und  es  ward  nachgewiesen» 
dass  das  Euler^sche  Verfahren  stets  eine  allgemeine,  d.  h.  alle  mög- 
lichen Lösungen  umfassende  Form  liefert.  Eine  solche  allgemeine  Form 
hat  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  die  Determinante 


3) 


a. 


«1,1 


«1,  n— I 


Og      02.1    ...   Ö2,n-1 


«n      ön,l  •••  fln,n— 1 


=  /> 


4) 


mit  willkürlicher  erster  Colonne  gebildet  wird,  und  wenn  man  den  Co- 
efficienton  von  Up  in   D  durch  a^  bezeichnet,  immer 

P  1,  ^,    .  .  .   7{ 

oder     «p  =  —  ^p , 

ist.  Der  zweite  Fall  kann  ausgeschlossen  werden,  da  man  eventuell 
durch  Vertauschung  von  ti  mit  /jt  auf  den  ersten  zurückkommt. 

Hiermit  ist  nun  folgender  Weg  zur  Lösung  des  oben  bezeichneten 
Problems  gegeben. 

Es  seien  die  gegebenen  Elemente  der  ersten  Colonne  durch  ^k 
(^Ar==l,2,  ...  w),  die  gesuchten  der  übrigen  Colonnen  durch  rf,-,u.  (i  =  l> 
2,  ...  />;  A:=:2,  3  .  .  n  —  1)  bezeichnet,  so  dass  zu  bestimmen  ist 

^8       ^2,1    •••  ^2,  n— 1 


5) 


E  = 


=+1. 


^n      "11,1     ••  "n,  n  —  1 

Löst  mau  dann  nach  dem  Eu  1er 'sehen  Verfahren  die  Gleichung 


k=zH 


6) 


und  heiflst  die  gewonnene  Form 


AkX/c=^+  1 


''*., 


L».    »    ■ 


t 


1S6 
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<=fl  —  1 


wobei  also  stets 


7^1 
k=n 


8) 


^kllk  =  +1» 


und  construirt  man  endlich  die  Determinante 


9) 


/>'= 


f*i     «1,1  ...  öl, fi-t 

f*2      ^^^i    •••   ^2,  n  — 1 
Mn      ^»,1  •  ..    fl»,  n— 1 


und  deren  Beciprocaldeterminante  E\  so  ist  E'  die  gesuchte  De- 
terminante ß.  Der  Coefficient  von  iik  in  D'  ist  nämlich  nach  4)  nichts 
Anderes  als  Ak]  ferner  wird,  wegen  8),  />'=  +  !,  also  auch  J^=  +  l. 
Wird  der  Coefficient  von  a^^k  in  ß'  durch  acf^k  bezeichnet,  so  hat  man 

•     10)  rf<.*  =«,,*. 

^  Eine  Ersetzung  der  Grössen  fik  durch  eine  andere  Lösung  der 
Gleichung  6)  bringt  eine  neue  Determinante  E^'  zum  Vorschein,  die  in- 
dessen aus  der  früheren  E^  durch  Subtraction  einzelner  Colonnen  von 
anderen  ebenfalls  gefunden  wird,  so  dass  E'  und  E^'  nicht  als  wesent- 
lich verschieden  anzusehen  sind.  Eine  neue  unimodulare  Determinante, 
welche  nicht  direct  aus  E'  ablesbar  ist,  erhält  man  erst,  wenn  man  die 
Grössen  U  in  7)  durch  eine  unimodulare  Substitution  transformirt,  d.  b. 
wenn  man  setzt 

11)  ik=  yj  f>k,kSA,     /r  =  l,2,  ...(fi-l), 

mit  der  einen  Bedingung,  dass 

12)  £  +  61,162,2  ...  6n-l,n-l  =  +l  , 

und  der  andern,  dass,  wenn  die  Form  7)  dadurch  Übergeht  in 

<=ii— 1 
i»A  =  fA*+   ^.   CkjSi,     A:=l,  2,  ...n. 


13) 


14) 


A=ii-1 


Ck,i 


^  Ar  =  l,2,  ..    w, 


nicht  etwa  7)  und  13)  identisch  werden. 

E"'  wird  dann  sofort  als  Reciprocale  von 


(l^       C2,2      ..   C-J,«  — 1 


f*«      ^«,2   • .  •  <^ii,  n  — I 
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V".r  •  V^^^ A^V  x»^>r^-^  ' 


gewoDnen.     Wesentlich  verschiedene  Determinanten  E  existiren  also  un- 
endlich viele,  falls  n>2. 

Dorpat.  Prof.  K.  Weihrauch. 


X.  Ueber  die  einem  Dreieok  eingeschriebene  und  die  a^lBchriebene  Ellipse. 

Dem  Euler^schen  Problem,  um  ein  Dreieck  die  kleinste 
Ellipse  zu  beschreiben,  steht  das  Problem  zur  Seite,  in  ein 
Dreieck  die  grösste  Ellipse  einzuschreiben.  Beide  Probleme 
sind  in  den  Annales  de  Gergonne,  idme  IV ^  von  Herrn  Berard  gelöst 
und  Liouville  hat  im  T.Bande  der  ersten  Serie  seines  Journals  eine 
kurze,  rein  geometrische  Lösung  des  Eul er' sehen  Problems  gegeben. 
Man  kann  beide  Probleme  gleichzeitig  lösen  nach  der  Methode, 
welche  Gauss  (Bd.  IV,  S.  388)  angewendet  hat,  um  die  grösste  Ellipse 
in  ein  Viereck  einzuschreiben,  wobei  nur  seine  Ausdrücke  geometrisch 
interpretirt  zu  werden  brauchen.  Vom  Gebrauch  der  Infinitesimalrech- 
nung kann  dabei  Abgesehen  werden,  wenn  man  die  Sätze  als  bekannt 
voraussetzt,  dass  bei  allen  Dreiecken  mit  vorgegebenem  Umfang  das 
gleichseitige  das  grösste  ist,  und  dass  hieran  «Nichts  geändert  wird,  wenn 
der  Inhalt  noch  durch  das  Product  der  drei  Seiten  dividirt  wird,  welche 
Sätze  sich  elementar  beweisen  lassen.  Da  es  vielleicht  Manchem  nicht 
unwillkommen  ist,  den  Ausdruck  des  Flächeninhalts  einer  Ellipse  durch 
die  drei  Dreiecke,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  und  drei 
Punkte  oder  drei  Tangenten  derselben  bestimmt  sind,  zur  Hand  zu  haben 
(auf  welchen  Ausdrücken  die  Lösung  beruht),  so  mag  die  Lösung  des 
obengenannten  Problems  hier  folgen. 

Nennen  wir  das  Euler' sehe  das  zweite  und  das  andere  das  erste 
Problem,  so  verstehen  wir  unter  /?,  p\  p'  die  Entfernungen  des  Mittel- 
punktes der  eingeschriebenen  Ellipse  von  den  Dreiecksseiten  im  ersten 
Problem,  die  reciproken  Werthe  der  Entfernungen  des  Mittelpunktes  der 
umschriebenen  Ellipse  von  den  Ecken  des  Dreiecks  im  zweiten  Problem. 
Im  ersten  Problem^ sind  a,  b  die  Halbaxen  der  Ellipse,  im  zweiten  die 
reciproken  Werthe  der  Halbaxen.  In  beiden  Problemen  sind  a,  a',  a" 
die  Winkel,  welche  die  Linien,  die  zu  p,  p\  p'  gehören,  bez.  mit  der 
zu  a  gehörenden  Axe  machen,  und  in  beiden  Problemen  ist 

d.  h.    <p,   qp',   9"  sind  die   zwischen    p\  p";   p\  p\  p^  p'  bez.   gelegenen 
Winkel. 

Nun  gelten  Mr  beide  Probleme  folgende  Formeln  und  Rechnungen: 

p^  «a  «*  co^  a  +  6*  sin^a,  p'^  =  c?  cos^cl'\-  h^  sin^a\  p"*  =  a*  cos*a''\-  b^  sin^a" 

oder,  wenn  a*+ft*  =  tf,  a*  — A*=ä  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 


188 
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•  ^  ^^  <n  ^-,^*^  »^   «^  -   ^,  -• 


%■ 


4*' 


H. 


*  ■ 

L*1 


1)  o  +  dcos2tt^2p^,     c  +  6cos2cc=2p\     0  + d cos2a' =^2p"*. 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  bez.  mit 

sin  2  («"—  a)  =  sin  2  rp ,     sin  2  (o  —  «" )  =  sin  2  q>\     sin  2  (a-  a)  =  sin  2  <p' 
tind  addirt,  so  folgt 

2)  p*  51/1  qp  cos  (p  +  p'*  ^m  q>'  cos  (p'+  p"*  if  n  (p"ros  q/'ss  —  a  51/1  q>  sin  <p'  sin  <p'\ 

I 

Durch   Subtraction   je    zweier    der  unter   1)   verzeichneten   Gleichungen 
erhält  man  weiter  ö{cos2a^  cos2a)  =  2{p^—p'^)  etc.  oder 

.   d  sin  qp  sin  {a  +  a")  =  p"« — p's,  $  sin  g/  sin  (a"+  er)  =  p^  —p'\ 

ö  sin  (p'sin  («  +  er')  =  p'*  — p*. 

Hieraus  folgt  durch  Erheben  auf  das  Quadrat 

S - S  cos 2 («'+  a")  =  ^i^Z^'Ü* ,     S-ÖC0S2 («"+  «)  =  ^^^'T^-^ , 

^  sm*q) 

Multiplicirt  man  die  unter  3  a)  verzeichneten  Gleichungen  bez.  mit 

—  sin  2  9  =  sin  2(o  +  a'—  a"—  a) ,     —  sin  2  g»'=  m  2  (a'+  «"—  o  —  «')  > 

—  m  2  9"=  «n  2  («"+  a  —  o'—  «"  j  ■ 
und  addirt,  so  ergiebt  sich 

6^  {sin  2q>  +  sin  2  q>'+  sin  2  <p")  =  —46*  sin  tp  sin  q>  sifi  fp' 
=  4  (p"«-p'2)«  co/^g,  +  4 (p»-p"«)«  ro/^9)'+  4  (p'*-p*)*  co^9" 
oder,  wenn  man  nach  den  Potenzen  der  p  ordnet: 

S^  sin^q>  sin^g)'  sin^(p" 
=  p*  .wi*  ()p  +  p'^  5i/2*<)p'+  p"*  Äi>j*g)"+  2p'*p"*  roÄ  ()p  51«  qp'siVj  g)" 
+  2p"*p*  C059'  sing)" sin  tp  +  2fß^p'^  cos g)" sin  gf  sin  g>\ 

Zieht   man   von   dieser  Gleichung   die  unter  2)   verzeichnete  Gleichung, 
nachdem  sie  auf's  Quadrat  erhoben  ist,  ab,  so  erhält  man  endlich 

(ö*  —  d*)  sin^g)  sm^ g/ sin^ g>"=  4a^b* sin^g>  sin^ g/ sin^ g>' 
5)        =  —  p*  sin^  g>  —  p'*  sin^  g/—  p"*  51/j*  <p''  +  2p'^p'^  sin*  g!  sin*  g>" 
+  2p'* p*  sin* g>' sin* g>  +  2p* p*  sin*g>  sin*g>\ 

Im  ersten  Problem  seien  nun  die  Dreiecksseiten,  auf  denen  p^p\p" 
Lothe  sind,  bez.  /,  /,  (",  so  ist  ( :  1^:  f'=  sing> :  sing>':  sing>'\  Ferner  sei 
z/  =  |p/,  ^=^pY,  ^/'=|p'r,  i)  =  z/  +  ^  +  ^/  =  ir^5iw<p"  =  i/r5w«p', 
so  ergiebt  sich  aus  5) 

4  n*  b*  i*  {('  sin  9)'  sin  <p"=  1 6  a*  b*.  D* 
=  _  16^4  _  16^4-  16^'^  +  32^«z/'a  _^  32  ^'2  z/"»  +  32  J'*  d* 

=  16  D{J  +  J'-  J"  ){J  ^  J'+  d"){-  ^^+  J'+  ^/') 
oder 


4) 
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Im  zweiten  Problem  setzen  wir  sin (p=^  ^ pp' A^  sin ()p'=  ^ p''p ^, 
sinq>"=^pp'/f\  so  folgt  aus  5) 

aH^d^J^/l'^  =  -  ^4-  y4  _  ^'4  4. 2  ^2^2  ^  2  ^'»^"«  +  2  zr'^^2 
oder 

Die  unter  6)  und  6a)  stehenden  Ausdrücke  liefern  den  Flächen- 
inhalt oder  den  reciproken  Werth  des  Flächeninhalts  bez.  einer  einem 
Dreieck  mit  dem  Inhalt  J  +  ^:/'+  ^"=  D  bez.  eingeschriebenen  und  um- 
schriebenen Ellipse  durch  die  Dreiecke,  welche  durch  den  Mittelpunkt  und 
die  Seiten,  bez.  die  Ecken  des  vorgegebenen  Dreiecks  bestimmt  sind. 
Der  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Ausdruck  ist  genau  so  gebaut 
wie  die  Formel,  welche  den  Inhalt  eines  Dreiecks  aus  den  drei  Seiten 
bestimmt,  und  man  erkennt  hieraus  die  Beziehung  zu  den  am  Eingange 
berührten  Dreiecksproblemen.  Dieser  Flächeninhalt  wird  demnach  ein 
Maximum,  bez.  Minimum,  wenn  z/ =  ^/=  ^  = 'j^ Z>,  also  der  Mittelpunkt 
der  Ellipse  der  Schwerpunkt  des  vorgegebenen  Dreiecks  ist. 

Freiburg  i.  B.  Prof.  J.  Thomae. 


XI.    lieber  Fusspunktscurven. 

Die  gewöhnliche  Methode ,  zu  einer  gegebenen  Curve  die  Fusspunkts- 
cnrve  von  einem  gegebenen  Punkte  (a,  ö)  aus,  d.  h.  den  geometrischen 
Ort  der  Fusspunkte  der  von  einem  gegebenen  Punkte  auf  die  Tangen- 
ten einer  gegebenen  Curve  gefällten  Lothe  zu  bestimmen,  ist  die  fol- 
gende. 

Ist  (S,  1?)  ein  beliebiger  Punkt  der  gegebenen  Curve  AO**»y)  =  öi  s^ 
erhält  man  die  Fusspunktscurvc  durch  Elimination  von  $  und  17  aus  den 
drei  Gleichungen 

wo   die  erste  Gleichung  eine  beliebige  Tangente   der  gegebenen  Curve, 
die  zweite  das  vom  Punkte  (a,  h)  auf  sie  gefällte  Loth  darstellt. 

Legt  man  aber  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  in  Liniencoor- 
dinaten  zu  Grunde,  so  erhält  man  ganz  allgemein  die  Gleichung  der 
Fusspunktscurve,  in  Punktcoordinaten  ausgedrückt,  durch  eine  einfache 
Substitution,  welche  zugleich  zeigt,  von  welchem  Grade  die  Fusspunkts« 
curve  werden  muss. 


1»?-^»- 
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Ist  nämlich 
1)  g)(«,r)  =  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  in  Liniencoordinaten  und  sind  (u,  v) 
die  Coordinaten  einer  beliebigen  Tangente  der  Cnrve,  (»r,  y)  die  Coordi- 
naten  des  Fnsspnnktes  des  vom  Punkte  (a,  6)  auf  diese  Tangente  gefäll- 
ten Lothes,  so  hat  man 
W:^  2)  ux  +  vy  +  l=0, 

3)  «(y-6)-t;(ar-o)  =  0, 

und   durch  Elimination  von  u  und  v  aus  diesen  drei  Gleichungen  erhält 
man  die  Gleichung  der  Fusspunktscurve  in  Punktcoordinaten. 

Nun  geben  die  Gleichungen  2)  und  3) 
5)  .  =  -  «'-' 


und  die  Substitution  dieser  Werthe  in  Gleichung  1)  giebt  allgemein  die 
Fusspunktscurve  einer  gegebenen  Curve. 

Da  der  gemeinschaftliche  Nenner  in  4)  und  5)  vom  zweiten  Grade 
in  X  und  y  ist ,  so  giebt  diese  Substitution  nach  DurchmultipHcation  mit 
dem  Nenner  im  Allgemeinen  eine  Curve  vom  2/r^*^"  Grade,  wenn  k  der 
Grad  der  Curve  c3p(m, r)  =  0  in  Liniencoordinaten,  d.  h.  die  Classe  der 
gegebeneu  Curve  ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Der  Grad  der  Fusspunktscurve  einer  gegebenen  Curve 
ist  im  Allgemeinen  gleich  der  doppelten  Classenzahl  der- 
selben. 

Der  Grad  der  Fusspunktscurve  reducirt  sich,  wenn  die  ursprüng- 
liche Curve  parabolische  Zweige  hat. 

Enthält  nämlich  die  Gleichung  der  Curve  q?(t/,  y)  =  0  kein  Absolut- 
glied,  d.  h.  berührt  die  Curve  die  unendlich  ferne  Gerade,  so  reducirt 
sich  der  Grad  der  Fusspunktscurve  auf  den  (2  k  —  !)*•". 

Enthält  die  Gleichung  der  Curve  qp  (ti,  t>)  =  0  weder  ein  Absolut- 
glied, noch  die  Glieder  ersten  Grades,  d.  h.  ist  die  unendlich  ferne 
Gerade  eine  Wendetangente  der  Curve,  so  reducirt  sich  der  Grad  der 
Fusspunktscurve  auf  den  (2Är  — 2)'*"". 

Allgemein  ist  r  der  Grad  der  niedersten  Glieder  in  q>(Uy  »)^^0,  d.  h.^ 
findet  zwischen  der  unendlich  fernen  Geraden  und  der  Curve  Berührung 
r*^^  Ordnung  statt,   so   reducirt   sich  der  Grad  der  Fusspunktscurve  auf 
den  (2)t  — r)*««. 

Auch  einige  weitere  allgemeine  Eigenschaften  der  Fusspunktscurve 
lassen  sich  unmittelbar  aus  der  Art  und  Weise,  wie  wir  ihre  Gleichung 
gefunden,  gewinnen. 


j 
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Wir  können  unbeschadet  der  Allgemeinheit  den  Punkt  (a,  b)  in  den 
Ursprung  des  Coordinatensystems  verlegen,  wenn  wir  uns  nur  unter 
<p(i/,  f?)  =  0  eine  beliebige  Curve  k^^*^  Classe  in  beliebiger  Lage  zum  Co- 
ordinatensystem  denken ;  wir  erhalten  dann  die  If usspunktscurve  durch 
Substitution  von 

u  = ^— — :;    und    »  =  — 


in  (p  (m,  ©)  =  0. 
Ist  nun 

g>(w,  v)  =  (Au''  +  ^M*-'>  p  ;f- . . .  +  Fv^)  +  [Glieder  (A  -  ly^'  Dimension 

in  u  und  fj 
+  .     +  (Mu^  +  Nnv  +  Pv^)  +  (Qu  +  Bv)  +  S==0, 

so  ist  die  Fu/ibpunktscurve 

(-iy{Aa^  +  Ba:^~^y+    . .  +  A-«/*)  +  (-1)*-»  [Glieder  (^-1^^  Dimen- 
sion in  X  und  y] .  (3?^  +  ^^) 
+    ..  +  (iMx^+Nxy+ry^^)(x^+yy-^^(0^r  +  Ry){a:^  +  y'y-' 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  unmittelbar  folgende  zwei  Sätze: 

1.  Der  Ursprung   ist  ein  /irfacher  Punkt  der  Fusspunktscurve,  da  die 
niedersten  Glieder  in  der  Gleichung  derselben  von  der  /r^*-"  Dimen 
sion  sind. 

2.  Ist  S  von  Null  verschieden,  d.  h.  die  Fusspunktscurve  vom  2/r*®" 
Grade,  so  hat  dieselbe  keine  reellen  Asymptoten,  ist  also  ganz 
im  Endlichen  enthalten;  oder  auch:  da  die  Asymptotenrichtungen 
gegeben  sind  durch 

geht  die  Curve  /rmal  durch  die  imaginären  Kreispunkte. 
Ist  iS=0,  d.  h.  die  Fusspunktscurve  vom  (2^—  1)^*'"  Grade,  so  hat 
dieselbe  eine  reelle  Asymptote,  deren  Richtung  bestimmt  ist  durch 

Ox  +  Ry^O, 

und  geht  ausserdem  (/r'l)-mal  durch  die  imaginären  Kreispunkte. 

Ist    S=0,    0  =  0    und    Ä  =  0,     d.    h.     die    Fusspunktscurve    vom 

(2^  —  2)^'"    Grade,   so   geht   dieselbe   (/r  —  2) -mal   durch    die   imaginären 

Kreispunkte    und    hat    ausserdem   zwei   Asymptoten,    deren   Richtungen 

bestimmt  sind  durch 

Mx^+Nxy  +  Py^==0 

XLi    8.    f. 

Stuttgart,  October  1875.  C,  Reüschlb, 

Professor  am  Polytechnikum. 
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Xn.  TTeber  die  Kriterien  der  Maxima  und  Minima  bestimmter  Integrale. 

Herr  Zmnrko,  ein  galiziscber  Mathematiker,  hat  in  der  in  Graz 
am  20.  September  1875  stattgehabten  Sitzung  der  Section  für  Mathe- 
matik und  Astronomie  der  48.  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und 
Aerzte  einen  Vortrag  „Ueber  die  Unzulänglichkeit  der  bis  jetzt  bekannt 
gewordenen  Kriterien  des  Grössten  und  Kleinsten  bestimmter  Integrale 
nnd  ihre  VervollstÄndignng"  gehalten,  welcher  in  Nr.  6  des  Tageblattes 
der  obgenannjten  Versammlung  seinem  we^ntlichen  Inhalte  nach  ab- 
gedruckt worden  ist. 

Die  Pointe  dieses  Vortrags  ist  eine  gewisse  Umgestaltung  der  zwei- 
ten Variation  eines  zur  Untersuchung  vorgelegten  r fachen  Integrals 

S=  I     f  "  ■  I   ^  ^^i  ''***2  •  •  •   '^^ri 

in  welchem  V  eine  Function  der  zu  bestimmenden  Functionen  f/j,  ü^y.,.  üf^ 
von  x^j  x^i  .  .  Xr  und  der  bezüglich  bis  zu  den  Rangzalilen  n^t  n^^  ...  ''^ 
ansteigenden  partiellen  Differentialquotienten  dieser  Functionen  ist;  über- 
dies  werde'n   zwischen  den  genannten  Grössen  v  Bedingnngsgleichungen 

^1  =  0,  »2=0,  .   .  r,=  0 
als  vorgeschrieben  angenommen. 

Wird,  unter  A^,  A^,  ...  A,  unbestimmte  Multiplicatoren  verstanden. 


/...JV... 


dX2  .  .     dXr  ==  @ 
iC  t  X  r 

gesetzt  und  werden  die  Bedingungen,  welche  nothwendig  und  hinrei- 
chend sind,  um  die  erste  Variation  öQ  zum  Verschwinden  zu  bringen, 
bereits  verwirklicht  gedacht,  so  besteht  die  erwähnte  Umgestaltung  der 
zweiten  Variation   von  @  darin  ,    dass  einerseits  der  Verfasser  allgemein 


,.  „  Qf     (sin  2fin  wym 


setzt,  wo  ^  eine  unendlich  kleine,  von  x^^  x^,  ..    Xf  unabhAngige  Grösse, 
;/  eine  sehr  grosse  positive  ganze  Zahl  und  w  den  Ausdruck 

f^  =  -^ — -r+-::^ — :f+      + 


bezeichnen,  und  sich  andererseits  auf  folgenden  merkwürdigen  Uilfssatz 
stützt : 

Die  Function  sw2ti7tw  als  Factor  eines  unter  dem  r fachen  Intogra- 
tionszeichen  stehenden  Ausdruckes  ist  der  Null  gleich  zu  achten;  dagegen 
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kann  unter  denselben  Umständen  ein  Factor  cos2n7cw  durch  die  Einheit 
ersetzt  werden. 

Durch  Differentiation  des  für  ö  (/„  angenommenen  Ausdruckes  1) 
findet  der  Verfasser 

dii\^  dx/  . . . 

wo  Qu  den  Inbegriff  der  mit  einer  höheren  als  der  (rim  — « —  /3...)*''" 
Totenz  von  sin2nntD  behafteten  Glieder  bezeichnen  soll,  entnimmt  dieser 
Formel  die  Ausdrücke  für  die  Variationen  der  verschiedenen  Differen- 
tialquotieuteD  von  U^^  U^,-..  ü„,^  setzt  dieselben  in  S^@  ein,  ersetzt 
hierauf  kraft  des  obigen  Hilfssatzes  sin2tinw  in  allen  Gliedern,  wo  die- 
ser Factor  mit  einem  positiven  Exponenten  vorkommt,  durch  Null, 
ros2n7tw  dagegen  durch  1  und  behält  nach  dieser  Operation  unter 
dem  Integralzeichen  eine  einfache  quadratische  Form  t^^,  ^2)  **-  '^/<  ™^^ 
von  .'j,  x^y  "  x„  abhängigen  Coefficienten  übrig,  welche  unter  Zuziehung 
der  i'  Bediiigungsgleichungen  und  der  angenommenen  Beziehung 

1  —  1/;^*  —  if;^^  — . . .  —  t/;^*  =  0 

auf  ihr  Zeichen  geprüft  die  entscheidenden  Kriterien  liefert. 

Man  stutzt  unwillkürlich  über  die  grosse  Allgemeinheit  des  oben 
angeführten  Hilfssatzes  und  es  ist  in  der  That  sehr  leicht  zu  sehen, 
dass  nicht  nur  der  vom  Verfasser  gegebene  Beweis  illusorisch,  sondern 
auch  der  Satz  selbst  nicht  richtig  ist. 

Der  Beweis  wird  so  geführt,  dass  das  Integral 


X   i      X  r 


I  "•    I  ^^{^t}  ^r— I  »   .  .  .  ^j)  (^J'i  rf^2  •  •  •  ^^^r 

X  I         X  t* 

in  folgender  Weise  in  einen  Summenausdruck  umgewandelt  wird.  Zu- 
nächst wird  das  Integrationsintervall  x\  ,. , x*'r  in  n  gleiche  Theile  zer- 
legt  nnd  nftnemDgeweise 


«". 


/ 


u 

Xr 

gesetzt.  Hierauf  wird  wieder  das  Intervall  x'r-  i— a:'r— i  in  n  gleiche 
demente  getheilt  und  die  Integration  in  Bezug  auf  .rr  — i  nähernngs- 
weise  durch  eine  Summe  ersetzt  und  so  fort  für  alle  Veränderlichen  bis 
zu  x^      Wenn  nun  F  von  der  Form 

{sin2nnwY  {cos2n7cwyi%{x^y  ajg,  ...  ar,.) 

vj\^  Pt  q  ganze  nicht  negative  Zahlen  sind,  so  ist  in  jedem  Gliede  des 
erhaltenen  Smnmenausdruckes  2nn7v  ein  Vielfaches   von   2n  und  daher 
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sin2nnrv  =  0j     cos2nnw  =  1. 

Hieraus  schliesst  unn  der  Verfasser  ohne  Weiteres  seinen  Hilfssatz. 

J)ieser  Beweis   wäre  im  Allgemeinen  stichhaltig,   wenn  das  zu  inte- 

grirende  Element  von  ti  unabhängig  wäre.     Da  aber  ein  Element  von 

der  Form 

{sin2nnTvy  (^cos 2 n 7t w)9B(x^,  ...  Xr)  dx^dx^  .,.  dXr 

von  der  Zahl  n  abhängt,  so  ist  der  von  dem  Verfasser  in  der  dargeleg- 
ten Weise  hergeleitete  Summen ausdruck  durchaus  kein  Näherungswerth 
für  das  Integral  und  man  mtisste,  um  einen  solchen  zu  erhalten,  die 
bezüglichen  Intervalle  in  eine  Anzahl  von  Theilen  zerlegen,  welche 
gegen  n  beträchtlich  gross  sein  müsste;  bei  der  vom  Verfasser  gewählten 
Eintheilung  kommt  der  Factor  {$in2n'jtw)T^  {cos2nnwyi  gar  nicht  zur 
Entfaltung  seiner  Veränderlichkeit. 

Dass  der  Satz  selbst  nicht  richtig  ist,  beweisen  nachfolgende,  nach 
Belieben  leicht  zu  vormehrende  Beispiele,  in  welchen  ich  mich  der  Ein- 
fachheit wegen  auf  den  Fall  eines  Üoppelintegrals  mit  constanten  Gren- 
zen beschränkt  und 

ar'j  =  a ,     x\  s=  6,     Xy^  =  x^ 

^\  =  9^     x\=rh,    x^=^y 
(wo    also    o,  //,    ^,    h   constante    Zahlen    bezeichnen)    gesetzt    habe;    man 
findet,  wie  gross  auch  /}  angenommen  werde: 
h    h 

a    g 
h    h 

I  rcosnnn{^^  +  ^^dxdyr=:^{h^a){g^h). 


a    g 
b    h 


//•»^»-(H+n)''-"-''' 


a    g 
b    h 

JJ-ycos2nn{j—^+y—l)dxdy^^'-^    ^^^^ 
a    g 

Da  hiernach   die   von   dem  Verfasser   mittels  des  von  ihm  mit  dem 
Namen  Osculationsfactor  belegten  Factors  in  2nnfv  bewirkte  Umformung 
der  zweiten  Variation  auf  der  Anwendung  eines  falschen  Satzes  beruht, 
so  können  weder  diese  Umformung,    noch  auch  die  daraus  abgeleiteten 
Endkriterien  als  stichhaltig  aufrechterhalten  werden. 

Krakau,  20.  November  1875.  Mbrtens. 
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Heber  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Kugel  unter 
Einwirkung  von  Kräften  in  einer  Meridianebene  mit  dem 

Potential  Aa:l  +  Baii  +  Bai 

Von 

Dr.  Johannes  Eduard  Böttcher, 

Oberlehrer  a-  d.  Bealscbule  I.  Ordn.  in  Leipsig. 


(Hierzu  Taf.  III,  Fig.  1  -  4.) 


In  der  Vorlesung  Winter  1869/70  des  Herrn  Geheimratb  Professor 
Richelot  über  Dynamik  wies  an  einer  Stelle  dieser  mein  aufs  Tiefste 
verehrter  Lehrer,  der  mittlerweile,  nämlich  am  1.  April  d.  J.,  ans  dem 
Leben  geschieden  ist,  auf  ein  anziehendes  analytisch-mechanisches  Problem 
hin,  das  „ebenso  verdiente  durchgeführt  zu  werden  —  mit  Hilfe  der  ellip- 
tischen Functionen  —  als  das  des  sphärischen  Pendels*^  Es  ist  das  in  3. 
genannte.*  Zwar  nicht  dieses  Problem  in  seiner  Allgemeinheit,  von  welchem 
einen  speciellen  Fall  C.  G.  J.  Jacob i  selbst  behandelt  hat  (vgl.  unter  4), 
sondern  ein  anderer  besonderer  Fall  des  in  3.  genannten  Problems  bildet 
den  Gegenstand  vorliegender  Arbeit. 

Aus  welchem  Grunde  ich  deren  ursprünglichen  Titel:  Ueber  die 
Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  rotirenden  homogenen 
Kugel,  die  ihn  anzieht,  abgeändert  habe,  findet  in  5.  sich  an- 
gedeutet.   . 

I.  Die  Aufgabe.   Ihre  Zurflckführung  auf  Quadraturen. 

1.   Eine  Gattung  integrabler  Probleme. 

Verhältnissroässig  gering  ist  die  Anzahl  derjenigen  analytisch- mecha- 
nischen Probleme,  die  bisher  auf  Quadraturen  sich  haben  zurückbringen 
lassen.  Und  unter  ihnen  wieder  konnte  die  Mehrzadl  nicht  eher  zum 
letzten  Ziele  hindurch  geführt  werden,  nämlich  zur  Darstellung  der 
Coordinaten  durch  die  Zeit,  als  für  die  Integrale  der  nächsthöheren 
Stufe  nach  den  logarithmischen  und  cyclometrischen  das  entscheidende 
Hilfsmittel  dargeboten  war  in  C.  G.  J.  Jacob i*s  6- Functionen. 


*  Er  brachte  dasselbe  auf  Quadraturen  und  zeigte  die  eine  Eigenschaft,  die 
Vermeidung  des  Pols. 

Zeitaohrlft  L  Mathenuittk  n.  Pbyrik,  XKX,  3.  10 
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Ueber  die  Bewegung  eines  Punktes  etc. 


Auf    eine  umfassende   Gattung    integrabler  Probleme   ist   von    dem 
Ebengenannten  hingewiesen  worden. 

Damit  nftmlicb  aus  dem  Gleicbungs- Systeme   für  die  Bewegung  auf 
einer  Oberfläche: 

fPx,  dL   ] 


d^ 


dL 

dt^  -"8   .   "^^^ 


?-  =  ^2  +  ^ 


dfi 


dx« 


sich  für  den  Ausdruck 

dT=2Xdx  +  kdL 

ein    exactes    Differential    ergebe,    ist    auch    ohne    Annahme    einer 
Kräftefunction  die  Bedingung  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

•  dL 
dxt 
d 


+ 


+ 


Z  /a  J3      d  ZA 
dT^Xdx^      dx^/ 


sei.  Diese  Bedingung  aber  ist  u.  A.  jederzeit  dann  identisch  erfüllt,  wenn 
die  Fläche  eine  Rotationsfläche  ist,  und  die  Kräfte  nur  in  der 
Meridianebene  wirken: 


dL_ 

d  q> 


=  0; 


^1    ^1  I 

Xg  =  r  cos(py 
OTj  =  r  sin  q) ; 

A\=  J'iCiTi.r), 
»  r 

* 
Beim  Einsetzen  dieser  Werthe  ergiebt  sich  das  identische  Verschwinden 

des  obigen  Ausdruckes.      Man  bekommt  nun  mit  Hilfe  der  Lagrange- 
schen Transformation 

d     ,  .,   .   .  dL 


dl 

^1 

^— 

^,+  i 

dx^ 

d 
dt 

r 

f       f 

rq,  tp 

+  fi  +1 

dL 

ar' 

d 

dl 

rV 

= 

0; 

I 
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f-^-^^^^^^^-s^»^  •»/'•v«»  w-v-vw  _    -    /  ^-^.^ytimt. 


und  indem  man  das  sich  bietende  Flächenintegral 

sofort  weiter  benutzt: 

<Px,  dl 

77r=^  J-.+  A  — 

di^        r^  dr 

Diese  Gleichungen  aber  lassen  den  Satz  erkennen: 

Jedes    Problem,    mit    oder    ohne    Kräftefuuction,    bei 
welchem 

die  Fläche  eine  Rotationsfläche  ist,  und 
die  Kräfte  nur  in  der  Meridianebene  wirken, 
ist  integrabel. 
Denn   nach   Einführung   einer   einzigen    neuen  Variabein  |,   welche    die 
Bedingungsgleichung  identisch  erfüllt: 

erhält  man 


=fsäi 


2      dt* 

Und  hierdurch  ist  die  Aufgabe  zurückgeführt  auf  eine 

Quadratur  für  /  und  eine 
Quadratur  für  9.     Es  wird 


2/5rf| 


■  ^  • 


^1>-     ,»    . 


*  rf| 


8.    Erweitenmg. 

Prof.  Richelot  fügt  hinzu:  Das  Problem  bleibe  auch  dann  lös- 
bar, wenn  die  gegebene  Rotationsfläche  nicht  festliegt,  sondern  eine 
constante  Rotationsgeschwindigkeit  um  die  Rotationsaze 
besitzt.  Man  habe  dann*  nur  überall  ein  von  der  Centrifngalkraft  her- 
rührendes Glied  anzufügen,  nämlich 


*  Nach  Vorgänge  Jacobi^s  bei  Gelegenheit   der  Anziehung   nach  festen 
Centren  (Vorl.  üb.  Dynamik  S.  223  ^gg,). 

10  • 
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'  Ä   ^  ^  ^  " 


,2 


an  Stelle  von  R,.,R  -{ oder  Ä  +  r ©* 

r 

zn   setzen,    wo  unter  v  die  Linien-,   unter  to  die  Winkelgeschwindigkeit 

verstanden  ist,  ohne  dass  an  der  Analysis  etwas  geändert  werde. 

8.   Ein  Eiiuelproblem  dieser  (htttmig. 

Als  Beispiel  führte  Prof.  Richelot  folgendes  Problem  vor:  Ein 
Punkt  bewege  sich  auf  der  Oberfläche  eines  Rotationsellipeoides, 
ähnlich  unserer  Erde, 

dasselbe  rotire  gleichförmig  um  die  Axe, 

und  die  wirkende  Kraft  sei  eine  Newton'sche  Attraction  des 
Eilipsoides  selbst,  also  es  sei 

8  8 

die  Fläche:  ^+  —  —  1=0: 

die  Kräfte:  X^  =^mx^^ 

R  =-^nx\  diese  ver- 

mehrt um  rcoj* i  R+rm^         =r(—  w  +  w*) 5 
so  dass  eine  Kräftefunction ,  die  zur  Lösbar- 
keit nicht  erfordert  würde ^   hier  in  der  That 
vorhanden  ist: 


U 


-mar,* .  -w+c»*  « 
2    ^      2^    ' 


und  zur  identischen  Erfüllung  der  Bedingnngsgleichung  sei 

x^  =  &  cos  0 

r  =  a  sin  %, 

Die  Aufgabe  führt  zu  dem  Ergebnisse,  dass,  wenn 

und    eine   zweite    Integr^tionsconstante   (die  der  lebendigen   Kraft)    C^ 
genannt  wird , 


dlib^-a^  +  a^ 


Hierin  sind  die  Fälle  ,  ^ 

des  abgeplatteten,  des  gestreckten  EUipsoides,  zu  unterscheiden. 

Eine  der  wichtigsten  allgemein  giltigen  Bemerkungen  über  dieses 
Integral  ist  die  folgende.  Da  das  Problem  ein  mechanisches  ist,  so  darf 
/,  die  Zeit,  niemals  imaginär  werden;  demnach  der  Kadicand  der  Wurzel 
im  Nenner  nie  negativ.     Nun  aber  würde  für 

1=0 

dieser  Radicand  =  — — |-,  also,  von  Cj^  =  0  abgesehen ,  negativ  werden. 

Dies  liefert  ohne  Weiteres  den  weittragenden  Satz: 

Das  Mobil  kann  im  Allgemeinen  den  Pol  nicht  erreichen. 


•^    .M 
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A'A  ^  f^y-^  ^  ^   /  y  ^  ^  ^  ^  V,    -  ^  ^  y^^>"  /^»'^*^ 


4.  Besondere  Probleme»  in  dem  genannten  enthalten. 

Man  kann,  am  das  erhaltene  Integral,  das  elliptisch  ist,  zu  ver- 
einfachen ,  verschiedene  beschränkende  Annahmen  machen.  Nachstehende 
Tafel  giebt  Uebersicht  darüber,  welcher  Stufe  die  dann  sich  bietenden 
Integrale  angehören.     Man  bekommt  bei  der  Bewegung 


mit  Meridiankräften  X  und  22    mit   ra>' 

ohne 


j> 


II 


>» 


ohne  Meridian^räfte  (w=n=0)  mit   reo* 
«  „  ohne 


)i 


>    auf  Rotations- 
EllipBoid 

elliptische 
elliptische 

elliptische 
elliptische 


auf  einer 
Kugel  (a= 6) 

elliptische 
cyclometrische 

elliptische 
cyclometrische 


Integrale.     Insbesondere  liefert  der  Fall 

m=:»e=0     (keine  Attraction)  und 
CO  =  0  (keine  Rotation) 

immer  noch  ein  elliptisches  Integral,  und  zwar  müssten  u.  A.  die 
Formeln  für  die  geodätische  Linie  sich  ergeben,  wie  sie  durch 
C.  G.  J.  Jacob i  hergeleitet  und  durch  Prof.  Luther  mitgetheilt  sind 
Crelle'sches  Journal  Bd  LIII,  S.  335  und  S.  342. 

6.    Die  in  beliandelnde  Aufgabe. 

Ich  stelle  mir  die  Aufgabe:  die  Bewegung  eines  Punktes  zu  be 
stimmen  auf  der  Oberfläche  einer  homogenen 
Kugel  unter  Einfluss  einer  Attraction  der 
Kugel  selbst  und  einer  gleichförmigen  Ro- 
tation, oder  —  ohne  physikalische  Deutung  — 
die  Bewegung  dann  zu  bestimmen,  wenn 

die  Fläch e  /;  =  0  =  a:»  +  ''^  -  «S 

die  Kräfte  X       =  -  ^  ^, 

a 


R        =-^— +  rw« 

a 


die  Kräftefunction  also 


V        = 


"2^ 


««  + 


2a 


.2 


ist. 


Hierin  bedeutet  a  den  Kugolradius;  und  wenn  ferner  als  Aequator 
die  Hauptkreisebene  bezeichnet  wird,  zu  welcher  die  Kraftcomponente 
rv?  parallel  gerichtet  ist,  so  ist  x  der  Abstand  des  Mobils  von  der 
Aequatorebene,  r  derjenige  von  der  Axe  oder  der  Parallelkreisradius. 

Weiter  giebt  —Ä  diejenige  Beschleunigung  an,  welche  die  New- 
ton'sehe  Attraction  für  sich  allein  auf  der  Kugeloberfläche  dem  Mobil 
ertheilen  würde. 

Der  physikalischen  Deutung  der  obigen  Gleichungen  steht  im  Wege, 
dass   hei   Annahme  einer  Ißeibung    zwischen   dem  Massenpunkte    und 
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der  Kugeloberflftche  zu  der  Componente  der  Centrifugalkraft  noch  eine 
weitere  Tangentialkraft  hinzutreten  würde;  andererseits,  wenn  keine 
Reibung  stattfindet,  die  rotirende  Kugel  überhaupt  nur  eine  radial  ge- 
richtete Kraft  auf  das  Mobil  ausüben  könnte  und  demnach  unter  dem- 
selben weggleiten  würde.  Daher  bedeuten  die  obigen  Gleichungen  nichts 
Anderes,  als  diejenigen  für  die  Bewegung  eines  Massenpunktes,  der 
gezwungen  ist,  auf  einer  Kugeloberfläche  zu  bleiben  und  unter  dem 
Einflüsse  einer  Kräftefunction  von  der  Form 

steht. 

Die  Bewegungsgleichungen  werden  nach  dem  Vorigen: 

€pr       C,^  r         X 

worin  unter  C^  die  von  der  ersten  Integration  herrührende  Flächen - 
constante  verstanden  ist,  und  geben  nach  Einführung  von 

x=^aco8^ 

r  =  a  sin  d' 
und  Integration 

\di/  a*stn^&      a  a^ 

folglich,  wenn  wie  vorher 

sin^  O  =  g 

gesetzt  wird, 

(S)'=-'<'-ö(-Ä-^'*+^). 


und  da  ferner 


r' 


80  wird 


II.  Allgemein  giltige  Bemerkungen.    Zwfi  besondere  Fälle. 

Der  allgemeinen  Weiterbehandlung  dieses  Integrals  mögen  Bemer- 
kungen ,  die  schon  vor  der  Reduction  auf  die  Normalform  sich  darbieten, 
sowie  um  späterer  Vergleichung  willen  die  Durchführung  zweier  Grenz- 
fälle  vorangehen. 


i 


I».l  - — ^ 


It 
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6.    Erreichen  des  Pols.    Gang  auf  Heridian;  auf  Parallelkreis. 
Vor  Allem  ist  auch  für  hier  zu  wiederholen,  dass  in 

der  Badicand  nie  negativ  werden  darf,  |  also  im  Allgemeinen  nicht  =  0, 
so  dass  das  Mohil 

im  Allgemeinen  nicht  in  den  Pol  gelangt. 
(Vergl.  S.  148.) 

Da  der  Radicand  zwar  nicht  <C0,  wohl  aher  =0  werden  darf,  so 
ist  der  einzige  Fall,  in  welchem  ein  Verschwinden  von  %  in  der  That 
möglich  ist,  der,  dass  gleichzeitig  auch 

r-a    ci   i    r«^ 
Ci ,  d.  1.  r    ^^ 

Dies  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen. 
Erstens,  wenn  9'q=0.     Das  hedeutet:     Das  Mohil  kann  den  Pol 
in   dem  Falle   erreichen,    dass    seine  Geschwindigkeit   zu 
Anfang  (zu  irgend  einer  Zeit)  ganz  i  n  die  Meridi  anehene  fiel. 
Zweitens,  wenn  rQ  =  0,  wenn  das  Mohil  schon  anfangs  im  Pole 
sich  befand.     Dieser  Fall  ist  im  vorigen  enthalten ;  denn  von  dem 
Pole  als  Anfangsorte  aas   fällt  eine  jede  Anfangsgeschwindigkeit 
in  einen  Meridian  hinein. 
Eine  Bewegung  ausschliesslich  auf  einem  Meridiane,  so  dass 

di 
bleibt,  tritt  immer  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 

Wenn  das  Mobil  zu  irgend  einer  Zeit  ein  Stück  längs 
eines  Meridians  gegangen  ist,  so  verlässt  es  denselben  nie 
wieder. 

Es  ist  ferner  zu  fragen,  unter  welchen  Umständen  identisch 

dl 

sein,    das   Mobil    also    auf    einem    Parallelkreise    umlaufen    kann. 

Dies  findet  nun  statt, 

erstens,  wenn  >      ,i     ^       ^ 

I  =  ConsU  =  1 ; 

daau  ist  erforderlich,  dass 


Q  ..^  V  y  V     -»*  OF  THK  ' 

UNIVERSITY 


^  Q  ai  0  >  -^  ^"  OF  THK 


fte   -. 


■'i^  -y 


-s 


P'i'c  - 


m 
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oder  dass  das  Mobil  anfangs  auf  dem  Aequator  war  und  nur  eine  Ge- 
schwindigkeit in  dessen  Ebene  besass.  Also  auch  für  den  Aequator 
gilt  der  Satz: 

Wenn   das  Mobil   zu   irgend   einer  Zeit  ein  Stück  ent* 

lang  desselben  gegangen  ist,  so  bleibt  es  in  ihm, 

wie  schon   die  symmetrische  Lage  der  Halbkugeln   an  die  Hand  giebt. 

Es  ist  dann 

d(p 


dl 


=  ConsL  =  <p'o  > 


d.  h.    der   Aequator    wird    gleichförmig   durchlaufen  (nicht  so 
der  Meridian  [vergl.  7]). 

Zweitens,  wenn 

und  gleichzeitig  C^^  ^^j  * 

also  wenn 

$n=0,  oder  das  Mobil  anfangs  im  Pole  sich  befand, 
und         I'qsO,  wenn  es  keine  meridionale, 

d.h.  überhaupt  keine  Geschwindigkeit   hatte.     Es  bleibt  dann  im 
Pole  ruhend. 

Dass  dagegen  die  beiden  Werthe  von  | ,  für  welche  ausserdem  noch 
der  Radicand  verschwindet,  auf  keine  Parallelkreisbewegung  führen, 
wird  später  sich  zeigen. 

Ebensowenig    kann    an    anderem  Orte    als    im  Pole  oder  auf  dem 

Aequator  das  Mobil   ruhen.      Denn    während 

die  blosse  Attractionskraft  yX^+R^  hier  immer 
normal  zur  Fläche  gerichtet  ist,  liefert  die  Be- 
schleunigung roo^  zwei  Componenten,  eine  nor- 
male oder  radiale,  w'elche  als  Minderung  des 
Druckes  sich  äussert,  und  eine  längs  des  Meri* 
dians.     Diese  letztere 


ihren    hoch- 


welche    für    -^  =  -3-    oder    d'  =  -— 

4  4 

sten  Betrag  erreicht,  treibt  das  Mobil  dem  Aequator  zu« 

Somit  ist  gefunden  worden: 

1.  Das  Mobil  kann  im  Pole  ruhen; 

auf  einem  Meridiane  gehen; 
sonst  niemals  in  den  Pol  kommen; 
auf  dem  Aequator  gehen  (mit  constanter  Ge- 
schwindigkeit),  insbesondere  ruhen; 
nicht  auf  einem  andern  Parallelkreise 
gehen; 


2. 

>» 

)i 

i> 

3. 

»» 

>> 

n 

4. 

»» 

^f 

?» 

5. 


w 


»I 


*"~ 
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■-"v-xv-«  'j-ry 


.  ^  v-^'^« 


6.  Das  Mobil  kann  nicht  an  einem  Orte  ausser  Pol  oder  Aequator 

ruhen,* 

7.   Andere  Form  der  Gleichung.    Bieter  epeeieller  Fall:    Bewegung  anf  Meridian. 

Die    beiden    in    die    Gleichung    für    /   eingegangenen    Constanten, 

nämlich 

die  Flächenconstante  C^  und 

die  der  lebendigen  Kraft  Q^ 
lassen  sich  durch  andere,  mit  mechanischer  Bedeutung,  ersetzen.    Es  wird 

Ihre  Einsetzung  liefert 


r  2 


stw 


«r— 


©«( 


v'o<Po***"*'^o  ,  '^o^'o  +  (<p'o<p'o— 'ö*)^^'**^o  «. 


+ 


.2 


5t>i*d  +  sm*6'). 


W*  CO* 

Hieraus  ist  die  Constante  A  der  Attraction  ganz  heratisgegangen ,  wie 
nöthig.  Denn  die  Resultante  der  anziehenden  Kräfte  X  und  R  allein 
wird  normal  zur  Oberfläche. 

Gleicherweise  ist  die  Gleichung  von  der  Länge  des  Kugelradius 
unabhängig  geworden. 

Führe  ich  nun  fem  er 


cosß 


sin  d 

sin^d"  oder  cos^ß 

ein,  so  wird 

(|)*  =  4a.«(l-|)(/'+()|  +  l«), 
worin 


/•&>' 


*  Für  ein  Rotationsellipsoid  behalten  Nr.'-<  bis  4,  Nr.  5  und  6  dagegen 
verlieren  die  Giltigkeit.  Insbesondere  ist  beim  Rotationsellipsoid  die  Resultante 
von  X  und  B  im  Allgemeinen  nicht  normal  zur  Fläche 

g^erichtet.    Nimmt  man  vielmehr  den  Anfangsort  beliebig,  ^***^^     ^  -..j 

die  Anfangsgeschwindigkeit  =0  und  sieht  (was  w'enigstens 
BO  lange  statthaft  ist,'  als  das  Mobil  in  relativer  Ruhe  ^ 

bleibt)  riD«  als  eine  Centrifugalkraft  an,  herrührend  von    ty^^fw 
einer  Rotation  um  die  Axe:  so  kann  es  hier  geschehen,  * 

dass  die  Resultante  der  Attraction  und  der  Centrifugalkraft  normal  zur  Fläche 
wird,  die  tangentiale  Componente  in  der  Meridianebene  also  null,  so  dass  das 
Mobil  keinen  Antrieb  nach  dem  Aequator  hin  erfährt. 

Dies  wird  vor  Allem  dann  der  Fall  sein,  wenn  die  jetzt  vorhandene  constante 
Botationsgeschwindigkeit  dieselbe  ist,  wie  die,  unter  deren  Einflüsse  etwa  das 
EUipsoid  früher  (in  flüssigem  Zustande)  seine  Gestalt  angenommen  hat. 
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«'^^  ••«/"■■r^^^N^^N-^^^^  ^/V^^^^ri 


r  ./^/^^^^••/''*/^rf'^ir,'-,•\/^.^^l^.^  ^_*»  ^^  „^\^y^-\ 


^Wo<^os^ßo  ' 


g>' 


/^o  ^0  +  (<p'o  ^'o — w^)  ^Ö5  /3o 


CD' 


Der   erste   zu  behandelnde  Specialfall  sei  die  als  möglich  erkannte 
Bewegung  auf  einem  Meridiane;  dann,  wenn 

(p'q  =  0. 

In  diesem  Falle  wird 


i^J  =  /»"o^o  -  «*  i^i^'ß  -  »«*/»o) . 


und  es  ist  zunächst  zu  entscheiden,  ob  das  Mobil  auf  dem  Meridiane 
hin-  und  herp.endelt,  oder  rundumläuft.  Dazu  ist  zu  fragen,  ob 
immer  ein  reeller  Winkel 

ß^  =  Max  ß 
sich  angeben  lasse.     Nun  kann  der  aus  der  Forderung 


sich  ergebende  Werth 


m- 


0 


,i„>  ft  =  ^«  +  sin'  ß. 


nie   negativ,    wohl  aber    ein    unechter    Bruch    werden.      Soll    indess    ß^ 

reell  sein,  so  mnss  er 

^  1 
bleiben,  mithin 


COSßQ 


< 


(D. 


Behufs  bequemerer  Aussprache    in    Worten    multiplicire    ich    beiderseits 
mit  Tq,  so  findet  sich 

oder  o  ß^Q  <  r^ca, 
und  nimmt  man  für  den  Augenblick  als  Anfangsort  den  Punkt  des  Ueber- 
gangs  über  den  Aequator,  den  einzigen,  der  auf  alle  Fälle  erreicht  wird, 
so  geht  die  Ungleichung  über  in 

rt  .  jS'q  <  a  © 

D.  h.:  das  Mobil 


oscillirt  quer  über  den 

Aequator 
läuft  rundum 


je  nachdem  die  Winkelge- 
schwindigkeit beimUeber- 
schreiten   des  Aequators 


8.   Erster  Bpedalfall.    Fortsetning. 
Im   Fietlle   der   Oscillation   auf  dem  Meridiane  nehme  ich   in 
der  Gleichung 


'  •■->*  ^  ^  *  ^  ^  ^  ^  ^  ^  ^ 


(S  =  ^^  ^' "  "*  ^"■"^^  ~  *'"*^«) 

die  Substitution 
Tor  und  bekomme 


(^/-»•O-i-"). 


0 
wenn  ich  die  Werthe 

t\ß 


0|iSo  =  0 

zoflammengehören  lasse.     Substituirt  man  nun 

für  sin^  ß  ..,  /i^  sin^  y , 
so  wird 

1  k'^dy" 


dl*  = 


nnd  da  ^  und  y  gleichzeitig  verschwinden, 

y 
_  1    / 


Da  aber  weiter 


0 
y        =  am  mt^ 

sin^ß  =  Ä*  sin*  am  w/. 


. 
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ßo      =0, 


a>*  »^ 


5iVi^/3  =  sin^ß^  ,  sin^  am  tat    mod  {k  =  sinß^). 
Der  Verlauf  ist  nun  folgender.     Bezeichnet  man  durch 

T 

eine  halbe  Schwingungsdauer,  d.  i.  die  Zeit  der  Bewegung  vom  Aequator  bis 
:nm  Punkte  weitesten  Ausschlags,  so  gehören  folgende  Werthe  zusammen : 


/ 

0 

4r 

T 

^T 

27 

ß 

0 

+  ft 

0 

-^i 

0 

am 

0 

amk' 

am2^ 

amSK 

am4R     ...  , 

md  es  wird 
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Nehme  ich  z.  B.  j5'q=  w^^,  also  auch  k  =  sinß^^=j/^^  daher  A'=  1,854, 
und  stelle  mir  etwa  unter  o>  eine  Geschwindigkeit  vor,   mit   welcher   iu 

in 

n  Secunden   der  Weg  2n  durchlaufen    würde,  so  ist  co  =  — ,  und 

T  =  n  y^=  0,590«; 

nach  soviel  Secunden  ist  eine  Schwingung  von  Wendekreis  zu  Wende- 
kreis vollendet,  und  nach 

2T  =1,180« 

E'  Secunden  ist  das  Mobil  zum  ersten  Ausschlagspuukte  zurückgekehrt. 


^ 


9.   Enter  Spedalfkll.    Tortsatnmg. 
p  Wenn  dagegen,  weil  das  Verhältniss 

^0 


I 


I*" 


t*'. 


r 


4 


L 


P. 


>1 

0) 


ist,     ein    Umlauf    auf    dem   Meridiane  stattfindet,    so   erlaubt    die 
Gleichung 

jetzt  ohne  Weiteres  die  Setzung 


}  oder  wenn  auch  hier 

f  0  I  ß 


t\ßo  =  0 
angenommen  wird. 


Dann  wird 


A  =  ^  <  1. 

Po 


}l  0 


<»J  j/l-i'sii 


CO 

ßz=am~t 


=:  am  ßiQi      mod  U  =  ^ j  . 


Verlauf.     Der  gefundene  Werth   der   geographischen   Breite   theilt   die 
^.:  Eigenschaften   der  Amplitude.     Insbesondere    wächst    er    beständig, 

indem  der  Differeutialquotient  J  (ß^^)  stets  positiv  bleibt.     Heisst 

2  T 


Von  J.  E.  BöTTOHBR.  157 


die  Dauer  von  einem  völligen  Umlaufe,  so  wird  für 

/   I  0  ...  2  7  ... 


/3  I  0  .  .  .  r/m  j3'o  (0  +  2  r)  . . . 
=  am  (0  +  4v4), 

ZI   —  -r? 

Po  w 

oder  bei  derselben  Annahme  über  oo  wie  vorhin 

4A.k 

Sei  z.  B.  ß'o=^  <o^2,  so  erfolgt  jetzt  das  Wiedereintreffen  in  demselben 
Punkte  schon  nach  4.1,854.0,707 

^^=  1^ " 

=  0,834  n 
Secunden. 

jSj,  d.  i.  Maxß=^-^ 

wird  ^ 

P  0  =  ß>- 

!Es    fallen   dann   die  beiden   gefundenen   Formeln  zusammen   und   geben 

sinß  =  sin  am  co  /  oder  sin  am  ß\t  mod  (  -57-  ^=  1 ) , 
woraus  ^  ^  ^^  ^^^^  Ij 

gOl  g—  (Dt 

=  aresin  — 7-— 

folgt.  In  diesem  Falle  befindet  sich  das  Mobil  im  Pole  (den  es  nach 
unendlich  langer  Zeit  erreicht)  im  Zustande  labilen  Oleich  gewichtes:  bei 
einem  um  verschwindend  Weniges  kleineren  ß^  würde  es  am  Pole 
umkehren  und  oscilliren;  bei  einem  noch  so  wenig  grösseren  ß'^^ 
^^egem  rundumlaufen. 

Die  betgegebene  Gurventafel  zeigt  für  beide  Fälle  und  den  Grenz- 
fall die  Abhängigkeit  der  Geschwindigkeit  vom  Winkel,  sowie  die  des 
Winkels  von  der  Zeit. 

10.   Zweiter  Spedalfall:  0  =  0. 
Wenn  o  =  0  ist,  also  einzig  eine  Anziehung  mit  normaler  Richtung 
irkt,  so  wird  die  Differentialgleichung  für  ß 

..._         1  cosß  dß 

at  = —^ S~  '  —  ~  i 

9>o^o*Pi       j/cos^  ß  —  cos^  ßi 

'®  Maxß  I  ß^ 

-esetzi,  und  -^ L 

P        |Po  =  Pi 
ngenonunen  ist.     Dann  wird 
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I  i=  I  =  —, T-T-  I  arcstn £ =-  I 

/        iPf,cos*ßi  \  sinßj        2/ 

sin  ß  =  sin  j3j  cos  (y'j,  cosßf  l). 

dq,  =  V^COS*ß^-~ 

_^        <i .  COS  ßj  dg  (tp'o  f  OS  jS,  /) 
1  +  cos''  |3j  clg^{<p'f,cosß^i) 


und,  wenn  anch 


vi  Vo  =  0 
genommen  wird. 


=/= 


■  clg  {cosß^  rig  ip'^  cos  ß^  l) 


elgtp  =  cosßiClg{gi'gCOsßfl). 
Die  gefundenen  beiden  Gleicliiingen 

smß  =  sinß^cos{<p'^cosß,l)) 

Ctg  q>  =  cos  (J,  clg  ( q>'^  cos  ß^  I)  I 
Bind  aber  Relationen  für  ein  rechtwinkliges  spbärischtts  Dreieck,  in  welcbem 

die  eine  Katbete      -= — r  tp, 

die  Hypotennse         -=■  —  (p^rosß^l, 
der  ZwiscIieDwiokel  ß^ 
betrKgt.     Dies  giebt  BestKtigang  dafür,  daaa  wie 
— ^-  ■—    ^-  nöthig,  nnter  der  gemschten  Annahme  das  Uobil 

'*'  sich  auf  einem  Hauptkreise,  einer  kürzesten 

BphHrischen  Linie,  bewegt.     Und  wird  dessen  Bogen  if  genannt,   so  be- 
stätigt sieb  weiter,  dass 

^  =  fp\cosß^t 

=  t'o' 
ip'  =  ^\=  Const., 
die    Bewegung    auf   dem  Hauptkreise    somit  eine    gleicbförmige    ist 
Fernerhin    ist   mit   ^  =  ■„■   gleichzeitig  (p  =  — ,  und  wird,  wie  früher,  die 

Periode  einer  unveränderten  Wiederkehr  der  Bewegung,  die  fUr  ^^2it 
eintritt,  durch  2T  bezeichnet,  ao  wird 

T  0         3t 
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^    »■  ^   r 


^    ^^w-^    ' 


^..^ 


III.  Allgemeine  Wurzel- Diseussion.    Reduction  auf  die 

-  Normalform. 

VL  Wunel-Disoassioii. 

Indem  ich  zu  dem  allgemeinen  Probleme  mich    wende,   gilt  es  vor 

Allem ,  die  Wnrzelwerthe  aufzusuchen ,  für  welche  in 

i 


i 


=+±  r  _  IL 


01  + S* 


der  Radicand  im  Nenner  verschwindet.     Hierin  war 

cos^ß 


Jeder  Wurzel  von 


00' 


/^o/^'o  +  («P'o'P'o  —  «*)  ^os^ßo 


m* 


noch  willkürlich  gelassen. 


(^^*  =  4a,«(l-Ö(/'+öl  +  l*)  =  0 

entspricht  ein  Max  I  (doch  nicht  nothwendig  Max  ß)*  ^^  nach  er- 
reichtem Max  I  d^  vom  Positiven  ins  Negative  übergeht,  so  muss  bei 
einem   jeden    Wurzelwerthe    die    Quadratwurzel    ihr   Zeichen    wechseln. 


damit  dl^ 


v 


jederzeit  eine  positive  Grösse  bleibe,  denn  die  Zeit 


,asä(p 


gilt  als  beständig  wachsend. 

Da  femer 

dip  ^C^  ^a^  cos^  ß^  q^Q 

dt       r^  a^cos^ß 

ist,  so  findet  jedesmal  zugleich 

mit  M*^  I  ein  M\n 
stott.  — 

Als  reelle  Wurzel  der  Gleichung  (;7^)  =0  bietet  sich  zunächst 

|jj  =  l  (jS  =  0,  das  Mobil  auf  dem  Aequator). 
Ob  nun  die  beiden  anderen,  aus 

/^+(>l  +  S'  =  o 

ich  ergebenden  Wurzeln 


dt 

8 


i 


2 


leichfallfi  reell  sind,  hängt  davon  ab,  ob 

t.     Dies  ist  aber  stets  der  Fall.     Denn  es  ist  sowohl  0*  positiv, 
*  —4/*  positiv.     Somit   hat  die  Gleichung  3  reelle  Wurzeln;    und 


"1 
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p 

es   ist  nur  noch   die  Frage,    ob  beide  letztgefandenen   Wurzeln   einen 
mecbanbchen  Sinn  haben,  nämlich  ob 

12.    Wnnel-DiBCossioiL  FortMtnng. 
Die  Frage,   zwischen   welchen  Grenzen  |  sich  bewegen  darf^  wenn 

i?  =  4a,Hl-|)(/'+P5  +  ^*)  =  po5. 
bleiben    soll   oder,    was   damit  übereinkommt,   die  Frage  nach  der  Lage 
der  Wurzeln  wird   dadurch   beantwortet,    dass  man  das  Vorzeichen  von 
fj  für  einzelne  Werthe  von  |  bestimmt.     Es  wird 
fttrl       h 


=  0 


=  $3=1 
—  C08% 


4w«P 

d.i.  —  49'og)'QCOÄ*j3Q...w€^. ;  Ausnahme:  =0: 
1.  wenn  <p'o  =  ^  —  Umlauf  auf  Meridian; 


n 


0 


2.  wenn  ßo  =  -^  —  Anfangsort  im  Pole; 

(Fall. Nr.  2  enthalten  im  vorigen.)     Siehe  früher. 


4a)«(l-cos%)  ( 


g>'ovp'o(^os%  /?'oi5o+(a>'ovV«*)^o5% 


.2 


cns%^ros^ß^^\ 


d.  i.  4sin^ßQ,ß^Qß'Q.cos^ßQ.., 
pos.  in  allen  Fällen. 
Hieraus  folgt:  Es  ^iebt  jederzeit  eine  Wurzel 

zwischen  ß=^ß  und  /S  =  s"' 

Demnach:  Für  jeden  Anfangsort  ausser  dem  Pole  und  jede 
andere  Anfangsgeschwindigkeit  als  rein  im  Meridiane  gilt, 
dass  das  Mobil  nicht  in  den  Pol  kommen  käun  (vgl.  6.),  son- 
dern  nach  dem  Pole  zu  eine  grösste  Ausweichung  hat. 

Es  kann  also  z.  B.  auch  nicht  etwa  ein  spiraliger  Aufstieg  nach 
dem  Pole  in  unendlich  langer  Zeit  erfolgen. 

Noch  aber  ist  nicht  vollständig  entschieden,  in  welcher  Reihe  die 
drei  reellen  Wurzeln  aufeinanderfolgen.     Es  sind  drei  Fälle  denkbar: 

Indessen  die  Unter- 
suchung, ob  auch  die 
dritte  Wurzel  ^  zwi- 
schen 0  und  1  liegen 
könne,    wird    dadurch 

-  entbehrlich,  dass  das 
Wurzelproduct  g^  |g 
dep  Gliede  ohne  £  in 

9  der  Gleichung,  näm- 
lich     P     gleich      sein 


I 


1 


!"5y 
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muM.     Denn   da    dieses    negativ  und   die   erste   Wurzel  positiv  ist, 

so  rnnss 

I2  negativ 

sein.  —  Damit  stimmt  überein  ,  dass  die  tj  -  Curve  bei  ihrer  Ankunft  in 
^=>1  sinkend  ist,  indem 

(^1)  _,•  ^•*-  4»*((>-'>+2(l-Ö)S-3n{=, 
=  -4a.»(/>+e+l) 
=  -  4      (-  g>Vcos*ßo+ß^o*+¥o'<^o^'ßo - m'cos*ß^  +  io*) 

also  negativ  ist.     Demnach  folgen  die  drei  Wurzeln  so: 
Und  daher  ist  das  Mobil 

geswungen,  a  u  f  e  i  n  e  r         \. ,«äi<2i2iI^^ 

Zone     zu    bleiben,        <?^   0^        r^^rV^^ 
deren     Mittellinie 
der  Aeqnator  ist. 

13.  Bednctloo  auf  die  Hormalform. 
Das  zu  reducirende  Integral  ist  nunmehr 
«  J 


rfi r  _       ^i 


wobei 

{,<li<l<ls 
und 

4  CO*  positiv. 

Ich  benutze  eine  Substitution  zweiten  Orades,  und  zwar  werde 

1  —  S 
der  positive  echte  Bruch  -j -^  =  Ar* 

gesetzt,  und  der  gleichfalls  positive  echte 
«o  dass 

(1-1»)-  (1-1,  )«>.»« 

,       Si-I,  1-1 

l-ll  l-s, 

Damit  wird  ^ 


stn^a. 


£0  ^^0 


/a)«(l-.6jj)f^l-^«5i>i«o' 
wobei  die  Werthe 


S 


0 


«1 


0     f 


zusammengehören.  —  Bei  dieser  Beduction  war 

ItelUcnrift  f.  U»iliomatik  o.  Pbyiik  XXI,  3.  H 
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«i-  2 

oder  nach  Einsetzung  der  Werthe  von  P  nnd  Q 


~<?^o'-  (yV-«>')  co^^Po  ± /yo"+2^o*(yV-«>')co^^^o+(<p7+co')go^fe 


^1""  2*-* 


CO' 


^|-  2«,» 

Das    Vorzeichen    der   Quadratwurzel    ist  so  zu  wählen,    dass    der 
Werth  ||   positiv  wird.     Er  muss  dann  von  selbst  zwischen  0  und  1 
zu  liegen  kommen ,  während  ^  dann  unter  0  fällt.    (Dies  wird  sich  dem 
nächst  bestätigen.) 


lY.    Die  geographische  Breite  ß. 

14.    Wahl  d«r  uatereii  Chrenie.    Aiudraek  Ar  cosß. 
Nach  dem  Vorigen  wird 


09 


y^^'=f% 


«0 


und  nun  werde  die  bisher  willkürlich  gelassene  untere  Grenze  ß^  so  be 
stimmt,  dass  die  untere  Grenze  Oq^=(S  werde: 

daraus  folgt 

d.h.  der  Beginn  der  Bewegung  möge  fortan  in  den  Punkt  hoch 
ster  geographischer  Breite  verlegt  sein.     Dann  wird 

tf 


Für  (  =  0  ergiebt  sich  wieder  ^ssg^,  wie  nöthig. 
Unter  der  gemachten  Annahme  nun 

(Jo  =0, 
also 

Jo-6i  =  ^m|,     ßo-=ß,-='Maxß, 

wird  


;)'  '■  '• 


y    •  2« 


2 
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V  /j  f^-^j^-^ 


~  2»« 

i  I 

|j=3      co^ßi^ also  +  und  zwischen  0  und  1, 

{j  =  — (  —  j  005* |5j,...  also  — , 

Ö  =  -  (S. + fe)  =  +  — ^*  cos'ß, 

in  Uebereinstimmung  mit  Früherem.  Und  führe  ich  ferner  einen  Hilfs- 
winkel (ohne  geometrische  Bedeutung)  ein,  schreibe  nämlich  für  den 
Ausdruck 

welcher  von  0  bis  oo  sich  ändern  kann,  tg^i*>j  wo  dann 

eosru  = 


f* 


wird,  so  bekomme  ich  folgende  Constantenumformung : 


CO* 


li  ^  _      co^|3^ 

k^=^\^r=:    ,2'1f^\^      ^sin^ß.co^ß,. 
I-S2      w*  +  9o*oos*ft  "^^ 


Dadurch  wird 

k^cos^ß^  5i  -—Hit 

l^tg^ß.8in^fiSin^am   (-^A 

=co,«A. — ^: y^ 

1  +  «n*  ßt  cos^  u  sin*  am  [ 1  ] 

"^^         ^  \co5ft  / 

mod  (k  s=s  sin  ß^  cos  fi) , 

10.    OiflOMtion.    WiaderlierUitiiiig  der  beiden  OrenifUle. 

Der  Bruch,   mit  welchem  multiplicirt  der  Anfangswerth  cos^ß^  hier 
erscheint,   kann,   wie   es  erforderlich  ist,    nie   echt   werden.      Er  wird 
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--s.'VAW*- 


=s  1  =z  Min  für  ^  =  0,  und  dann  ist  ß  =  ß^.     Nach  einer  Zeit  ferner,   die 

T 

-^  heissen  mag ,  ist  der  Amplitndensinus  so  gross  geworden ,  als  möglich : 


sin^ntn 


\cosii  2/ 


und  zugleich  damit  hat  die  rechte  Seite  ihren  höchsten  Werth 

erreicht.     Dieser  aber  findet  sich 

=  1, 

T 

d.   h.:    das    Mobil    tiberschreitet    den   Aequator,    ^   ist    eine    halbe    so- 
genannte Schwingnngsdaner.     Und  da 


so  wird 


am 

T 
2 


\cosu  2/2  ' 


s= "  (modk  d,  1.  stnp^cosfi). 


Ein  zweites  Minimum  von  sin  am  und  von  cos^ß  und  damit  zugleich 
Maximum  des  Absolutwerthes  von  ß  wird  erreicht  für 


am 


{ n  =  w,    /  =  — =r, 

\COSU   /  CO  . 


d.  i.  nach  einer  ganzen  Schwingungsdauer.  Ebenso  ist  nach  einer  wei- 
tern halben  das  Mobil  zum  Aequator  zurückgekehrt  u.  s.  f. ,  so  dass  fol- 
gender Verlauf  sich  herausstellt: 


t 

0     .. 

T 

—         T        ir 

.    2T    ... 

u,   d.  i. 

cosn 

0     ., 

«/L...       Ju  ü        ...iJkL.i 

.       4  ÜL       *  •  . 

sin^amu 

0     . 

I.X.i.                    \J               ...              A.            m 

..      0      .  . 

cos^ß 

cos'ß^  . 

. .  0   ...  cos^ß^^  ...     1    . 

. .  cos^ß^  .  .  . 

ß 

+  ßi      . 

. .  0  ...    —  ß^   ...    0    . 

iri    ' ' " 

Weiter  ist  ersichtlich,  dass  wegen 

sin^am  (ir+  a)  =  sin^am  {K—  a) 

nach  jeder  halben  Schwingungsdauer  die  Werthe  von  ß  in  umgekehrter 
Folge  sich  wiederholen;  und  wegen 

sin^  am  (2  Ä'  +  a)  =:  sin^  am  a 

nach  einer  ganzen  in  derselben  Aufeinanderfolge  wie  zuvor  (auf  der 
andern  Halbkugel);  endlich,  dass  nach  jedesmaliger  doppelter  Schwin- 
gungsdftuer  der  gesammte  Verlauf  der  Bewegung  sich  erneuert. 
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>^ 


OK  TUM  ' 


i  UNiväifelTY 


'  '^^•^  >"^^»»^^^.»  •     ^  *^  /^  ^ .•   •  f  ^^  ^w<»>»y^^^/ 


Der  Gleichung  für  co$^ß  iKsst  sich  auch  die  Form  geben 


5tn 
dies  aber 


1 — sin^ß^  cos^usin^amu 


.8 


5f/r  am  i^ 


cos^amu 


=:sin^ß.  .—-5 , 


«i/i  ß  =  +  sin  j5j . 


C05  am  ti 


//amu 
oder  sin  ß^ .  51;?  co  am  u. 

Somit  haben  sich  in  den  drei  Ilauptfälleu  folgende  Gleichungen  für 
die  geographische  Breite  gefunden: 

g>'Q  (Hin  •  und  Hergang 


0  = 


(0 


. . .  sin  ß  =^  sin  ß^ .  sin  ammi 


auf  Meridiane) 

moa(Af  =  5iMpj), 

0  <  — ^  <co stn  p  =  sm  p^ .  sin  coam 


(O 


cos  II 

mod  (Ä  =  sin  ß^  cos  /*) 
— 5=  00 . . .  (Gang  auf  Hauptkreise)  ...  stnßz=  stnß^ . cos {g>'Q  cosß^i). 


QU 


Es  mnss  sich  zeigen,  dass  von  diesen  Gleichungen  die  mittlere,  welche 
ohne  Beschränkung  gewonnen  ist,  die  Grenzfalle  in  sich  mitbegreift.  In 
der  That  wird 


für 

(p'o  =  0: 

für  a>  =  0: 

00 

(p'ocosß^ 

k* 

sin^ß^ 

TL 

0 ,   Ä'  —  -s" ,  am  u  ^  u  ^  q)  f^  cos  ßi 

T 
2 

(wies.  13), 

■ 

2 

-; -^  (wie  S.  16). 

Also  für  g)'o  =  0 

sin  jS  =  +  sin  ß^  sin  coam  co  t  oder   +  sin  ß^  sin  am  (w  /  —  A' ) 

=  +  sinß^  sinamia  yt  — -ö)' 

Dies  aber  erweist  sich  als  mit  dem  früher  Gefundenen  übereinstimmend, 
wenn  man  beachtet,  dass  der  Bewegungsbeginn  hier  in  den  Zeitpunkt 
grössten  Ausschlages  gelegt  ist,  dort  aber  in  den  Uebertritt  Über  den 
Aequator.  — 

Andererseits  wird  ftir  io  =  0 

sin  ß  =  +  sin  jS,  sin  (  ^ —  g/^  cosß^  J 
in  Uebereinstimmung  mit  dem  Obigen. 
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16.    B«iheiioiitwlek«lim«>.    Ein  B«itpi«l. 
Der  letztgefundene  allgemeine  Ausdruck  für  die  Breite 

sin  ß  =  sin  ß^ .  sin  coam  l t  J  mod  {k  =  sin  ß^  cos  fi) 

ist  zur  Entwickelung  geeignet.     Er  findet  sich,   wenn  ich  die  Formeln 
Jacobi,  Fundamenta  S.  173,  1)  und  S.  180,  1)  und  2)  benutze 

') 

.   ^       2l/gcosx  +  2t^y^cos3x  +  ,., 

^^'l  +  2qcos2x  +  2q^cosix+,.,' 
wo,  wie  üblich, 

«M  2         CO  «       / 

*  =  2T«  also  hier  =-^  ^'=2  T' 


q  =  e       *. 


2 


9S  09 

Nehme    ich,    um    ein    Beispiel    zu    haben,     für  /3  ...    .r,   und 


«=^^,  so  wird  , 

^V    =tV»   ä  =  0,316,   /|  =  1,778; 

ferner  findet  sich  dann 

q    =0,007,     q*  =0,000  ..., 
^%  =  0,289,     vV4  =  0,000... 


und  demnach 


2 .  0,289  cos  y 
sinßü=sinß^ .  1,778  . 


l  +  2.0,007co*2^' 


T.    Die  geographische  Länge  q>. 

17.    B«dnotlon  auf  di«  Hormalform  dritter  Oattnng. 
Es  hatte  als  erstes  Integral  sich  ergeben 

also  ist 

dg>    ^^di 


da  ^j  =  ||  genommen  war.     Folglich  wird 


9# 
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rfg>==Si.g)'o. 


d^ 


und   diese  Gleichung   führt  auf  die  dritte  Gattung  elliptischer  Integrale. 

Bei    der  Zurückführung    des    rechtsstehenden   Differentials    auf    die 

Form 


f{a)  de 


fallt  w   so   aus,    dass   gleichzeitig   mit   |  =  0   auch    1  +  ;i  it/i*<f  =  0   wird. 
Daher  ist  zu  setzen 


\5fW*  0/^  =  0 


und   es  gehört  in  def  Jacobi,  Fundam.  S.   170   oder  Werke  II,  S.  192 
aufgestellten  Tafel 

0  —  /f «  - 1  4-00  0 


.     I 
1.  .  .  .  n 

2 


n 


3. 

4. 


n 


n 


der  gegenwärtige  Fall  unter  Nr.  4  (gehört  nach  Legendre' scher  Be- 
zeichnung in  das  Gebiet  der  Integrales  ä  paramelre  circuhire).  In  der 
That  wird 

I2 


li  (1 — s») 


Hiernach  wird 


da 
Ja 


oder  auch 


Nun  ist  in  einem  Falle  wie  der  jetzige 


n,  welches  hier  den  Werth  + 


-h 


irr-^'^-'-+**i. 


oder  auch 


zu  setzen,  so  dass 


+  (9^ßiSin*li,   d.  i.  +A* 
—  Ar*  sin^am  ia 


cos^ßi 


hat, 
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^  ••  •  «^  *•  s.'V -^  ••'W  w 


F^rf-^-^-V^W-^^-/«. 


Ix 
—  sifi^am  ia=i  {=•  -| 1—  ^^  =  +  ig^ am  (ak') , 


also 


-  + 


OD' 


und 


cos^  ßi 


^*flm  (a  Ä  )  = r-r p— 5 1 


=  COS^  (l 


sin  am  i  a  ,  sin  am(a  k')  cos  um  (ak') 

cosamia  damia  Jamiak') 

wird.  —  Indem  man  nun  nacb  erfolgter  Integration  von  0  bis  tf 

tf 

Ja 
0 

6 


für 


0 


und  für    /  ~.~ tö 


a)  Ja 


u 


tqamia  „, 

n+^ -n(u,ia,k) 

J  amia 


einsetzt,   wo  U  die   alte  Jac  ob  lösche   Form    (Fundam.  S.  144)   des  In 
tegrals  dritter  Gattung  bezeichnet ,  erhält  man 

<p'o  (pQ        ^^'—^sinam(ak')cosam{ak') 


<>»=+ 


.  w  —  t 


Jam\ak') 


oder  auch 

sin  jti  . co^  fi  {cos^  ß^  +  ^g^ t^)   sin  nm(ak')  cos  am  {a  k') 


n  (m,  /«,  k) 


=  + 


.W  — I 


zfam  (aÄ') 


Tl{xi,ia^  k). 


cosßy^ ' "      '  sin  fi  cosß^ 

Hierin  kann  aber  das  erste  Glied 

»Kl-fe       \  auch  <p'of 

oder       5-      .  u 

cosßi 

geschrieben   werden;    und  ferner  erweist  sich,    dass  der  im  zweiten  ▼or- 

kommende  Coefficient 

_i_        9^0  ^1  —  S2   sin  am  {a  k')  cos  am  («  k' ) 


w^I-Sä'     ^ 


Jam  (ak') 


oder  = — 


Vo 


^w*  +  g)'o*  cos^  ß^  '      ^V      *  («*  +  9>V) 

Wwjii    cos^ß.  +  tg^iA  tgii .  cosß, 

oder  s=  — 


CD 


cosßi'         tg^ II         ' {cos* ßi  +  /^* fi)  cos fi 
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wird*     Dadurch   nimmt   die  Gleichung   für  die  geographische  Lange  fol- 
gende Gestalt  an: 

g)  =  g)'^  ( -|-  1 71  (w,  iüy  k). 

18.    TheUimg  dos  Atisdnioks  fnr  9. 

Das  Glied  il7  muss  aus  mechanischen  Gründen  reell  sein,   und  ist 
es  auch,  da  das  Differential 

nsin^c       de       .    .        tg^ß,  sin^usin^a       da 

d.  1. 


i+n  sin^a*  Jc^      '    '    l  +  lg^ß^sin^fA  sin^a'  Ja 

reell  ist     Es  gilt,    dies  auch  in  der  Form  des  Ausdrucks  erkennbar  zu 
k  machen.     Indess   schon    ehe  das  geschehen  ist,   lässt  die  nächstfolgende 

Umformung  Schlüsse  auf  die  Art  der  Bewegung  zu. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  Fundam.  S.  146,  3)  oder  Werke  II,  186,  1) 
bekomme  ich  weiter 

9>=     <p'o'    +in{u,ia,k), 
sirifi 


cosß^ 


u  +  in(i(f  iö,  k) 


worin   S'(in)  =    — ; —  gesetzt  ist.     Dies  nun  ist  nach  der  Formel 

L    du    J„  =  ,-«  "^ 

Fundam.  S.  162,  4)  ferner 


Da  aber 

sich  findet,  so  wird 

tp'=U 


"^2   ^  S(u  +  iay 


stn  fi 
cosß^ 


tgam  [ak*)  dam  (ak)  =  0 


V2  KK''^  S  [ak'))^  2  ^^  S(u  +  ia) 
Qj     /7ü     a         0'(ak')\       I        0(m— ta) 

[2  jnr'^e(ak'))'^'2  ^  e{u+iay 


COSfA 

Somit  zeigt  sich  auch  hier  diejenige  j^paltung  in  zweierlei  Bewegungen, 
die  überall  da  auftritt,  wo  das  mechanische  Problem  auf  elliptische 
Integrale  dritter  Gattung  zurückkommt  (Jacobi,  Sur  la  rolalion  d\m 
cor}»»,  Werke  II,  S,  185  und  S.  195  ob.).  Das  Wachsthum  der  geogra- 
phischen Länge  4]p  kann  zerlegt  werden  in  eines  proportional  mit 
der  Zeit  und  ein  periodisches,  demnach  die  Bewegung  in  eine 
fortschreitende  und  eine  oscillirende.     Oder 

denkt  man  sich  eine  Meridianebene  rotirend  mit  einer 
bestimmten  constanten  Geschwindigkeit 'um  die  Axe 
der  Kugel,  so  wird  die  geographische  Länge  des  Mobils 
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^^■^^ ^ ^^  ^^  ^  ^^^.^-^-^ 


dieser  Ebene  bald  vorait  seilen,  bald  hinter  ihr  zurück- 
bleiben) in  periodischem  Verlaufe. 
Ich    führe    hier   wiederum   den   bei   Bestimmung   der  Breite   /?  auf 
getretenen  Zeitabschnitt  j^ 

ein,  für  welchen  allgemein 

u  = —■•=.  K    tnod  {k = sin  ß^  cos  fi) . 

cos  fJL  Jt 

Für  diesen  wird,  da  .^       cMuxi\ 

ist»  der  Logarithmus  null,  das  periodische  Glied  verschwindet  (oder: 
das  Mobil  tritt  in  die  rotirende  Ebene  hinein)  und  das  übrigbleibende 
der  Zeit  proportionale  Glied  wird 

I)ics  ist  der  Werth  des  Längen  Zuwachses  in  einer  halben  Schwingungs- 
dauer, welchen  ich  die  halbe  Längen-Periode  nennen  ^ill.  Mit 
Benutzung  desselben  lässt  sich  die  allgemeine  Formel  für  q>  auch  schreiben  T 

^""2  T+2'^0(tt+ia)' 
2 

19.  Die  halb«  Llngeii- Periode. 

Weitereu  Aufschluss  über  die  Art    der  sphärischen  Curve,    die   das 
Mobil  beschreibt,  giebt  die  Untersuchung  der  Werthe,  deren 

2.0.1.  g^'T"  S(ak')    ' 
fähig  ist.     In  dem  ersten  Grenzfalle  9>'o=0  wird 

tg*am{ak'),  d.i.  ^  =  0,     (im(a^')  =  0,     ri  =  0 

k=ssin  ß^, 
und   68   ergiebt   für   die  Lftngen  -  Periode   sich  dann  der  Werth  0.     Dies 
zeigt  der  ursprüngliche  Ausdruck 

0       .  T^.    e'(ia) 

,   t  ,       dlgSiia) 
=  "^«2+"— rf^' 
welcher  nach  der  Formel  Jacobi,  W.  II,  S.  191  u. 

""^«2'"A'\r=7=*-^l-^f+*+l-^8-A      "V 
ist,  worin 

Oder  es  folgt  auch  daraus,  dass  nach  früherer  Jacobi' scher  Beseichnuag 
(Fand.  S.  145) 


i 
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~Tv WV)~^^' 

und  nach  der  Definition  von  Z  mittels  der  'ersten  und  zweiten  Gattung 
S.  133,  1)  oder  2) 

/rZlO)     =^[rE{<p)-E'F{q,)]==0. 
Dass  demnach  in  dem  vorliegenden  Falle 

wird,  enthält  nur  die  Bestätigung  dafür,  dass  bei  einer  Anfangsgeschwin- 
digkeit rein  in  der  Meridianebene  ein  Längenfortschritt  nicht  stattfindet, 
londern  das  Mobil  auf  einem  Meridiane  bleibt.  — 
Im  andern  Grenzfalle  m  =  0  wird 

ig^am{af/)  =  g>,  am(ak')z=s  —  ^  a  =  K'modk' 

Z(aÄ')  =  Z(Ä'A:')  =  0 
na       n 

folglich  ^ 

—  ^H^    ,   ^  &(ak) 

=  |-|>+A'Z(aA') 

TS 

wie  auf  S.  158. 

Hervorzuheben  ist  nun  für  den  allgemeinen  Fall  der  Satz ,  dass 
die  halbe  Längen-Periode  nie  einen  Quadranten  über- 
schreiten kann. 

Denn  zwischen  den  beiden  Grenzen 

?l»=o...|=o 

0»  2 

?^=ao         ^  =  ~ 
o  "22 

k«nn  keiner  der  in  -^  vorkommenden  Werthe  null  oder  unendlich  wer- 

den,  weder  a  und  K^  K\  noch  Z  {ak*).     Das  Wachsthum  von  -^   findet 
▼ielmehr  von  einer  Grenze  zur  andern  in  stetiger  Weise  statt.    Somit  ist 

t>,  ahs,  -^  oder  -5-  F^  +  ^^  (''^')  ^  0. 

Diesen  Fortschritt  der  Länge  stellt  der  auf  Tafel  III,  Fig.  3  befindliche 
Grand-  und  Aufriss  dar. 
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90.    Beteitigang  dei  scheinbar  Imaginireii.    Werth  des  Osdllations- Winkels. 

Indem  man  für  das  Folgende  den  von  Jacobi  angegebenen  Weg 
einschlägt,  'erreicht  mau  einen  dreifachen  Vortheil,  nämlich  aus  dem 
Ausdrucke 


2    ^  e(u  +  ia) 

2  r  ■'"2   ^  S{u  +  ia) 

2 
erstens    das   noch  in  ihm  enthaltene  scheinbar  Imaginäre  fortzuschaffen ; 
sodann    nur  algebraische  Functionen   von    6-Keihen  zu  bekommen  und 
endlich    nicht    für    den    Winkel    selbst,    sondern    für   den   häufiger    ge- 
brauchten Sinus  und  Cosinus  desselben  Ausdrücke  zu  erhalten. 

Vor  Allem  ist  statt  der  ganzen  Länge  (p  der  Oscillations-Winkel 
qy  einzuführen,  d.  i.  derjenige  Winkel,  in  welchem  die  Länge  q>  in  jedem 
Augenblicke  in  positivem  oder  negativem  Sinne  abweicht  von  der  mitt- 

leren  (der  Zeit  proportionalen)   -K'j^'i  so  <i*ss 

2 

0  t 

^=^"2r 

Dieser  Oscillationswinkel  nun 

__J^      e(ti~tfl)_  1        e(u+ia) 

•"2    ^0(«  +  t»"'27  ^ö(M-ta)* 
Jetzt  sind  beide  Seiten  der  Gleichung,    imaginär  genommen,  als  Expo- 
nenten von  e  einzusetzen;  man  erhält 

'^^  =¥ W^iT^rvp-^  ""  /'=6(«+..)e(«-.«), 

uud  darau«  ^       ...P' +^-9'      e(«+,„)  +  e  („_,„) 

cosw  = =  — ^^ k— 7-;7-^^ » 

^  2  2yp 

«„^  = 2i = 2iVP ' 

und  wenn  man,  um  das  Irrationale  zu  entfernen,  dividirt,  so  findet  sich 

^^^  ■~i[0(,M+ia)  +  0(u-ia)]' 
Dieser  Reihenquotient    aber   ist  nahezu   einem  geschlossenen  Ausdrucke 
gleich  zu  achten,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  in  den  Reihen 
i[Ö(w  +  fa)-e(M-i«)]=         q^^  {1-q^^)  sw2x-^g^-^^{l^q^^)sinix  ... 
l[slu+ia)  +  slu'-ia)]=^  1  -  q^^  ll+q'^^)cos2x  +  q^'^^{l  +  q^^^ 


('=t) 


auftretende  Grösse  q  in  der  Mehrzahl  der  Fälle  ausserordentlich  klein  ist. 
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Zu  demselben  Ergebniss  wie  das  ebengenannte  kann  man  hier  auch 
auf  dem  nicht  wesentlich  verschiedenen  Wege  gelangen,  dass  man  in 

unter  dem  Ig  das  Imaginäre  vom  Reellen  in  Zähler  und  Nenner  scheidet, 

nämlich 

Ö(m— tö)  =  ilf--fiV  und  folglich 

setzt.     Dann  wird 

N 
^arcig-, 

wobei   unter    arcig   der  kleinste   positive  Bogen    verstanden  ist.     Hierin 
aber  bekommen  N  und  M  die  Werthe 

1  /  ,  nu    ,   ,na      ^   .    .    2nu    .    .2««    ,       \ 

n.  ii  H.  A 

welche  mit  Hilfe  von 

(  2 

C05  I  a  = ^ 

und 

genau  in  die  oben  angezogenen  Reihen  übergehen. 

Auf  den  gefundenen  Werth  von  ^!  leidet  femer  der  von  Jacob i, 
W.  II,  188,  189  geführte  Beweis  Anwendung;  diesem  zufolge  kann 

71« 

auch  der  Oscillations-Winkel  g>'  nie  -jr  übersteigen 
/so  wenig    wie  bei    dem   vorliegenden  Probleme    die   halbe   Längen- 
Periode  -^\     Denn   in   der  Reihe,   auf  welche   der  Werth   von   g)'  sich 
auch  bringen  lässt: 

^        2    ^e(w+ia) 

1  —  q^"^  coslx  1—  g*-*  cos  2  .r 

gl  +  A  «f  n  2  a:  ö^— *  sin  2  a: 

=  «rcfj^  ~ r-r-r ^r arctg  ^ «Xa 2^ —  —  . . . 

l  —  q^-^^cosix  ^   l~'q^+^cos2x 

erreicht  jeder  einzelne  arctg  sein  Maximum  fiir 

cos2xi=q''^ 
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wo  n  irgend  einen  der  vorkommenden  Exponenten  bedeutet,  und  diese« 
Maximum  selbst  ist 

arcstn  ö'*'<  -^  i 


woraus 


hergeleitet  wird. 


t-*<r^ 


TL   Die  Geschwindigkeit. 

8L    Oesehwindigkoit  in  der  Meridianebon«,  und  llngt  der  Bahncnrve. 
Durch  Differentiation  von 

sin  3=^  sinß.  sin  coam  ( t] 

*  \C0S(l     ) 

und  Einsetzung  des  Werthes  f^r  cosß  ergiebt  sich 

dß  k"^m  ig  ft  sin  am  u  ,.        .    ^  . 

dt  cos^       Jamuyi  +  ig^ß^sin^finn^amu 

Ar'*  CO  ig  ß^^  cos  coam  u 

cos  II  yi  +  ig^ßj^  sin^fi  sin^am  u 

Dieser  Werth  wird  für  die  Werthe  des  Argumentes 

cos  fi  cos  n 

oder  für 

zu  Null,   und  ß  geht  an  jeder   dieser  Stellen   vom   Sinken   ins   Steigen 

und  umgekehrt  über.  « 

Da  nun    ferner,   wenn  s  die  Länge  des  zurückgelegten  Woges    auf 

der  Bahncurve  bedeutet, 

ds^  ^  dx^  +  dy^+dz* _a* {dß^  +  cos^ßdq)^) 

dfi  dt^  "■  d?  ' 

und  nach  S.  166 

dq>  cos^ßo    '       1 

di  cos^ß     " 

""""'^Kdt)       cos^ß  -^^ö' 
80  wird 

k'^cal^tg^ßi  sin^amu 

cos^^i        J^  amu  (1  +  ig^  ß^sin^  fi  sin^  am  u) 

+  g>\  cos*Pi .        «z?  /i   ,  ,  2a — ^ ^ \ 

^     cos^ßj^  (1  +  ig  ßi  stn^fi  sm^amu) 

CO*        k'^  ig*  /5j  sin^  am  n  +  sin*  fi  J^amu 


««  \dt) 
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'-  <-^  .#«w-•^. y-s  *.  «-_^_^    ^^  -«.j-v^-   -    -#■    ,^"  «»^.y^k^^^ 


«vrv^  ^..*^  '^-^^.**^ 


Dieser  Bruch  kann,   so   lange  (o  nicht  verschwindet,    wie   auch   die  An- 
fangsgeschwindigkeit sei, 

nie  =  0 

werden,  das  Mobil  also  nicht  ruhen.     Es  sei  selbst 

oder,   da  überdies    die  Annahme  ß^o=^0  durchweg  gemacht   worden  fst, 

das  Mobil  sei  anfänglich  in  Ruhe.    Auch  in  diesem  Falle,  wo  k'^  =  cos^ß^y 

^  =  0  ist,  und  die  rechte  Seite  in 

,  sin^ß,  cos^ßi  sin^am  cot 

or — -;; — - — : 

'  A^ am  tat 

übergeht,   ist   ein  Verschwinden   derselben   nur.  in  zwei  Fällen  möglich: 

TT 

1.  wenn  ft  =  0,   2.  wenn  /5j  =  -   ;   das   bedeutet:  auch   aus   der  Formel 

zeigt  sich  (vergl.  S.  11.) >  dass  ein  Ruhen  des  Mobils  ausserhalb 
des  Poles  und  des  Aequators  unmöglich  ist. 
Für 

1  /ds\^ 
wird  in  der  allgemeinen  Formel  für  ""jIt;) 

CO* 

^2  =  0,     — r-=0 
und 


YII.    Abhängigkeit  der  Coordinaten  Ton  einander« 

92.    9  atugedrüekt  durch  ß,    Bflokkehr  su  einem  dnrohlanftnen  Punkte. 

Will  man  das  gefundene  analytisch -mechanische  Resultat  sich  durch 
eine  Fanctionscurve  geometrisch  verdeutlichen,  so  ist  die  Abhängigkeit 
der  sphärischen  Coordinaten  von  einander  dai*zulegen,  nämlich 
nach  Elimination  der  Zeit.  Dies  kann  geschehen,  indem  in  der 
Formel  für  q>. 


ip^i 


(n      a      ,  &(ak')\    ,  N 


ich  S.  162  das  elliptische  Integral  erster  Gattung 

u  =  / =  F(a) 

COSfA 

tbstituirt  wird  (dessen   numerische  Werthe  in  Tafeln  gebracht  sind  — 
»gendre,   Tratte  des  ff.  eil,  Bd.  II,  Taf.  IX).    Denn  dadurch  findet  sich 
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y«-»(l-?»)««(«^))-... 


+  arctg 


l_5i-»(l+y»)^o*(„^))+...' 


worin 


5i;i*  0  =  ■    . 


1  cos^ß^  cos^ß^ 


Dann  hängt  die  Länge  qf  nur  noch  von  der  Breite  ß  und  den  Constan- 
ten Ar,  q,  <i,  ß^^  fi  ab,  die  sich  anf  die  zwei 

ß^  und  fft 
oder  ebenso  auf  die  zwei  Constanten 

ft   und   ^^ 
zurückbringen  lassen.  —  ^ 

Die  Curve  mit  den  Ordinaten  ß,  wenn  die  Längen  (p  die  Abscissen 
sind ,  theilt  in  Bezug  auf  die  Periodicität  die  wesentlichen  Eigenschaften 
der  wirklichen  Bahncurve. 

Diese  Bahn  des  Mobils,  eine  Curve  doppelter  Krümmung,  wird  eine 
wellenartige  Linie,  durch  den  Aequator  in  congruente  Stücke 
zertheilt,   femer  symmetrisch  zu  aufeinanderfolgenden  Meridianen, 

<r> 

welche  je  um  eine  halbe  Längenperiode  -^,  die  einen  Quadranten  nicht 

überschreitet,  von  einander  entfernt  sind.   — 

0 
Wenn    die  Halbp^riode    -^  zu  n   ein    rationales  Verhältniss  hat,    so 

wird  t  nachdem  das  Mobil  eine  bestimmte  endliche  Anzahl  Male  die  Kugel 
umwandert  hat,  es  genau  wieder  die  früheren  Punkte  durchlaufen.  Wenn 
aber  nicht,  so  trifft  das  Mobil  in  demselben  Punkte,  in  dem  es  einmal 
gewesen,  erst  nach  unendlich  langer  Zeit  wieder  ein. 

Zur  Uebersicht  der  Längenperioden  im  Vergleich  zur  Breite  dient 
die  angehängte  Mercator-Proj ection  der  Bahnen  (Fig. 4).   In  ihr  ist 

bei  Curve  Nr.  1  sinß.  =  l/I,    0  ==  ^ , 

9>o 


»I        »I 


„    2  und  3    «>i/3.=l/4,    0<i^<oo, 

CO 


♦?  n 


»  )}  n 


w 


09 
Stfl 


2  a> 
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Zu  Fig.  1. 

Oang  auf  Meridian. 
Cure  der  Abhängigkeit  der  Geschwindigkeit  vom  Winkel  (der  geogr.  Breite). 


^   ^ßoi    Oscillation.    Z.B. 
CD  </J'o»    Umlauf.  Z.B. 


Zu  Fig.  2. 

Ckmg  auf  Meridian. 
Citnre  der  Abhängigkeit  der  geograph.  Breite  von  der  Zeit. 
/r^j=:  Consta  1. 


9K 


^  =  0,     Umlauf,     ß  —  ff^t. 
Po 

m  <  pQf   Umlauf.     ß^amß^Qi 


r     2 

_  =  ^  =  1,571. 


71 


=  -€r^ß'o^  +  '" 


n 


=  — -    14- 

T       ^ 


z.  B.     w  =  /J'o^|, 


^       Po 


«*  =  ^0    2 '  ''A  ~  2  • 

«  >  ^0»    Oscillation.     $in*ßs=  sin^ß^sin^ammi 

tnodlk=^sinß^s=  —  ] , 

z.  B.    »^iJ'oKa, 

'  1,311, 


'■-■  yi-.T-' 


0 


—  =  00,    Oscillation.     /? t=  0  (Stillstand). 
Po 
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IS 


IX. 
Ueber  aufsteigende  Eettenbrttche. 

Von 

Dr.  S.  Günther, 

Privatdocent  am  Polytechnikam  in  Mfinchen. 


§  1.  Während  die  sogenannten  absteigenden  Kettenbrüche  schon 
seit  geraumer  Zeit  eifrig  nntersncht  worden  sind,  hat  man  ihrem  Ana- 
logon,  den  aufsteigenden  Kettenbrüchen,  verhaltnissmässig  nur  sehr  wenig 
Theilnahme  geschenkt,  obschon  dieselben  eines  höheren  Alters  sich 
erfreuen,  als  erstere^.  Auch  nachdem  in  neuerer  Zeit  diese  Gebilde 
wieder  etwas  mehr  in  den  Vordergrund  getreten  waren,  scheint  man  ihnen 
vom  theoretischen  Standpunkte  aus  ein  geringeres  Interesse  zugewandt 
zu  haben,  als  den  gewöhnlichen  Ketten brüchen ,  und  nach  Herleitung 
einiger  weniger  einfacher  Grundeigenschaften  ging  man  sofort  dazu  über, 
ihre  praktische  Verwendbarkeit  ins  Auge  zu  fassen. 

Es  hatte  zwar  schon  Lagrange  ^  die  Theorie  dieser  Formen  wesent* 
lieh  dadurch  gefördert,  dass  er  den  einfachen  Zusammenhang  zwischen 
auf-  und  absteigenden  Kettenbrüchen  aufdeckte;  indess  scheint  diese 
Arbeit  des  grossen  Mathematikers  nicht  so  bekannt  geworden  zu  sein, 
wie  sie  es  verdiente,  wie  denn  auch  die  verdienstliche  Schrift  von 
K  u  n  z  e  ^  dieses  interessante  Factum  nicht  enthält.  Später  hat  wohl 
zuerst  Schlömilüh^  auf  die  erwähnte  Relation  hingewiesen.  Eine 
kürzlich  erschienene  Abhandlung^  stellt  sich  allerdings  die  Aufgabe,  die 
aufsteigend eb  Kettenbrüche  mit  anderen  selbstständigen  analytischen 
Formen  in  Beziehung  zu  setzen,  stets  jedoch  mit  Rücksicht  auf  die  Auf- 
lösung numerischer  Gleichungen  u.  dergl. 

Die  vorliegende  Arbeit  im  Gegentheil  verfolgt  den  Zweck,  die 
Theorie  an  sich  zu  erörtern  und,  wenn  möglich,  in  einigen  Punkten  zu 
erweitern.  Vor  Allem  soll  dabei  die  Darstellung  der  aufsteigenden  Ket- 
tenbrüche durch  Determinanten  in  umfassender  Vi^eise  zur  Geltung 
kommen. 

1)  Günther ,  Storia  detlo  sviluppo  della  teoria  delle  frazioni  eontinite  fino  ad 
Euler,  BülletHno  di  hihliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e  fisicht, 
Tomo  VII,  S.  219. 
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2)  Lagrange,  Esmi  de  Vanalyse  numMque,  sur  la  transformation  des  fonc- 
tions,  Journal  de  Vicole  pciytechnique ,  CaJder  F.    8.  93flgg. 

3)  Eanze,  Die  aufsteigenden  Eettenbrüche,  Weimar  1857. 

4)  Schlömilch,  Kecension  hierzu,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  3.  Bd.,  Litera- 
torzeitg.  S.  63. 

6)  Letnbkes,  Theoria  fraction'wm  continuarum  aseendentium ,  Monasterii  1870» 

§  2.     Die   independente  Darstellung  der  Nähern ngswerthe  des  Kct- 
tenbrnches 


6,+^+--+~ 


a. 


a, 


ist  bereits   an   anderei  Stelle  gegeben  worden^;   da  jedoch  daselbst  der 
Inductionsschlnss    angewandt    wurde,    so    wird    es  sich   hier   empfehlen, 
diese  Transformation   auf  einem  mehr  organischen  Wege  durchzuführen. 
Bezeichnen  wir  mit 

Pn 
9n 

den  n*®"  Näherun gswerth  des  genannten  Kettenbmches ,  so  können  wir 
das  recurrirende  Bildungsgesetz  dieser  Werthe  durch  die  Gleichung 

Pn_^nPn^l'h^n 

ausdrücken.     Der  Nenner  qn  ist  also  sofort  bekannt,  gleich 

dagegen  besteht  für  den  Zähler  ganz  ebenso  ein  System  binomischer 
recurrirender  Gleichungen,  wie  für  die  absteigenden  Kettenbrüche  be- 
kanntlich ein  trinomisches  existirt.     Man  hat  so 

Pn  —  "nPn--\  '  =  ^« . 


Hieraus  findet  sich 


Pn=- 


• 

.         • 

•           • 

P6- 

•             • 

-"sPi 

•          •          • 

'8» 

Pi- 

-tt, 

bn 

—  ff« 

0 

0 

0 

bn-i 

1 

—  «»- 

.1  ... 

0 

0 

>>n-Z 

0 

1 

0 

0 

• 

•         • 

0 

•               • 

0 

•             • 

• 

1 

•             ■ 

1''. 

0 

0 

0 

1 

1 

-t'n 

0 

0 

0    i- 

0 

1 

f'n- 

_l  ... 

0 

0     i 

0 

0 

1 

0 

0 

•            • 

0 

0 

• 

0 

•          • 

• 

1 

•          • 

-«2 

0 

(» 

{) 

•     4     • 

0 

1 

12' 
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Die  Determinante  des  Nenners  redncirt  sich  aaf  ihr  Diagonalglied  1 ; 
um  die  des  Zählers  anf  die  obenerwähnte  Porm  zn  bringen ,  machen  wir 
die  erste  Colonne  zur  letzten;  hierdurch  tritt  vor  die  Determinante  der 
Factor  (__l)fi— i, 

Mnltiplicirt  man   dann   die  (»—1)  Colonnen,    welche  kein  b  enthalten, 
dnrch  (—1),  so  erhält  die  Determinante  den  Factor 

(-1)— '— +^  =  (-l)^  =  +  l, 
nnd  man  bekommt 


Pn  = 


«n 

0     0  ... 

0      0   fr„ 

fti 

-1 

0 

...     0 

0      0 

-1 

«„_!       0      ... 

0      0    6,_, 

f>. 

«^ 

-1 

..     0 

0      0 

0 

—  1  a,^_2  . . . 

0      0    6,_2 

ft» 

0 

«8 

...     0 

0      0 

•      • 

0 

•         •         •         • 

0       0    ... 

«8     0    6, 

•         « 

l>n-i 

• 

0 

•          • 

0 

•           ■           • 

...  «»_2 

■          •          •      • 

-1     0 

0 

0       0    ... 

-1  «j   6j 

ft.-l 

0 

0 

...     0 

«_!   -1 

0 

0       0    ... 

0  -1  6i 

bn 

0 

0 

...     0 

0     «. 

6)  Günther,  Darstellung  der  Näherungswerthe  von  Eettenbrüchen  inindepen- 
denter  Form,  Erlangen  1872,  S.  42. 

§3.  Die  Lagrange*  sehe  Transformation  ist  in  der  letztgenannten 
Schrift  ebenfalls  behandelt  worden;  während  jedoch  der  eine  Beweis  sich 
anf  den  Schlnss  von  n  auf  {n  +  1)  stützt  nnd  also  keinen  Einblick  in 
das  Wesen  der  Sache  gewährt,  wnrde  der  andere  nur  angedeutet  Es 
soll  nun  gezeigt  werden,  wie  einfach  sich  diese  Beziehung  durch  An- 
wendung des  Determinantencalculs  gestaltet. 

Multiplicirt  man  in  der  für  Pn  zuletzt  erhaltenen  Determinante  jede 
r'®  Zeile  (r<w>2)  mit  ^r-i  und  zieht  von  ihr  alsdann  die  mit  6r  mul- 
tiplicirte  (r— 1)*®  Zeile  ab,  so  ändert  man  die  Determinante  hierdurch 
nur  insoweit,  dass  vor  dieselbe  der  Factor 

tritt.     Eg  wird  demnach 

ftj      —  1  0        ...  0  0  0 

0  a^h^  +  b^    ^b^      ...  0  0  0 

0    —«8*3  ff^b^+b^'.,  0  0  0 


9' 


0  0  0        ...  a„-2*if-3+fti.-2  — ^•-s  0 

0  0  0  ...        —«»^2*11—1        fl»— i6,j_2  +  *i»-l  '      —  *it~2 

0  0  0        ...  0  -a^tb^       «„Ä„-i  +  6„ 

Transformirt  man  in  analoger  Weise  den  Nenner 


^n=^'l«2     •     ^'«-1011  = 


so  folgt 


a. 


-1  ...      0 


0       a 


2 


0 


0 
0 


0       0     . ..  flffi-i     —  1 

0      0    ;..    0       an 
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■•-y-'y-  ^  ^  % 


^1t  = 


"l 

—  1            0        ...            0                      0 

0 

-«1*2 

«2^  +  ^      -^1       -               0                            0 

0 

o. 

0 

—  a^b^  ös^2  +  ^8'"            ^                       ^ 

0 

X* 

1 

0 

0                  U         ...  afi-2^ii-S  +  *ii-2            — ^n-S 

0 

0 

0                   0         ...       —  a«-2  6|i-l        fl|i-l^fi-2  +  6n-| 

—  ^n-2 

0 

0            .  ü       ...             0                — o«-|Ä« 

ö«^n -1+^71 

Der  Factor  ^  hebt  sich  bei  der  Division  fort  nnd  man  erkennt  g„  und 
Pn  als  zasammengehörige  Kettenbruchdeterminanten.  Die 
letztere  Eigenschaft  liegt  unmittelbar  am  Tage  and  es  ist  auch 

.    dqn 

Es  geht  hieraas  nach  einem  allgemeineren  Lehrsätze^  hervor,  dass  der 
Qaotient  beider  Determinanten  sofort  als  Kettenbrach  geschrieben  wer- 
den kann,  und  man  erhält 

9n     «1  — 


«1^ 


a^b^+b^  — 


a^b^b 


8 


f/gftj   +   ftg  — 


«8^8^ 

#              11. 

ö|i-2^»-3*n-l 

^^4^8  +  ^4  — 

...  ^^ 

««-1  ^«-2+^11-1 

— 

in  der  geforderten  Weise.  «»^»-i+^n 

7)  Günther,  Beiträge  zor  Theorie  der  Eettenbrüche ,  Archiv  d.  Math.  u.  Phys. 
66.  Theil,  S.397. 

§  4.  Eine  einfache  Anwendung  können  wir  von  dem  Bisherigen 
machen,  am  die  bekannte  Formel  abzuleiten,  vermittelst  deren  Euler^ 
eine  Beihe  in  einen  Kettenbrach  zu  verwandeln  gelehrt  hat.  Hat  man 
die  alternirende  Beihe 

SO  ist  dieselbe  gleich  der  Determinante  (n  +  1)^^"  Grades 


60     1 

0 

.  .  0 

0 

0 

h     1 

1 

...  0 

0 

0 

6g         0 

1 

...  0 

0 

0 

• 

0 

•               • 

.  .  1 

• 

1 

* 

0 

*n-l      0 

0 

.  0 

1 

1 

fc.           0 

0 

...  0 

0 

1 

wie  sich  sofort  zeigt,  wenn  man  von  jeder  Zeile  die  unter  ihr  stehende 
abzieht,  von  der  untersten  angefangen;  denn  alsdann  reducirt  sich  die 
Determinante  auf  ihr  Diagonalglied 

Um  die  Normalform  zu  erhalten,  muss  noch  jede  Colonne,  die  kein 
h  enthält,  mit  (—1)  multiplicirt  werden;  alsdann  erkennt  man,  dass  die 
obige  Beihe  dem  aufsteigenden  Kettenbruche  ^^^^  ^'^^^4^^ 
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(-D-.^o  +  Hl 


6,   +...+ 


—  1 


gleich  ist.     Wird   auf  diesen  Kettenbrach   die  in  §  3  gefundene  Trans- 
formationsformel  umgewandt,  so  ergiebt  sich 

S j 


^ 


^0^5» 


^1+...+ 


^n-I— ^n-2  + 


bn^2bt 


Aach  einige  ähnliche  Formeln  von  etwas  allgemeinerer  Natar,  wie 
sie  z.  B.  Nach  reiner^  ebenfalls  durch  eine  Determinantenbetrachtung 
erhalten  hat,  haben'  ihre  eigentliche  Quelle  in  dem  Theorem  von  La- 
grange. 

Eine  ganz  ähnliche  Umformung  hat  auch  G.  Bauer^^  angewandt, 
um  den  Kettenbruch 


+  ...+ 


l  +  6n-l 


als  Quotienten  zweier  Aggregate  darzustellen.  Schreibt  man  nämlich 
denselben  in  gewohnter  Weise  als  Quotienten  zweier  Kettenbruchdeter- 
mini&nten  vom  bezüglich  («  — 1)^*"  und  n*®"  Grade  und  addirt  zu  jeder 
Horizontalreihe  alle  darauf  folgenden,  so  wird 

-1  0  0     ...  0  6„+l 

-(\  +  l)  -1  0    ...  0  hn  +  1 

0  -(*2  +  l)     -1  •••  Ö  ^»  +  1 

0  0  0    ...  -1  ftft+1 

0  0  0    ...-(ft«_,  +  l)        hn 

und  entsprechend  P^  Um  auf  die  Normalform  zu  bringen,  mache  man 
die  letzte  Verticalreihe  zur  ersten;  dividirt  man  dann  noch  mit 

[-  (*i+l)][-  (*,+!)]  •••  [-  (ft.-i+l)], 

« 

SO  wird,  da  jich  die  Vorzeichen  gegenseitig  ausgleichen, 

6„  +  l-...- — 5i— . 

Führt  man  diesen  Kettenbruch  in  das  gleichgeltende  Aggregat  über,  so 
wird 

...+(-1)-+' 


und  ein  ähnlicher  Werth  ezistirt  fttr  />„. 


(Aj+1)(*,  +  1) 


■1)...(6-+1V' 
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8)  Ell  1er,  Einleituug  in  die  Anal^-sis  des  Uneodlichen,  deutsch  von  Michel- 
aen,  1.  Bd.,  Berlin  1788,  S.  896. 

9)  Na  oh  rein  er,    Beziehungen    zwischen  Determinanten  und  Eettenbrüchen, 
München  1872,  S.  16. 

10)  Bauer,  Von  einem  Kettenbruche  Euler's  und  einQm  Theorem  von  Wallis, 
München  1872,  S.  10. 

§  5.  In  die  Kategorie  der  hier  discatirten  Ohjecte  gehört  auch 
die  Anwendung,  welche  ein  von  Lucas^^  aufgestellter  Satz  zu  machen 
▼erstattet:   Sind 

1  ^     2  •  •  •  ^ni  •  •  •  *»ii 

willkürliche  Grössen  mit  der  Summe  5,  und  wird 
gesetzt,  so  hat  die  Determinante 


—  A^  +  x 


a. 


^^  '**9  ^1     »•'     •  •  • 


a 


m 


a 


m 


a. 


a 


n 


J  = 


•           •           • 

«l 

•        •        • 

"st 

...  —  A/n  —i  -f-  a? 

^'»1                 '^m  -f  1         •  •  • 

>      •      ■ 

«1 

«, 

«m-l 

Ajn  "r  «^          ^m  +  1        •  •  • 

«n 

«1 

•         •         • 

•          •          « 

«TO— 1 

Om        — ^»i-f-l  +  a:  ... 

den  Werth 

Um  dies  zu  erkennen ,  braucht  man  nur  nach  einem  bekannten  Satze  ^^ 
die  Determinante  in  eine  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  fortlau- 
fende Beihe  zu  entwickeln,  denn  dann  findet  man 

indem  das  von  x  freie  Glied 


— -^1        ög       ...       «n— 1 
a,         —  i^o     ...        «n-l 


« 


n 


a. 


a. 


C/j         ...  •«  n  —  1  ^n 

ö«         ...         ^n  - 1  —  ^j 


ersichtlich  identisch  verschwindet;  es  ist  also  in  der'That 

z/  =  X  [iC  —  («1  + . . .  +  «„)]»-*. 
Zwei  andere  Beweise  können  an  anderer  Stelle  ^^  nachgesehen  werden ''^. 


*  In  der  genannten  Arbeit  ist  das  Versehen  begangen  worden,  dass 

G)  «****  er) 

durchgehends  geschrieben  wurde,  was  hiermit  berichtigt  werden  möge. 
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Die  Determinante  ^  möge  nnn  aber  auch  in  der  Weise  transformirt 
werden,  dass  von  jeder  Zeile,  die  letzte  natürlich  ausgenommen,  die 
zunächst  unter  ihr  stehende  abgezogen  wird.     Dann  ist 

a:— (^i+fli)    ^j  +  flj  — o:  0  ...  0  Ol 

0  «— (^a+flg)     ^8+a,— a:  ...  0  0 

0  0  ar  — (^j+aj)...  0  0 


2f  = 


0 


0 


0 


...X  — (-^«.i+a«-i)    A^^a^^x 


»1  «*a  »8 

Nun  ist  aber  der  Definition  gemäss 

diyidirt    man   also  mit  {x^S)   die   ersten   (n  — 1)   Horisontalreihen ,   so 

erhält  man 

1      -1       0    ...     0  0 

0       1       -1  ...     0  0 

0       0         1     ...      0  0 


2fe=(a;  — S)»-^ 


0 


0        0    ...      1  -1 

Machen   wir  jetzt  alle  Colonnen   zu  Zeilen   und  substituiren  für  A 
den  oben  gefundenen  Werth,  so  wird 

x  —  A^  —1  0  ...  0  0 
a,_i  1  —1  ...  0  0 
a«-2        0        1     ...  0     0 


a:  = 


0. 


j      I    <*»— 1  "T  •  •  ♦  *T*  V* 


1 


0  0     ...  1    -1 

«1  0  0        . .  0      1 

Durch  Verwandlung  in  einen  absteigenden  Kettenbruch  wird 


X 


1     - 


«— ^«+^'»-.1  — 


an^^{x'-A^ 

«n  — l  +  fln-2   —  ...— 


«8«1 


«2  +  «l  ' 

und  man  hat  hierdurch  ein  einfaches  Mittel  an  die  Hand  gegeben,  jede 
willkürliche  Zahl  in  einen  Kettenbruch  von  beliebig  vielen  Gliedern  zu 
verwandeln. 

11)  JjMkcai,  8ur  une  formuU  d'analyse,  Compt.  rend,  de  Vacad,  fra/ng.  18T0, 
S.  1167. 

12)  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  Leipzig  1870,  8.30. 

13)  Günther,   Ueber  einige  Determinantensätze,   Sitzongsber.  d.  phys.-med. 
Societät  zu  Erlangen,  5.  Heft,  S.  88flgg. 

§6.  Verschiedene  Autoren ,  darunter  besonders  auch  He is^^  haben 
gezeigt,  dass  die  aufsteigenden  Kettenbrüche  mit  Nutzen  zur  Auflösung 
höherer  Gleichungen  gebraucht  werden   können.     Ein   interessanter  Zu- 
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'  ^^^^  ^  ^^  ^  —^  *     -  ^  , 


^  ^  ^  ^^^^    >-   i^%^N^- 


sammenhang  zwischen  beiden  wird   durch  folgenden,   anscheinend  noch 
nicht  erwähnten  Lehrsatz  festgestellt: 

Hat  der  aufsteigende  Kettenbruch 

6  4-       4-^* 

-^      m 
m 

den  Werth  Null,  so  ist  m  ein  Wurzelwerth  der  Gleichung 

Dass  dies  sich  wirklich  so  verhält,  lässt  sich  leicht  durch  Induction 
erweisen;  elementar  dagegen  kommen  wir  durch  folgende  Ueberlegung 
zum  Ziele. 

Wenn  m  eine  Wurzel  der  obigen  Gleichung  ist,  so  muss,  wenn  man 
in  F  für  x  dieses  m  subst^uirt,  dies  Polynom  sich  annulliren,  mit  ande- 
ren Worten:  Eliminirt  man  aus  den  beiden  Gleichungen 

i?=0,     — a?  +  m  =  0 

die  Grösse  o?,   so   muss  das  Eliminationsresultat  identisch  verschwinden. 
Nach  Sylvester's  dialjtiscEer  Methode  müsste  also^  die  Gleichung 


-1      0     ..  0     0       0 
m     —1  ...  0     0       0 


=  0 


bn  0         0    ...  0     m    —1 

6„+i      0         ft    .   .  0     0      iw 

existiren.  Gelingt  es  nun,  diese  Identität  auf  anderem  Wege  nachzu- 
.weisen,  so  ist  der  Beweis  für  unsem  Lehrsatz  als  erbracht  anzusehen. 
Wenn  aber  der  genannte  aufsteigende  Kettenbruch  verschwinden  soll, 
so  kann  dies ,  da  m  natürlich  als  endlich  angenommen  ist ,  nur  dadurch 
geschehen,  dass  der  Zähler 

\         —1       0    ...  0     0       0 
K  m      —  1  ...  0     0      0 


ft«  0         0    ...  0     m     —1 

bn^\       0         0    ...  0     0      m 
gleich  Null  wird. 

14)  Ifatthieseen,  Schlüssel  zur  Sammlung  von  Beispielen  and  Aufgaben  aus 
der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra  von  Heia,  Köln  und  Wien  1873, 
8. 181  ^g, 

§  7.     Als  Corollar  des  eben   besprochenen  Satzes   ergiebt  sich  uns, 
dass,  wenn  auch 

iBt,  der  Kettenbruch 


»»1  +  •  •  •  + 


ffi, 


den  Werth 


m 


«»(«) 


Ueber  aufsteigende  Kclteobrüch 

^(«— ' +  »!—*  +  ... +  m»+«i+l) 

n  die  geometrische  Reihe,  so  folgt  Nachstehendes; 
igeode  Ketteobrachvon  eingliedrigei  Periode 


a    o— 1 

1  k«an  nun  aber  auch  benHtzt  werden,  um  den  Werth 
1  KettenbmcfaAs  von  eingliedriger  Periode  kennen  zu 
n  findet  nach  §  3 

"'  +  '  —  '- J4  +  6' 
der  periodische  Theil  dieses  Kettenbmches  aus  (n  —  ä) 
n  die  GrSsse  V  dieses  periodischen  Tbeiles  zu  finden, 


•X  +  g 


V'i-'. 


^/^- 


seinen  Werth  einsetzt,  findet  man  nach  einigen  Trans- 

l+j/zi:)-'_(|_/^_.)- 


1  in  §  6  bewiesenen  Satze  leiten  sich  einfach  mehrere 

lebe  Siaoci"  ohne  Beweis  aufgestellt  hat.     Gs  sollen 

leichang 

'=aoa:-  +  «jÄ"->  +  ...  +  o,_,a:  +  «, 

»ea 
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~.x     «    ...  II      n 

1    -x  ...  I)    (I  : 

0         1     ...  0       0    ,_^' 


II 


bestehen.     Die  erste  Relation  erbellt  s 
d&darch,  dass  man  die  Summe 


1 


1  die  Determinante 


in   ibie  beiden  Summanden  zerlegt,   ebenfalls  als  Summe  zweier  Theile 
daratellt;  denn  der  erste  Summand  hat  nach  dem  Obigen  den  Werth 

i  {«,  a:— '+<.,*"-'  +  ...  +  «„_,  ^  +  a.), 

der  zweite  dagegen  ist  gleich 

x". 

Um  die  zweite  Beziehung  nachzuweisen,  dividire  man  znnfichetjede 
Zeile  dnrch  x  and  zerlege  alsdann  in  der  nämlichen  Weise,  so  erbSlt 
man  ebenfalls  als  ersten  Snmmanden  den  aufsteigenden  Kettenbmcb 


1   .„_,+?!-»+-  +  T      i 


id  dieser  ist  gleich 
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oder,  indem  man  mit  x^  mnltiplicirt, 

—  K*"  +  «i^?"""^  +  . . .  +  an-^x^  +  a«  -\x). 
Der  zweite  Summand  wird  sein 

so  dass  die  Summe  wirklich  den  Werth 

erhält. 

Siacci^^  hat  für  seine  beiden  Sätze  in  der  Folge  selbst  einen  ele« 
ganten  Beweis  geliefert;  jedoch  scheint  der  hier  betretene  Weg  der  na- 
türlichere zu  sein. 

unmittelbar  folgen  aus  den  obigen  Sätzen  zwei  weitere,  welche  ihr 
Begründer  (a.  a.  O.)  in  dieser  Weise  formulirt:  „Se  si  dicono  Pr«  e  Q,« 
i  complemenH  algebrici  dt  due  elemenii  omologhi  di  V  e  (^  si  ha 

a^P„x  +  anQ„  =  P,     aoPr.x  +  a„Qr.=  0." 

15)  Siacci,  Intomo  ad  una  serie  e  ad  tma  fimeione  dei  coefficienH  binamiaU, 
Battaglini^B  (riomäle  di  Matematiche,  VoL  XL 

16)  Siacci,  Intomo  ad  älctme  trasfonnaeioni  di  determinanü,  Torino  1S72,  S.  10. 

Ist  mit  Vorstehendem  der  Nachweis  gelungen,  dass  auch  in  der 
elementaren  Lehre  von  den  aufsteigenden  Kettenbrüchen  noch  mancher 
theoretisch  interessante  Gesichtspunkt  zu  finden  sei,  so  hat  diese  Arbeit 
ihren  Zweck  erreicht. 

§  9.  Bekanntlich  existirt  eine  grosse  Anzahl  von  Methoden  zur 
Verwandlung  unendlicher  Reihen  in  ebensolche  Kettenbrüche,  und  zwar 
lassen  sich  dieselben  der  Hauptsache  nach  auf  die  classischen  Arbeiten 
▼o'n  Euler  und  Lagrange  zurückführen.  Aber  all'  diese  Methoden, 
deren  übersichtlichste  Zusammenstellung  man  in  dem  grossen  Handbuche 
von  Eytelwein^^  findet,  leiden  an  dem  grossen  Uebelstande,  dass  die 
Convergenz  des  resultirenden  Kettenbruches  erst  nachträglich  durch  eine 
oft  sehr  schwierige  Discussion  festzustellen  ist  Nur  eine  gewisse  Classe 
dieser  Methoden  macht  hiervon  eine  Ausnahme;  wir  meinen  diejenigen, 
welche  nicht  nur  zwischen  Reihe  und  Kettenbruch  an  sich,  sondern  auch 
zwischen  den  einzelnen  Theilen  derselben  vollkommene  Gleichheit  her- 
stellen ^^  Die  betreffende  Entwickelung  wird  meistens  nur  für  specielle 
Fälle  gegeben,  lässt  sich  aber  in  der  That  sehr  leicht  für  den  allgemei- 
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den  Fall  einer  willkürlichen  Potenzreihe  durchführen,  sobald  man  die- 
selbe als  aufsteigenden  Kettenbruch  behandelt.  Diese  Ausdehnung  soll 
nun  hier  geleistet  werden;  vorher  aber  wollen  wir  noch  eine  Definition 
einführen,  welche,  ursprünglich  von  Seidel^^  herrührend,  bei  unserem 
Problem  besonders  gute  Dienste  zu  leisten  scheint.  Dabei  möge  voraus- 
gesetzt werden,  dass  man  es  lediglich  mit  convergenten  Reihen  zu  thun 
habe,  indem  ein  Operiren  mit  divergirenden  keinen  eigentlichen  Sinn 
hat.     Wir  sagen  nun: 

Ist  eine  gewisse  endliche  Grösse  durch  Ausdrücke  ge- 
gegeben, welche  ein  unendlich  fortgesetztes  Wiederholen 
einer  gewissen  Operation  erfordern  (Reihe,  Factorenfolge, 
Kettenbruch,  Potenz),  und  stehen  diese  Ausdrücke  in  einer 
solchen  gegenseitigen  Relation,  dass  nicht  nur  sie  selbst, 
sondern  auch  ihre  j?^^"  Näherungswerthe  einander  bezüglich 
gleich  sind,  so  nennen  wir  solche  Ausdrücke  äquivalent. 
Alsdann  stellen  wir  uns  folgende  Aufgabe: 
Es  soll  die  (convergente)  allgemeine  Potenzreihe 

—  + + h...^5 

in  einen  äquivalenten  Kettenbruch  umgesetzt  werden. 

Verstehen  wir  hier  unter  p  eine  ganze ,  unter  h  dagegen  eine  ganz 
willkürliche  reelle  Zahl,  so  ist  das  vorstehend  formulirte  Problem  wohl 
das  allgemeinst  denkbare,  insofern  darin  alle  gesetzmässig  fortschreiten- 
den Reihen  begriffen  sind. 

Wir  haben  zunächst  offenbar 


«1  ?  «Jf 


•1 

und   zwischen   diesem   Kettenbruch   und   der  obigen  Reihe  besteht,   wie 
eine  einfache  Rechnung  zeigt,  wiederum  die  Beziehung  der  Aequivalenz. 
Den    aufsteigenden    Kettenbruch    transformiren    wir  jetzt    in    bekannter 
Weise  in  einen  absteigenden  und  bekommen 
xP  ,  . 


«1  «3  -  -  « 


«8 


Den  jetzt  erhaltenen  Kettenbruch  gestalten  wir  weiter  dadurch  um,  dass 
wir  den  Satz,  wonach  man  stets  zwei  Theilzähler  und  den  zwischen-- 
liegenden  Theilnenner  mit  einer  willkürlichen  Zahl  (^0)  multipliciren 
darf,  sowohl  auf  die  Potenzen  von  o?,  als  auch  auf  die  Constanten  an- 
wenden.    So  ergiebt  sich  schiiesslicli 


^ 
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^.^vy^^v^k^^^/«  ^^*^ 


^i r h        V^  fi  k 


^/-  +  fl,X*  — 


Was  nan  den  zuerst  gewonnenen  Kettenbrnch  anlangt,  so  ergiebt 
sich  ans  der  oben  dnrcbgeführten  Determinantenbetrachtnng  unmittelbar, 
dass  S^  dem  aufsteigenden  Kettenbrnch  äquivalent  sein  muss,  und  diese 
Beziehung  ward  natürlich  durch  die  weiterhin  an  5,  vorgenommene  VerSnde- 
rung  nicht  gestört.  Nun  sind  aber  offenbar  zwei  analytische  Gebilde 
äquivalent,  wenn  sie  einem  dritten  äquivalent  sind,  und  es  erhellt  also 
die  Wahrheit: 

Der  absteigende  Kettenbruch  S^  ist  der  Reihe  S  nicht 
allein  gleich,  sondern  auch  äquivalent. 

Nunmehr  ist  jede  ähnliche  Transformation  einfach  zu  bewerkstel- 
ligen. Wollten  wir  die  Function  sinx  als  unendlichen  Kettenbruch  dar- 
stellen ,  so  würde  die  gewöhnliche  Regel ,  bei  der  /<  =  1  vorausgesetzt 
wird,  versagen,  d.  h.  sie  würde  auf  eine  unbrauchbare  Form  führen, 
indeni  jede  Constante  mit  geradem  Index  =  oo  gesetzt  werden  müsste. 
Für  uns  ist  dagegen,  weil  sinx  der  Reihe 

X      a^     x^ 

fi^S!      5! 
gleichwerthig  ist, 

und  wir  finden  demnach 

sinxr^^       J^.fx^ 

3 '  4-~V~x^  -    ^   ^^  (V)^x^ 


^      ^  7!  +  5!a?2_.... 

Da  aber 

(2«  -  1; ! :  (2.«  -  3)  1  c=  (2«  ^  l)(2w  -  2) 

ist,  so  können  wir  durch  Anwendung  des  schon  oben  gebrauchten  Satzes 
auch  diese  Form  herstellen: 

2.3  +  a?«-/^7'  4.5a;« 

4.5  +  ar^  — 


6.7  +  a:«-.... 

Auch  hier  ist  das  Fortschreitungsgesetz  augenfällig. 

Fassen   wir   als   ein    anderes  Beispiel   die   gewöhnliche  hypergeome-  J 

trische  Reihe  von  Gauss 

/•(«, ^,  y) _ !+_  o:  +  --217^+]—  +  •  •  • 

auf.     In  diesem  Falle  wird,  wenn  wir  das  Glied  1  nicht  mit  zur  Reihe 

rechnen 

«^  iL;,       „    _,  .i>(a  +  l)...(c^  +  m-3)/g(ig  +  l)...(/3+m~l) 
p  SS  1  =  /i       a^  =  1  : — - — — — j—j. 

und  sonach 
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i  +  n'',ß,y)  =  -^  fö)^ 


aß  2!y(y  +  l)       ^Uy^ 


(     2!y 
\«(«4-l 


«(«  +  l)iS(P+l)  ■   O/S 
)^(/3+l)/ 


3!r(y  +  l)()'+2)  j       2!y(y  +  l) 


ar  — 


cr(«+l)(«  +  2)i5(p+l)(|5  +  2)  •  u[a+\)ß{ß+l) 

Aus  dieser  Form  lassen  sich  die  anderen  bekannten  leicht  herleiten 
und  überdies  geniesst  man  des  grossen  Vortheils,  die  Convergene  a  priori 
behaupten  zu  können ,  sobald  natürlich  die  Reihe  F  selbst  convergent, 
d.  h.  wenn  ar^l  oder  aber  für 

^=l>    «  +  /J>y 

war. 

Erwähnt  möge  anhangsweise  noch  werden,  dass  der  von  uns  hier 
mehrfach  verwandte  Begriff  der  Aeqnivalenz  Erweiterung  zulftsst.  Würde 
man  die  hier  charakterisirte  Aeqnivalenz-  die  einfache  nennen,  so  würde 
ihr  eine  mn -fache  entsprechen,  die  so  zu  definiren  wäre: 

Zwei  unendliche  Ausdrücke  (dies  Wort  im  Sinne  Euler's 
genommen)  haben  eine  m  —  fi-fache  Aeqnivalenz,  wenn  der 
m^^  Näherungswerth  des  einen  dem  n^^**  des  andern  gleich 
ist«     Für  m  =  n  ist  die  Aeqnivalenz  eine  einfache. 

So  hat  die  von  Pacioli  erfundene  und  von  Bertrand*^  wieder 
reproducirte  Näherungsreihe  zur  Bestimmung  des  Wurzelwerthes 


zu  der  bekannten  Kettenbrnchentwickelnng 

^"  +  2^  +  ... 

eine  w  —  2" "" ■  -  fache  Aeqnivalenz,   wie  wir  dies  bei   einer  andern   Ge- 
legenheit*^ nachgewiesen  haben. 

17)  Ejtelwein,  Grandlehren  der  höheren  Analysis,  1.  Band,  Berlin  1824, 
S.  361  ^^. 

18)  Schlömilch,  Handbuch  der  algebraischen  Analysis,  Jena  1868,  S.  816. 

19)  Seidel,  Bemerkungen  über  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Bildungs- 
gesetz  eines  Kettenbraches  und  der  Art  des  Fortganges  seiner  Näherangs- 
werthe,  München  1875,  S.  7. 

20)  Beriraiid,  Traü4  d'arithmäique ,  Paris  1867,  S.  246  flgg, 

21)  Günther 'Sparagna,  Pafagone  di  due  metodi  per  la  determinazume  ap- 
prossimata  di  grandeeze  irrazionali,  Boncompagni  BuUettifW,  Tmno  VII, 
S.  696. 


'( 


^ 


üeber  die  Wahrscheinlichkeit  der  FotenzBuminen  der 
Beobaehtnngsfehler  und  über  einige  damit  im  Zusam- 
menhange stehende  Fragen. 

Von 

Prof.  Helmert 

»m  Polyteohniknm  in  Aachen. 


(Hierzu  Taf.  IV,  Fig.  1  —  18.) 


§  1.    Allgemeine  Formeln. 

Wir  bezeichnen  die  absoluten  Werthe  der  Beobaehtnngsfehler  für  n 
Beobachtungen  mit  s^y  Cj,  ...  e»  nnd  die  Summe  ihrer  m^^"  Potenzen  [e^] 
mit  n0fn'  1^61^  durchschnittliche  Werth  von  na„^  wenn  man  jedem  e  alle 
möglichen  Werthe  nach  seiner  Wahrscheinlichkeit  beilegt,  ist  gleich  nS^^ 
wobei 


1)  S„=J^^{€)de. 


0 

Hierin  ist  a  der  überhaupt  erreichbare  Mazimalfehler  und  ^{i)  =  fp{+i) 
+  <)E>(— .e)»   ^^l^B  q>{€)ds  die  Wahrscheinlichkeit  bezeichnet,   dass  ein  Be- 

obachtungsfehler   (  mit  Rücksicht  auf  sein  Vorzeichen  zwischen   £ — ^ 

und  «+«■  liege. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Frage  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass 
die  Summe  der  m**"  Potenzen  von  n  Bepbachtungsfehlem  liegen  werd« 
zwischen  den  Grenzen 


«(.„-^)  nnd  «(<,„  +  !=). 


worin  der  Einfachheit  halber  Sm  geradezu  das  Differential  von  Um  bedeu- 
ten möge.     Wir  bezeichnen  diese  Wahrscheinlichkeit  mit  q3(am)^m-     um 


J 
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■^^^^^'■^  ^     wj'^  ^   ■'  ^v-  ^   /■  y     m  ^  ^  ^  ^   rS0  . 


sie  kennen  zu  lernen,  hat  man  zwei  Wege.  Entweder  nimmt  man  snc- 
cessiye  n^l,2,  ...  oder  man  nimmt  n  beliebig  und  sucht  mittelst  eines 
Discontinnitätsfactors  die  vorkommenden  Integrationen  zu  bewältigen. 
Allgemein  ist  das  Problem  nnr  nnter  beschränkenden  Voranssetznngen 
lösbar;  bekanntlich  hat  Gauss  ohne  Beweis  Endformeln  gegeben,  welche 
ein  sehr  grosses  n  voraussetzen,  aber  ftir  ein  ganz  beliebiges  Fehlergesetz 
gp(e)  gelten  sollen.  Schon  Poisson  hat  bei  einer  ähnlichen  Untersuch- 
ung (mit  mc=l)  gezeigt,  dass  jedenfalls  eine  Beschränkung  auf  denk- 
bare Fehlergesetze  nöthig  ist  und  (p{i)  nicht  jede  denkbare 
Function  von  e  sein  darf. 

Ist  n  =  l,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  f^*"  zwischen  <Sm  +  -^ 

liege,  gleich 


V 


•-*T 


g>{Om)i^m=J^iB)ds, 


mf  g 

wobei  dem  Zeichen  q>(Om)   der  Index  1  wegen  ft  =  ]  angehängt  worden 
ist     Weil  nun  ö^  nur  ein  Differential  sein  soll,  wird 


Indem  nun  Cm  genau  genommen  niemals  gleich  Null  gesetzt  werden  darf' 

sondern   immer  um  wenigstens  -^   davon   entfernt  bleiben   muss  (da  ja 

eine  negative  Grenze  ftir  Sj^  ausgeschlossen  ist),  so  ist  auch  (wie  nach 
leichter  Reduction  gefunden  wird) 

2)  (f  {Cm  )i  8m  = ^      1       Om- 

Ist  n  =  2,  so  lautet  die  Aufgabe,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  suchen, 
dass  ii^  +  €2^  zwischen  2lamlr-^)  Hege.     Nun  ist  nach  2)  die  Wahr- 

m^  d  oc 
scheinlichkeit,  dass  e*"  zwischen  ^  +  -ä"  Hege,  gleich 

I-- 

und  daher,  wenn  wir  die  x  nach  den  Indices  ihrer  b  unterscheiden,  die 
gesuchte  Wahrscheinlichkeit  gleich 

ZeltMbiUt  f.  MAthamfttik  «.  PbyiUc.  XXI,  S  13 


I-'«, 


1» 


b 
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^ , v--'-*    -^  --'.-■.-■-'  ^  m  ^    ^ ^  '' -^ 


•   *    -*   --s^  ^-^-^  * 


2 

5 


(^+t)-^ 


9  (<J»ii\  ^w  =  IJi 


2«._^)_a^ 


oder  mit  Berücksichtigniig  des  Betrages  von  ^m  und  Weglassen  des  In- 
dex 2  unter  dem  Integral 

_.  ,     ,   ^        2 J„  /V(p;^    »(j?2g^-^a:) 

3)  9>(<^m)8«m  =  --i-/   S ^^ i-</ar, 

J      X     ^     {2tf«  — ar)     "• 

worin 

p  =  Null.  ö^  =  2tf„  für  2tf„<a« 

Man  kann  in  angegebener  Weise  die  Frage  successive  ftir  n  :=  3,  4  ..• 
weiter  behandeln,  falls  nnr  die  jedesmal  voransgehende  Integration  mög- 
lich ist. 

Ist  n  unbestimmt,  so  wird  die  Wahrscheinlichkeit,  dass-  die  Snmme 

der  m*®"  Potenzen  der  c  zwischen  w(<y,„  +  -^j  liege,  gleich 


a        a  a 


0        0  0 

worin  F  folgenden  Discontinnitätsfactor  bezeichnet: 

5)  F=—  I  co8[b'^]z  .dz  I  coszS.dS, 

welcher  für  alle  [«*"]  zwischen  den  Grenzen  »(<^mT-K^)  gleich  1,  da- 
gegen für  [e"*]  ausserhalb  derselben  gleich  Null  ist  und  angewandt  wer- 
den  darf  bei  jedem  Werthe  tfm^-s-'     Es  ist  also,   wie  früher,  nnznlfts- 

sigf  ^m  genau  gleich  Null  zu  setzen..  Führt  man  in  dem  Factor  F  die 
Integration  nach  S  aus,  so  wird 

00 

Wn  j«  (a„  +  y)  - sinzn  (a„  -  ^) 

C05[«"']  z»äz. 


00 


1 
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Bezeichnen  wir  ferner  mit  oom  die  Differenz  Sm-^ümj  so  ist  offenbar 
in  (p{ifm)  auch  das  Wahrsclieinlichkeitsgesetz  der  Abweichungen  »m  ge- 
fanden. Betrachtet  man  aber  verschiedene  m,  dann  bemerkt  man,  dass 
die  tom  gar  nicht  vergleichbar  sind;  wir  müssen  daher  aaf  gleichartige 
Abweichungen  rednciren.  Wie  diese  zu  nehmen  sind ,  sieht  man  sogleich 
ein,  indem  man  sich  erinnert,  dass  zur  Berechnung  des  wahrscheinlichen 

Beobachtungsfehlers  die  y^m  anstatt  der  unbekannten « |/iSm  dient  und 
dass  man  ihn  durch  Multiplication  dieser  Wurzelgrösse  mit  einer  vom 
Fehlergesetz  abhängenden  Zahl  erhält.     Setzt  man  daher 

80  bedeutet  Vm  nicht  nur  die  negative  Verbesserung  von  yCm  in  Bruch- 

theilen  von  |/i^m»  sondern  auch  die  Verbesserung  des  berechneten  wahr- 
scheinlichen Beobachtungsfehlers  in  Bruch  theilen  von  dessen  strengem 
Werthe.  Mithin  sind  die  Vm  für  veränderliches  m  vergleichbare  Grössen. 
Kennt  man  nun  (p{o,„)ömj  so  findet  man  daraus  die  Wahrscheinlichkeit 

(p{vm)dv„,  es  falle  Vm  zwischen  die  Grenzen  t^mT^nT)  durch  Substitu- 
tion der  Grössen  Vm  und  dvm  mittelst  der  Relationen 

was  sich  in  aller  Strenge  [wie  Formel  2)]  begründen  lässt. 


§  2.    Constante  Fehlerwahrsoheinliohkait 

ij;{f)  =  -  für  B<ay  ausserhalb  gleich  Null. 

I.    n=«l. 

Für  die  drei  Fälle  m  =  1 ,  2  und  3  giebt  Formel  2)  folgende  Func- 
tionen : 

9  (<Ji)i  *i  =»  —  ^1 . 

Um   eine  Prüfung  dieser  Formeln  zu  erhalten,   integrirte   ich   die  erste 

von  Null   bis   a,    die   zweite   bis   a^   die  dritte  bis  c?  und  fand,   wie  es 

sein  muss,  eins.     In  der  That  ist  es  gewiss,  dass  ^m  einen  der  Werthe 

zwischen  0  und  a"*  annehmen  werde. 

18* 
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Dnrch  Einführung  der  Relationen  6)  und  weil  jetzt 

Sm  =  — 

m+ 1 

ist,  findet  man  weiter  ans  den  Functionen  (p{is)ii: 

q>{vi)idvi^  i  ^»1»      — l<Pi<  +  l, 

Die  Figuren  1,  2  und  3  geben  eine  graphische  Darstellung  der  Func- 
tionen (p{v)i  als  Ordinaten  für  die  Abscissen  v.  Im  vorliegenden  Falle  sind 
die  q>  {v\  gerade  Linien  parallel  zur  Abscissenaxe  und  es  ist  die  FUebe, 
welche  die  Ordinate  (p  überstreicht,  wenn  sich  v  über  alle  möglichen 
Werthe  erstreckt,  schraffirt.  Demnächst  enthalten  die  Figuren  noch  die 
Darstellung  von  -^C»)!»  g>(+«')i +9>(— »)i  als  Ordinate  für  den  val.  abs. 
V  als  Abscisse.  Man  wird  bemerken ,  dass  sich  trotz  der  Einfachheit  des 
Falles  doch  in  den  Figuren  2  und  3  die  Darstellung  von  ^(v)^  immer- 
hin schon  etwas  complicirt. 

Fig.  4   endlich    zeigt    das    gegenseitige   Verhalten    der    Functionen 

*(»i)»  *W»  ^K)- 

II.    n  =  2. 

Für  die  drei  Fälle  me=::l,  2  und  3  giebt  Formel  3) 


...        2«,    r  da: 

^^  J   K^(2<yg-x) 


P 
2 


2^3    /•         dx 


P 

Nach  einiger  Reduction  folgt  hieraus 

^  *i  für  2tfi  <  «, 

27»*«  fär2tf,<a», 

10)  V(»»),*J=(j  .8         V 

^  arcst«  ^-- 1  j  d,    „    2  0,  >  a*; 
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^^/■^^.^•^-^-«^w  »'^/^<-^l<• 


2*8         ,,^     *^-%dt  ftlr  2<»j<a», 


3««^2ffj 


/"-'■>■ 


'S 
0 


11)    ,.(«,),«,={  j/^ 


tf,  >  a». 


«^8 

*  Die  Prüfung  der  Formeln  8)  und  9)  durch  Integration  nach  a  tiher 
alle  möglichen  Werthe  desselben  ist  leicht  zu  erledigen  und  best&tigt 
ihre  Bichtigkeit,     Insbesondere  ist 


2! 
a«  2  a« 


0  0  o^ 

2 

und  wenn  man  im  zweiten  Integral  rechter  Hand  aresin  als  ersten  Fac- 
tor nimmt  und  theil weise  integrirt,  so  hat  man  weiter 


a«  a« 


/^KM,=/pi^^=i. 


0  ^ 

2 

Was  nun  den  ersten  Theil  der  Formel  11)  anlangt,  so  giebt  die 
directe  Beihenentwickelung  daselbst  zu  schwache  Convergenz.  Wir  setzen 
daher  <  =  1  — z  und  integriren  anstatt  nach  z  nach  der  Variabein  y  =^ 
(1 — ^)~^;  dann  wird  leicht  mittelst  einer  geometrischen  Betrachtung 

1 

Ftir  den  zweiten  Theil  der  Formel  11)  genügt  (da  hier  wesentlich 
nur  die  spätere  Curvencoastruction  ins  Auge  gefasst  ist)  die  directe 
Beihenentwickelung  ' 


;/^['+*(Ä,)+AW' 
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a» 


Integrirt  man   zur  Probe  9(03)2  ^3  in  11 '^)  von  a^  gleich  0  bis  -^ , 

so  folgt  ohne  besondere  Mühe  0,88 . . . ;  die  weitere  Integration  bis  a^ 
nach  ll**j  gab  mir  mittelst  mechanischer  Quadratar  etwas  mühsamer 
0,12...,  zusammen  also  1. 

Die  Substitution  der  Relationen  6)  führt  nun  zu  folgenden  Formeln : 

12)   9'(«'x).rf''i=|(i_,^)rf,^,        0^r,<  +  l; 

l,10...(l  +  »s)rf«'„  -l<i;,<^-l; 

"V  ■^e"'"  63'''  81  "•"  3159   ■•/ 


äv,, 


»/«  3 


n-i<t>s<f^-i:   «=i^.  ß=yi- 


'8    "  /      {i+^r 

Die  Figuren  5,  6  und  7  zeigen  die  Curven  (p(v)^,  sowie  die  ent- 
sprechenden Curven  ^(»2)»  '''''eiche  letztere  in  Fig.  8  zur  Vergleichung 
unter  sich  besonders  zusammengestellt  sind. 

III.     Rückblick. 

Die  Betrachtung  der  Curven  <jp  mit  schräffirter  Fläche  in  den  Figuren 
1 — 3  und  5 — 7  lässt  sogleich  «rkennen,  dass  die  Functionen  q>{v\ 
und  9(9)2  vom  Gaus s^ sehen  Fehlergesetz  zwar  stark  abweichen,  aber 
sich  demselben  doch  mit  wachsender  Anzahl  n  der  Beobachtungen  zu 
nähern  scheinen.  Man  bemerkt  ferner  mittelst  der  Figuren  4  und  8 
alsbald,    dass    mit    wachsendem    Exponenten    m    die   Wahrscheinlichkeit 


m. 


wächst,  es  falle  [/a^  mit  |/5m  zusammen.  Um  dies  deutlicher  zu  erken- 
nen, integrirte  ich  ip{v)  dv  zwischen  solchen  Grenzen  —- Vm  und  +  v,^, 
dass  sich  gerade  ^  ergab.     Alsdann  ist  auch  die  Wahrscheinlichkeit,  die 

l^Om  werde  zwischen  die  Grenzen  f/5,„  (1  +  Vm)   fallen,    gerade  4,   also 

sind  die  Vm  die  wahrscheinlichen  Fehler  von  yCm  in  Bezus  auf  )/<S^ 
(und  in  Bruchtherlen  dieses  Werthes  angegeben).     Es  fand  sich  Vm  gleich 


I) 


; 

n-1. 

w  =  2. 

^ 

m  =  l 

0,50 

0,29 

2 

0,43 

0.84 

.    «  1 

0,40 

0,28 

i 
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Nach  diesen  firgebnissen  bekommt  man  (innerhalb  der  hier  betracb- 

teten  Fälle)  die  grösste  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  y^Om   mit  der  yS^ 
znsammenfalle ,  durch  Anwendung  eines  möglichst  hohen  Exponenten  m* 

§  3.    Oanss'sohes  Fehlargasetz. 
2h 


yn 


I.    n=l. 


Fflr  die   drei  Fftlle  ms=l,  2  und  3   giebt  Formel  2)  nachstehende 
Functionen : 

yn 
15)  qp («,\  ö,  -  r^  «-*'-'  <rr^  S, , 

lyn 

öyn 

Zur  Prüfung  integrirte   ich   diese  Formeln   nach  ö  von  Null  bis    oo 
und  erhielt  für  jedes  der  Integrale  eins,  wie  es  sein  soll.    Man  hat  weiter 

ynj  h/n 

0 

se-      de       2ä./ 


2h   r 


0 

Führt  man  diese  Werthe  in  die  Relationen  6)  ein  und  substituirt  sodann 
letztere  in  die  15),  so  ergiebt  sich 

16)  9(«'2)i^«'2  =  /^-  ^        ^    ^«^a»     —  l<«'«i 

Die'  Figuren  9,  '  10  und  11  zeigen  die  Curven  '^{y\y  sowie  die 
eBtsprechenden  Curven  1^^(9)1,  welche  letzteren  in  Fig.  12  zu  bequemem 
Vergleiehung  untereinander  nochmals  zusammengestellt  sind. 
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n.    n  =  2. 
Für  die  drei  Fälle  m  :=  1 ,  2  und  3  giebt  die  Formel  3) 

0 

2«, 

0 
2tfa 

9(<J3)8*3=  IT—   1 iT s NlZ ''*• 


0 
Nach  einiger  Rednction  folgt  hieraus 


Ätf,K2 


17)  ^(a,\^,^^]^e'-'^^^^'6^je-^Ut, 

0 

i8)  (p(<Ta)8^s  =  2A2ß-2A'Atf8i 

1  s 

0 
Um   die  zur  Prüfung   der  Formel   17)    nöthige  Integration   nach  a^ 
durchzuführen,  kann  man  zunächst  z=:f:A^2  setzen  und  sodann  Polar- 
cooi^dinaten  *  mittels   der  Beziehungen  r  m  6  =  z ,   r  cos  8  =  0|   einführen 

und  erhält  alsdann 

n 

00  4  00 

0  0  0  ' 

Dass  Formel  18)  die  Prüfung  durch  Integration  besteht,  tiberblickt  man 
sofort. 

Was  nun  die  Formel  19)  anlangt,  so  begnügte  ich  mich,  dafür  einen 
zur  Construction  einer  Zeichnung  ausreichenden  Näherungsausdruck  her- 
zustellen. Der  Exponent  [z^  +  (1  —  t^)%]  ändert  aber  zwischen  den  Gren- 
zen 2  =  0  und  1  seinen  Werth  sehr  wenig,  man  hat  nämlich  für 

z  =  0,0     0,1     0,2     0,3     0,4     0,5^    0,6     0,7     0,8     0,9     1,0 

Exponent  =  1,00  1,01  1,04  1,07  1,12  1,17  1,21   1,24  1,26  1,23  1,00 

und  ist  daher  mit  Berücksichtigung  der  Veränderlichkeit  des  Nenners 
(1  —  z^)^  eine  Zerspaltung  des  Integrals  in  drei  Integrale  möglich,  wobei 
für  jedes  derselben  jener  Exponent  einen  constanten  Mittelwerth  erhält: 
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0,6  0,9 


0,6 

1 


j.g-1.07(A^i<r,)«    / t 

e/    (1- 


z 


0,9 

Die  Zahlen  1,10,  1,25,  1,14  sind  überdies  so  gewählt,  dass  für 
^3  ^^  '^3  ^^^  Formel  genau  stimmt.  Die  jetzt  noch  zn  bewirkenden  In- 
tegrationen lassen  sich  in  den  beiden  ersten  Fällen  durch  directe  Reihen- 
entwickelung, im  letzten  Falle  nach  vorheriger  Substitution  von  z=l  — {;, 

in  hinreichender  Schärfe  rasch  erledigen  und  man  erhält 

l3  *  s 

19*)  g>(as)2«3=-T7=i={0,530r^09CÄf^>-+  0,391r^^(r)"+  0,576r^ww"}. 

Die  Integration  nach  a^  von  0  bis  oo  giebt  1,004  statt  1 ,  mithin  für 
den  vorliegenden  Zweck  ausreichend  übereinstimmend. 

Die  Einführung  der  Relationen  6)  führt  (unter  Beachtung  der  an- 
gegebenen Werthe  der  5^,  -Sj,  S^)  von  den  Formeln  17),  18)  und  19*) 
asu  folgenden:  ^ 

nyn  J 

20)  ^ 

9>W2rf''2=2(l  +  t;,)e~(i+«^)*r/f;„  -l<r,; 

9  W«  ^»3  ==  (1  +  e^8)(0,86e-»'*i8(»+r.r-|.  0,64e-^34(i  +  u,)' 

+  0,94e-M»(i4-»i)*)rft;g,  —  K^s- 

Die  Figuren  13,  14  und  15  zeigen  die  Gurven  fp(,v^  und  überdies 
die  entsprechenden  1^(2^2)'  ^^^  welch  letztere  Fig.  16  noch  eine  beson- 
dere Zusammenstellung  bietet. 

IIL     Rückblick. 

Die  Betrachtung  der  Figuren  9 — 11  und  13  — 15  zeigt,  dass  die 
Function  9(1^)  sich  mit  wachsendem  n  ziemlich  rasch  der  Form  des 
Gauss* sehen  Fehlergesetzes  annähert.  Wir  werden  dies  wenigstens  für 
m  =  2  im  folgenden  Paragraphen  weiter  untersuchen ,  da  für  diesen  Fall 
die  mathematische  Behandlung  am  bequemsten  ausfällt.  Die  Figuren 
12   und    16   zeigen   femer,   dass  nicht,   wie   bei  constanter  Fehlerwahr- 

scheinlichkeit  mit  wachsendem  m,   die  Wahrscheinlichkeit,    es  falle  y um 

mit  der  yS^n  zusammen,   wächst.     Vielmehr    bietet   offenbar  m  =  2   die^ 
meiste  Wahrscheinlichkeit.     Um  dies  deutlicher  zu  erkennen ,  berechnete 


•>.H 
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ich  folgendes  Tftfelchen  der  wahrscheinlichen  Fehler  Vm  [mit  der  Be- 
deutnng:  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  yCm^  zwischen  die  Grenveu 
J^(iqFv«)  zu  fallen,  ist  ^]: 


II) 


m  =  l 
3 


0,645 
0,615 
0,621 


n  =  2. 


0,371 
0,866 
0,361 


§  4.    OanBs*schei  Fahlargeseti  (Forttetsang). 

m=3  2,  n  beliebig. 

Es  sei  zunächst  fi  =  3  und  also  die  Wahrscheinlichkeit  zn  bestimmen, 

dass  «i'  +  V"t~V    zwischen   die   Grenzen  dlo^'^-^j  falle.     Nach  der 

zweiten  Formel  15)  nnd  nach  Formel  18)  ist  aber,  wenn  e^'  mit  x  und 
«j*  +  V  ™**  y  bezeichnet  wird :  ^ 

q)  {x)  dx  =  —ZT  ^-*''  a:-^  da: , 
mithin  wird  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  gleich 

,  <«^+^)-    . 

Berücksichtigt  man,   dass  (^+y)=3tf2   ist  und   ö^  ein  Differential 
sein  soll,  so  wird 

21) 


s«. 


2A» 


9 (ff,),  «,  =  ^  (3»,)^  c-*V»«.)(3«,). 

Die  Substitution  der  Relationen  6)  ergiebt  hieraus 

22)  vW,  dr,  =  3^  (1  +.,)«e-V.(i+^)'  d„„ 

ZU  welcher  Function  die  Fig.  17  eine  graphische  Darstellung  liefert.    Zur 
Prüfung  der  Formel  17)  beachte  man  noch,  dass 

00 


/* ,  ,  -      2ä»  r(|)     , 
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Ist  nun   femer   n  ==  4   nnd   demnach  die  Wahrscheinlichkeit  zn  be- 
stimmen,  dass  «1*  +  «2*  +  *d*  "!■  *4*  zwischen  die  Grenzen  4(^2^1—),  so 

giebt  die  zweimalige  Anwendung  der  Formel  18)  auf  die  Tbeile  «i^  +  fj* 
=  x  nod  «8*^  *4*~y  leicht 

23)  9  {c^\  d,  =  Ä* (4 ö^)  e  -  *'(4<f^ (4  h^ 

mit  der  Prüfung 


/ 


g) («2)4  *2  =  ^*-  "^  ==  ^• 


0 
Die  Anwendung  der  Relationen  6)  auf  23)  führt  zu 

24)  <pW4rf^2  =  8(l  +  t;2)»e-2<'+«'«)'rfi;„ 

und  hierzu  giebt  Fig.  18  eine  graphische  Darstellung. 

Die  vorigen  Entwickelungeu  legen  den  Schluss  nahe,  es  sei  all- 
gemein  für  beliebiges   n  die  Wahrscheinlichkeit,    dass   [c^]  zwischen  die 

Grenzen   "(^'s-F'^)  ^al^e,  gleich 

25)  9K)n52  =  -7^  (na2)''"*«'"**"^*«^2» 

■ 

wozu  ferner  die  Formel  gehört 

it 

Zunächst  bestätigt  die  Integration  nach  c^  die  Formel  25);  um  ihre 
Richtigkeit  nachzuweisen,  genügt  es,  zu  zeigen,  dass  sie  auch  für  (^  +  2) 
besteht,  da  sie  bereits  für  w=l  und  2  gilt.  Wir  setzen  [t*Jj"  =  a;  und 
g*„^.t  + «*,^2  =  y.  Dann  geben  die  Formeln  18)  und  25)  für  die  Wahr- 
scheinlichkeit,   dass    die    Summe    der    (n+2)   Fehlerquadrate    zwischen 

(ii+2)  ((Jj+^o  )  falle»  den  Ausdruck 

9(<'«)«t+2Ö2  = 

r\ 


-7-—    /da-     /g--*'(*+y)a:2        dy, 


0 


(n-f2)(ii,-^')-^x 


woraus  man,  wie  bei  früheren  entsprechenden  Fällen,  leicht  folgert,  dass 


Ä-+2 


n 


»W.+,»,  =  -- ;^(»  +  2..,)'e-»l"+»'.(»+J)J,. 


>■.•'■.,■  < 


^^•- 


L'*. 
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Setzt  man  aber  in  25)  für  n  den  Werth  n+2,  bo  erh&lt  man  die  soeben 
abgeleitete  Formel,   indem  -s^  '^\"o)~^("ö"f"^r     Mithin  gilt  Formel 

25)  allgemein. 

Ist  n  nur  einigermassen  gross,  so  hat  man  nach  der  Formel* 

»— 1 

zur  Vereinfachung  der  Formel  26)  für  deren  ersten,   von  v^  unabh&ngi- 
gen  Theil  sehr  nahe 


Uii)WP' 


welcher  Aasdrnck  für  ns=16  etwa  1  Piocent,   für  nB=160  etwa  1  Pro- 
mille u.  B.  (.  fehlerhaft  ist.     Ans  26)  wird  damit 


27) 


<p{v,).  dv,=  j/^  (1  +  .»,)-•  c^'-O  ■^?)rf«„ 


und  wenn  man  hierin  endlich  von  der  Entwickelung 

Gebrauch  macht,  welche  für  v^^^l  giltig  ist,  so  ergiebt  sich 

/ —  •— 1 

28)  <p(p%)ndv2=^y   -e  »  dv^. 

Dieser  Näherungsausdruck,  zeigt  deutlich,  unter  welchen  Bedingungen 
man  berechtigt  ist, 

29)  <p[v^)nh^j/^er-^'^'dv^ 

zu  setzen.     Der  Exponent  von  e  heisst  nftmlich  genauer 

*  V   ^«»j     2«      3       / 

und  zur  Anwendbarkeit  der  Formel  29)  gehört  mithin ,  dass  [während  für 
v^  =  0   die  Ausdrücke  27)   und   29)  jedenfalls  übereinstimmen]  auch  für 

•Werthe  v^  von  der  "Ordnung  1 :  ^n  die  Parenthese  des  Exponenten 
gleich  eins  gesetzt  werden  darf;  für  grössere  t>2  gilt  die  Formel  29)  als- 
dann auch  noch,  weil  dafür  Übereinstimmend  mit  der  strengeren  Formel 
27)  der  geringere  Betrag  der  Exponentialgrösse  die  Wahrscheinlichkeit 
q>(v^n  überhaupt  nahezu  auf  Null  reducirt. 

Durch    einmalige    Differentiation    nach    v^    findet   man   leicht ,    dass 
nach  der  strengen  Formel  26)  der  Maximal  werth  von  (p{f>^n  s£U 


*  Sohlömilch,  Compendium  der  höheren  Analysis,  II,  1866.    S.  260. 
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«.=-l±/l-^ 


d.  L   nahe  — jr-    gehört,   wfthrend   die  Nähernngsformel  29)  v^=»0  for- 

dort     Beide  Maximalwerthe  stehen  im  Verhältniss  l'fl  —  ä~)< 

Durch  sweimalige  Differentiation  nach  r^  findet  man  femer  aus  26) 
als  Abscissen  der  Wendepunkte  der  Cnrve  <p(v^)n' 


i;2  =  — 1  +  2/1  — 5-+JK T-s,     d.  i.  nahe  +-==  — ^...; 

*  r  2n  —  ^     n      4/i*  — l/2n      2« 


dagegen  liegen  die  Wendepunkte  nach  29)  bei  + 


/2^ 

1 
— -=.    Wie  die  strenge 
j/2n     •  ^ 

Formel  zeigt,   sind  schon  für  ft  =  2  beide  Wendepunkte  reell  (Fig.  14). 

Um  ein  Beispiel  in  Zahlen  zu  haben ,  setzen  wir  n  =  100  und  erhal- 
ten dafür  nach  Formel  27),  resp.  29)  folgende  Werthe  von  9)(z^s)]oo' 


v=    0 

+  0,1 
-0,1 

+  0,2 
-0,2 

+  0,8 
-0,8 


(29). 


5,64* 

1,94 
2,21 

0,11 
0,09 

0,0012 
0,0008 


5,64 
J2,08 

|o,io 

J  0,0007 


§  5.    Beliebiges  Fehlergasats;  Anzahl  n  der  Beobachtongen  sehr  gross. 

Wir  behandeln  diesen  Fall  nach  dem  Vorgange  von  Poisson** 
und  Olaisher***  bei  einer  ähnlichen  Untersuchung  mit  m  =  l.  Die 
Formeln  4)  und  5*)  ergeben  unter  Beachtung  der  Relation  e^y*  =  cosyz 
-{-  i  sin  y  z ,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  q>  (jOm)n  Sm  gleich  ist  dem  reellen 
Theile  von 


*  Der  Maximalwerth  für  «|  =  — ,^  ist  5,67. 

**  WahrscheinlichkeitsrechDaDg ,    übersetEt    von    Schnuse,    1841,    8.227 
and  475. 

FhOosophicäl  Magazine,  Vol  XLIII,  1872,  S.  194. 
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I   /(jt^W^'""'rfO   -^^ ^ ^^ ^dz. 


0 

Setzt  man  hierin 


a 

coszi^  ds  =  R  cosr 


I  t(;(e)  coi 


und 


0 
a 


I  if/ (f)  sin  ZB^  ds=  R  sin r, 

0 

80  geht  die  grosse  Parenthese  in  ^e*'*  über,  und  erhebt  man  dies  zur 
^ten  Potenz  und  trennt  alsdann  die  reellen  und  imaginären  Theile^  so 
wird 

30)  g>  {öm)n  ««  =  -  I  R^cosrn ^  dz: 

nj  z> 

0 

Für  R^  ergiebt  sich  durch  Quadriren  und  Addiren  der  Werthe  von 
RcQsr  und  Rsinr,   sowie   nach  weiterer  Keduction   in  bekannter  Weise 


a  a 


31)  i?  =  /  /ij'(e) ^ (0  coÄ«(s'"—  a'"»)  ds de. 

0  0 

Löst  man  nun  in  den  Ausdrücken  für  Rcosr,  Rsinr  und  R*  den 
coSj  resp.  sin  in  eine  Potenzreihe  auf,  so  ergiebt  sich  weiter  [mit  Be- 
nutzung der  Formel  1)] 

R  cosr  ==  1  :.  —  52m  +  24  ^4w  —  ...  1 

32)  z» 

Ä  mr  =  zS«  —  -  ^«  + . . . , 

Ä«  =  1  —  ^  z»  +  5  z*  —  ^2«  + . . . , 

worin  die  Goefficienten  >^,  ß,  6^...  als  Quadratsummen  folgende  positive 
Werthe.  haben:  ♦ 

iP  =  tV  (^4«  -  453«S«  +  3S«2„), 

^^  Trirr  (^«"»  —  ßSgmS'TO  +  1554m^ni  — 105*3^). 
Indem  nun    fUr  wirkliche  Fehlergesetze  t^(E)  immer  der  Gleichung 


Lim  f ^pm 1  =  0 

|i=«V(/)-l)p5(p-2)»/ 
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Genüge  geleistet  werden  wird,  so  gelten  die  Reihen  32)  für  jedes  end* 
liebe  «.* 

Der  Ansdrnck  31)  zeigt  nun,  dass  R^  im  Allgemeinen  ein  echter 
Bmch  nnd  nnr  ftir  zs^O  der  Einheit  gleich  ist.  Je  grösser  mithin  n 
angenommen  wird,  nm  so  kleiner  wird  /2"  im  Allgemeinen  sein  und  es 
werden  nnr  diejenigen  A"  in  Betracht  kommen,  welche  sn  7  =  0  nnd 
sehr  nahe  Nnll  gehören.  Es  kommt  hierbei  Nichts  daranf  an,  ob  72*  mit 
wachsendem  z  nicht  dnrchans  abnimmt ,  sondern  theilweise  vielleicht  wie- 
der znnimmt,  da  das  Integral  in  30),  wenn  man  die  nntere  Grenze  Nnll 
dnrch  einen  kleinen  t-Werth  ersetzt,  jedenfalls  nach  bekannten  Formeln 
mit  wachsendem  n  sich  dem  Grenzwerthe  Nnll  n&hert.  Für  die  Geschwin- 
digkeit dieser  Annähemng  ist  von  Bedentnng,  dass  R*  für  ^r^O  nicht 
wieder  einmal  sehr  nahe  gleich  Eins  wird,  was  man  wohl  ohne  weitere 
Untersnchnng  aus  31)  herauslesen  darf;  femer,  dass /?'  für  z  =  Qo  gleich 
Null  wird.  Dies  erkennt  man  am  bequemsten  an  Rsinr  und  Reosr 
einzeln.  Setzt  man  in  dem  Integralausdrucke  für  Rsinr  an  Stelle  von 
c*"  die  neue  Variable  /,  so  ergiebt  sich 

0 
und  da  €^(e)   ohne  Zweifel  immer  endlich  bleibt,  für  s  =  0  aber  Null 

ist,  so  ist  ^*^  Rsinr  =  0. 

In   dem  Integralausdrucke  für  Rcosr  setzen  wir  an  Stelle  von  ze*" 
die  neue  Variable  i^  und  erhalten 


Rcosr  s=s 


Bedeuten  aber  p  eine  ganze  Zahl,  (f  einen  echten  Brach,  derart,  daas 
za**  =  (j9-1-^)  ^,  so  zerfällt  das  letzte  Integral  in  (p+1)  Integrale  mit 


n      A  ^  ff      ,      .     V  ^ 


den  Grenzen  0,   ;^,  2-^,  ...,PÄ~f  (P^^)»')   ^^^  substituirt  man   in 


*  In  dem  bekannten  Poitson' sehen  Aosnahmefalle,  fOr  welchen 

ist,  werden  die  8  unendlich  nnd  geschieht  auch  jener  Bedingung  nicht  Genüge. 
Aber  dieser  Ausnahmefall  entspricht,  da  eben  S  unendlich  ist,  gar  keinem  that- 
Achliehen  Fehlergesetae. 
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n        .  ^    « 


diesen   die   resp.   neuen  Variablen   'i  =  ',  '+ ö"  »  '+2 . -s* ,    .••»    flo   er- 
giebt  sich 


2 


„  1 

Rcosr=  — 


<f/ 


1  — -  /         o_\l  — - 


1 


0 


Wird  z  unendlich  gross ,  so  wird  auch  p  unendlich  gross ,  aber  die  beiden 
ersten  Reihen  von  Integralen  behalten  endliche  Werthe,  da  sie  con- 
vergiren,  sobald  t^(£)  nur  die  Eigenschaft  hat ,  von  einem  gewissen  e  ^a 
nicht  mehr  zuzunehmen  (falls  es  Überhaupt  mit  wachsendem  b  zum  Theil 
zunimmt).  Bei  Fehlergesetzen  wird  dies  immer  zutreffen.  Der  Wertb 
des  dritten  Integrals  convergirt  ebenso,  wie  die  letzten  Glieder  der 
erwähnten  beiden  Reihen   mit  wachsendem  p  gegen  Null.     Da  nun  der 

sonach  endliche  Werth  der  geschlungenen  Parenthese  durch  2""  dividirt 

wird,  so  ist  ^^^Rcosrz=0. 

'  »=00 

Für  die  nunmehr  allein  zu  berücksichtigenden  kleinen  z -Werthe  ist 
in  gleichgrosser  Annäherung 

Die  genaueren  Werthe  würden  sein,  wenn  man  zugleich  auf  R^  und  rn 
übergeht : 


z^n 


Denkt  man  sich  z  von  Null  bis  zu  einem  Werthe  z^  wachsend,  fftr 
welchen  e-^-^'o*«  bereits  sehr  klein,  also  ^Az^^n  eine  grössere  Zahl  ist 
(etwa  6),  so  muss  für  diesen  Werth  Zq  jedes  der  Glieder  mit  «o*«,  z^*w,..» 


j 
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in  ^  and  rn  noch  hinreichend  klein  sein,  um  vernachlässigt  werden  zu 
können.  Ohne  Zweifel  hängt  dies  sehr  von  der  Beschaffenheit  des 
Fehlergesetzes  ab.  Man  hat  beispielsweise  bei  dem  Gauss*  sehen  Gesetz 
für  m  =  1 

,0,144     ,  .  3,8     ,  o 

rrn 

zn  w-'Ä 

rn  =  — =-0,47-^...; 

hyn  yn 

femer  ist  bei  demselben  Fehlergesetz  für  m  ^  2 


4Ä* 


Bei  gleichem  Grad^  der  Annäherung  muss  hiernach  im  zweiten  Falle  n 
etwas  grösser  als  im  ersten  angenommen  werden.  Ist  die  Fehlerwahr- 
scheinlichkeit constant,  so  hat  man  für  m  =  l 

0,2     -      0,078   *  ^a 

"  ~  ^ .  •  •  '      1        24    ' 

rn  =  -jr 0-7=  .... 

2  j/n 

Dagegen  ist  für  m  =  2 

0,14     ,     0,004    ,  n    A   9 

-u, — ^  u,' - -i— -  II,"...  2(i*2*n 


45     * 


a^zn      2,9        „ 


j/n 


Für  sich  allein  geben  diese  Entwickelungen  wenig  Aufschluss  über 
den  Grad  der  Annäherung.  Es  ist  aber  früher  gezeigt  worden,  dass 
n  =  100  für  m=2  beim  Gauss' sehen  Gesetz  schon  eine  starke  Annähe- 
rung der  Function  g>(v2)  an  das  Gauss* sehe  Fehlergesetz  zeigt  (was, 
wie  sich  finden  wird,  mit  der  Zulässigkeit  der  oben  erwähnten  Abkür- 
zung von  B^  und  rn  auf  je  ein  Glie(i  zusammenfällt);  da  nun  in  den 
vier  speciellen  Fällen  die  Reihen  für  R^  und  rn  sich  wenigstens  njcht 
sehr  erheblich  von  einander  unterscheiden ,  so  kann  man  wohl  erwarten, 
dass  für  diese  Fälle  //=100  eine  beiläufig  gleichstarke  Annäherung 
bietet. 

Der  Ausdruck  30)  geht  unter  Einführung  der  vereinfachten  Aus- 
drücke von   ß"  und  rn  über  in 

stmnyom  +  '^J-smzny<Sm--2j 
33)  <p  {<s„]n  tJm  =  ^    /  ^-  ^  ^*'''  cos  znS^ dz, 


00 


0 
ZeiUcnrlft  f  MAthetnatik  u.  Phyiik.  XXI,  3  l^ 
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worin   die  obere  Grenze  unbedenklich  von  z^  bis  oo  ausgedehnt  werden 

konnte,  da  der  dadurch    entstehende  Fehler  wohl  noch  geringer  ist,  als 

*  der    durch  Vernachlässigung  des  strengen  Integral werthes  von  Zq  bis  oo. 

Zerlegt   man    nun    in  33)    die  Producte  cos .  sin   in    die  DijQPerenz   zweier 

sin  und  wendet  die  Formel 

ß 


n 


.op 


2Vi 


0  0 

an,  so  erhält  man  nach  einfacher  Reduction 

•       VTTn  WXn 

demnach  mit  Berücksichtigung  dea  Betrages  von  jm 

Die  erste  der.  beiden  Exponentialgrössen  kann  vernachlässigt  wer- 
ien,  da  sie  für  jeden  'Werth  von  Cm  sehr  klein  ist.  Damit  hat  man 
schliesslich  unter  gleichzeitiger  Bestitntion  des  Ausdruckes  für  J 

34)  <p(0«)n*m  =  ^S-7^ «in«     *<«*"'-«^)  «m. 

Die   Differenzen   {Sm  — ^m)    befolgen   hiernach   das    Oauss^sche  Fehler- 
gesetz, wobei  die  Präcision  gleich  1/  =ry5 ^«— :    ist.      Es    ist   ferner 

f        ^  \^1m  —  Ä  m) 

also  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  Cm  zwischen  die  Grenzen 


(s„  + 0,6745  V^iJi^) 
fallen  werde,  gerade  \» 

Bildet  man  zur  Probe  das  Integral  von  q>{Om)n^m  für  Om  von  Null 
bis  oo ,  wobei  (5^  —  0  von  Si„  bis  —  oo  geht .  so  erhält  man  zwar  nibht 
genau,  aber  doch  sehr  nahe  eins,  indem  der  daran  fehlende  Betrag  des 
Integrals  von  S^  bis  ■+  oo  nur  sehr  wenig  beträgt. 

Wenn  wir  nun  in  34)  noch  die  Relationen  6)  substituiren ,  so  ist 
zu  bedenken,  dass  nur  sehr  kleine  (^m  — ^^in),  also  auch  nur  sehr  kleine 
Vm  eine  merkliche  Wahrscheinlichkeit  haben.  Man  darf  daher  abgekürzt 
setzen 
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(Sm==Sr„{l  -{-m  Vm)  ,      ^^  =  m  5«  (iv 
und  erhält  damit  aus  34) 

35) 


m 


<p(Vm)n  dv„,  =  //   K— X 


nm'S'm 


v'm 


es  befolgen  hiernach  auch  die  Vm  um  so  genauer  das  Gau ss^ sehe  Gesetz,  je 
grösser  n  ist.  Die  Präcision  ergiebt  sich  für  dieselben  gleich  y  ^ — :; ^5 — 

m 

and  die  Wahrscheinlichkeit  ist  \^  dass  ya^  zwischen  die  Grenzen  falle 

»^('T«.6'45/^^). 


36) 


Den  in  der  Parenthese  stehenden  Ausdruck  mit  dem  Vorzeichen  -|-  wer- 
den wir,  wie  früher,  kurz  Vm  nennen. 

§  6.    Constante  Fehlerwahrscheinliohkeit;  n  sehr  gross.  ' 


Hier  ist   5™  = 


a 


m 


W+1 


,  womit  36)  giebt 


37) 


1  + 


0,6745 


n)- 


}/n{2m+\) 

Zum  Vergleiche  mit  dem  Täfelchen  I)  für  w  =  1,  2  und  m  =  1,  2,  3 
führen  wir  diese  Werthe  in  37)  ein  und  erhalten  damit,  correspondirend 
mit  I),  folgendes  Täfelchen  der  Vm*. 


I*) 


w  =  l. 

n  =  2. 

Wi  =  1      ' 

1 

1 

0,39 

0,28 

2 

0,30 

0,21 

3 

0,25 

0,18 

woraus  hervorgeht,  dass  für  kleinere  Exponenten  m  schon  wenige  Be- 
obachtungen n  ausreichen,  um  Formel  37)  anwenden  zu  dürfen.  Die 
Annäherung  ist  offenbar  hinsichtlich  dieser  Formel  allein  eine  viel  grös- 
sere, als  hinsichtlich  der  Function  <p(<^m),  resp.  (p ((',»)  an  das  Gauss^sche 
Gesetz. 

Die  Formel  37)  bestätigt  nun  für  viele  Beobachtungen,   was  früher 
schon  für  wenige  gefunden  wurde:  Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit 

m m 

dass  diej/tfOT  mit  der  |/ 5m  zusammenfallen  werde,  um  so  grös- 
ser, je  grösser  der  Exponent  m  angenommen  wird. 

Wenn    nun    der   wahrscheinliche   Beobachtungsfehler   unbekannt   ist 
md   man   will   ihn    (oder  einfacher  den  Maximalfehler  a)  aus  einem  ge- 

»benen  Om  berechnen  nach  der  Formel 

14* 
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V 


38)  a  =  y{m  +  l)c„, 

welche  Formel  annimmt,  dass  a,„  gerade  S^  sei,  so  ist  es  vortheilhaft, 
m  thunlichst  gross  anzunehmen.  Wie  sich  aber  hierzu  die  günstigsten 
Hypothesen  über  a  bei  gegebenen  «  verhalten,  soll  weiterhin  untersucht 
werden. 

§  7.    Gauss'sohes  Fehlergeseti;  n  sehr  gross. 


Hier  ist  S, 


m 


-=—  and  daher 


A"/« 


39) 


^*~ÄJ/«' 


^  = 


S%p  = 


1.2.3... ('^) 
1.3.5...(2p-l) 


Setzt  man  zur  Abkürzung 


5«  = 


2/»Ä«P 


52ifi  = 


,    m  ungerade; 


m  =  2p. 


ß 


h2m^ 


39     )  -,n  ^^ 

SO  ergiebt  sich  nun  anstatt  36) 

40)  fe  (1  +  0.6745/^). 

Um  zu  sehen ,  welche  Annäherung  dieser  Ausdruck  für  kleine  n  bietet, 
setzen  wir  darin  m  s=  1  bis  3  für  n  ^  1  und  2  und  erhalten  damit  fol- 
gendes, dem  Täfelchen  II  correspondirende  Täfelchen  der  wahrschein- 
lichen Grenzen  Vm' 


II  ♦) 


n=2. 


m  =  1 
2 
3 


0,610 
0,477 
0,497 


0,360 
0,337 
0,352 


Hiernach  ist  die  Annäherung  der  Formel  40)  schon  für  kleinere  n 
jedenfalls  eine  bedeutende  wie  sich  ebenfalls  bei  constanter  Fehlerwahr- 
scheinlichkeit fand.  Gegen  diesen  Fall  zeigt  sich  aber  der  Unterschied, 
dass  die  zweiten  Fehlerpotenzen  die  engsten  Grenzen   +Vm  geben:    Es 

ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  f/om  mit  der  ^5n,  zu- 
sammenfallen werde,  am  grössten  für  den  Exponenten  m  =  2. 
Gauss  gab  zu  diesem  Satze,  der  hier  für  kleines  und  grosses  n  bewie- 
sen ist,  die  Formel  40)  unter  Voraussetzung  eines  grossen  n  und  wandte 
dieselbe  auf  »2  =»  1  bis  6  an.     Es  bleibt  bei  Betrachtung  der  betreffenden 
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Vm  kein  Zweifel,  dass  mit  weiter  wachsendem  m  auch  v»,  weiter  zu- 
nehmen werde;  immerhin  könnte  schliesslich  einmal  eine  Aenderung 
dieser  Verhältnisse  eintreten.  Doch  ist  dies  nicht  der  Fall,  wie  sich 
leicht  zeigen  lässt.  Setzt  man  nämlich,  da  es  sich  nur  um  grössere  m 
handeln  kann,  in  dem  Ausdrucke  für  S^  näherungsweise ,  aber  doch  sehr 

m 

nahe  richtig  r(p^)  =  y^(^^y e  ~  (vergl.  §  4),  so  geht  40) 
ttber  in  

41)  P^jl  +0fi74bj/^,  [/l-(^)*"-^]) 

und  tnan  sieht  sofort,  dass  der  Radicand  der  Quadratwurzel  mit  wach- 
sendem m  immer  rascher  wächst. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  es  bei  unbekannter  Präcision  h  am 
vortheilhaftesten ,  sich  des  Durchschnitts  a^  ^^^  zweiten  Potenzen  gegebe- 
ner Fehler  zu  bedienen,  um  h  zu  berechnen.  Man  wird,  indem  man 
annimmt,  es  sei  a^  gerade  5g,  setzen 

42)  Ä«      ^ 


§  8.    Conttante  Fehlerwahrsoheinlichkeit;  verschiedene  Hypothesen. 

In  den  bisherigen  Betrachtungen  wurde,  soweit  es  sich  um  die  Er- 
mittelung des  Maximalfehlers  a  handelte,  angenonmien,  dass  ein  gegebe- 
nes 0m  für  Sm  genommen  werde.  Diese  Hypothese,  dass  öm  gerade  Sm 
sei,  ist  in  der  That  die  praktisch  bequemste  und  allein  durchfahr- 
bare.  Aber  die  beste  ist  es  nicht  immer.  Darauf  wird  man  schon 
dadurch  aufmerksam,  dass  bei  bekanntem  a  die  Wahrscheinlichkeit  des 
Eintreffens  für  <Fm  =  5m  nur  ein  Maximum  bei  sehr  grossen  n  ist,  nicht 
aber  bei  kleinen  n. 

Um  zur  besten  Hypothese,  aus  einem  bestimmten  Om  <^  zu  be- 
rechnen, zu  gelangen,  differenziren  wir  34)  nach  a  und  setzen  den  Dif- 
ferentialquotienten gleich  Null.     Je  grösser  n  ist,   um  so  genauer  wird 


für  die  beste  Hypothese  a  =  j/(m+l)ani  ^  niit  der  frühern  Rechnung  nach 
38)  übereinstimmend. 

Für  kleine  m  fehlt  aber  diese  Uebereinstimmung.     Die  Formeln  7) 

m 

lehren ,    dass  bei  n  =  1  am  besten  a  =  ^^,   d.  i.  gleich  dem  einen  ge- 


gebenen  e  zu  setzen  ist  [und  hier  würde  die  Formel  38)  as=  sy(jn^l) 
setzen].      Die   Formeln  9)   bis    11)   zeigen   femer,   dass  bei  n  =  2  und 


m 


V^m 


^ 
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•    >".^V,       -•**."*  ^-«-V  "    ^,^-^^*.'-  ^N^  *-  -*■*'■  -^-.»*,-  ^  -■-^**^       ^^     ■ 


»»/  m-H\ 

mel  38)  würde  geben-  «=7/  (cj^'  +  fg'")  — s — )•    ^^^  ^^'^  ^^^  Berechnung 

von  a  aus  <;m  für  n>2  nach  der  besten  Hypothese  sich  gestaltet,  lässt 
sich  ohne  mühsame  Untersuchung  nicht  angeben.  Daher  muss  man  eben 
im  Allgemeinen  zur  praktisch  bequemen  Hypothese  zurückkehren  und 
nach  38)  rechnen. 

Immerhin  hat  diese  Formel  38)  aber  den  Mangel,  dass  sie  a  kleiner 
ergeben  kann,  als  den  grössten  der  gegebenen  Fehler  e.  Nennen  wir 
diesen  6^/ ,  so  muss  nothwendig  a  ^  c^f  gewählt  werden.  Es  zeigt  sich 
nun  wieder,   dass  auch  in  dieser  Beziehung  mit  wachsendem  m  die  Hy- 


Lim 


IM 


pothese  88)   günstiger  wird.     Denn   offenbar  ist  ^i!^^(TO  +  i)<^m  =  «üf  ^ 
indem  man  zunächst  schreiben  kann 


i7(=+i)=-..f--±^[i+(är+(?j+...] 

und  nun  erkennt,  dass  der  Factor  von  im  gegen  eins  convergirt. 

Die  Ailnahme  a^=  €jt£  ist  hiernach  unter  den  besten  Hypothesen  zur 
Berechnung  von  a  aus  irgend  einem  öm  die  vortheilhaf teste.  Sie  ist  aber 
überhaupt  die  absolut  günstigste  Hypothese.  Denn  sie  allein 
giebt  für  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  der  wirklich  begangenen 

Fehler   6|...f«,   d.  h.  also  für   --  ein  Maximum. 

§  9.    Gauss'sohes  Föhlergesetz;  veiBohiedene  Hypothesen. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  drehten  sich  auch  bei  dem  Gauss- 
sehen  Fehlergesetz,  soweit  die  Berechnung  der  Präcision  h  in  Frage  kam, 
um  die  Annahme,  dass  a^  mit  5»,  zusammenfalle.  In  der  Tbat  ist. diese 
Hypothese  di^  praktisch  bequeAste  für  die  Ermittelung  von  A  aus  a«; 
aber  sie  ist  ebenfalls  nicht  immer  die  beste  Hypothese,  was  schon  der 
Umstand  vermuthen  lässt,  dass  nur  für  grosses  n  der  wahrscheinlichste 
Werth  von  Om  mit  Sm  zusammenfällt,  während  er  für  kleine  n  nach  un- 
seren früheren  Entwickelungen  von  Sm  verschieden  ist. 

Um  zur  besten  Hypothese,  aus  einem  gegebenen  a»,  die  Prä- 
cision h  zu  berechnen,  zu  gelangen,  hat  man,  wie  früher  durch  Diffe- 
rentiation von  34)  nach  ä"",  in  welche  Formel  zunächst  für  S^  und  &i„ 
die  Werthe  nach  39*)  einzuführen  sind,  die  Bedingung 

p — a'       \  a  / 

und    hieraus   folgt   für   Ä"»   mit   mehr   oder  weniger  Annäherung  an  die 
Strenge 


43)  /.«:=^(l+^') 


und  A"«  =  ~ . 
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Hiernach  wird   man    in    der   That   am  besten  thun,   sobald  n  gross  ist, 
ein  gegebenes  0m  für  Sm  zu  nehmen  und  h  nach  der  Formel 


my 

44,     .  ».f i 


ZU  berechnen.     Ist  aber  n  klein,  so  wird  (ausgenommen  für  den  Expo- 
nenten m  =  2)  die  beste  Hypothese  eine  andere: 

Die  Formeln  15)  lassen  erkennen,  dass  bei  u  =  l  statt  44)  besser 
angenommen  werden  musste 

45)  A=X/-^,    d.  i.  -^. 

Complicirter  werden  die  Rechnungen  zur  Ableitung  der  Ausdrücke 
für  'n  >  2  und  man  sieht  sich  genöthigt,  von  der  besten  Hypothese  ab- 
zugehen und  durchaus  Formel  44)  anzuwenden.  Diese  praktisch  be- 
queme Hypothese  scheint  sich  überdies  der  besten  Hypothese  rasch 
zu  nähern.     Man  hat^z.  B.  für  den  interessantesten  Fall  m==l 

bei  n  =  1   nach  44) '  h  ==  — ^ ,  dagegen  besser  nach  45)  ä  =      ' 


«-9  A      2.0,564  ^-.   .      2.0,628 

^1  +  ^2  h'Th 

Wenn  nun  h  nach  Formel  44)  berechnet  werden  soll  und  man  hat 
die  Wahl  des  Exponenten  m  frei,  so  ist's  nach  §  7  am  vortheilhaftesten, 
mit  den  zweiten  Potenzen  zu  rechnen.  Hieraus  folgt  natürlich  noch  gar 
nicht,  dass  diese  Rechnung  die  absolut  günstigste  Hypothese 
über  h  ergiebt;  denn  sobald  die  n  Beobachtungsfehler  e  einzeln  bekannt 
sind,  könnte  ja  auch  eine  andere  Function  der  £,  als  gerade  ein  am)  zur 
genannten  Hypothese  führen.  Nun,  bekanntlich  ist  von  Gauss  gezeigt 
worden ,  dass  der  Durchschnitt  der  ziseiten  Potenzen  zur  absolut  gün- 
stigsten Hypothese  führt,  weil  dafür  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintref- 
fens der  gegebenen  s  ein  Maximum  wird. 

§  ]  0.    Oauss'sches  Fehlergesetz ;  wahrscheThlioher  Fehler  d«r  Hypothesen« 

Die  Untersuchungen  des  §  7  lassen  nur  im  Allgemeinen  den  rela- 
tiven Werth  der  Berechnung  von  h  aus  verschiedenen  Om  nach  Formel 
44)  erkennen.  Es  ist  erwünscht,  den  wahrscheinlichen  Fehler  dieser 
Hypothesen  zu  erfahren.  Nach  34)  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  39*)  die 
Wahracheinlichkeit  einer  Hypothese  über  h  proportional 

Bezeichnen  wir  nun  den  nach  43)  berechneten  A -Werth  mit  H  und  setzen 
im  Allgemeinen  A  =  ^-|-'^)   so   giebt  der  vorige  Ausdruck  mit  Weglas- 
nng  der  von*  X  unabhängigen  Theile 
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:  •  ^s^  •^  -»-•^  ^  y  y  ^^  ^  y      y  ,-w  •■^'^w'^^vi^'W'^^si^»*'"^''^ 


46)  (i+^)"rÄ(T<-+^>"-y. 


Da  nun  hier  ein  grosses  n  Voranssetzung  ist,  so  haben  nur  sehr  kleine 
A,  eine  in  Betracht  kommende  Wahrscheinlichkeit;  man  hat  daher  in  zu- 
reichender Näherung 

(l  +  ^j    =^  > 

ferner  unter  Sabstitution  des  ersten  der  Ausdrücke  43) 

und  daraus  in  gleicher  Annäherung 

Damit  geht  46)  ilber  in 


^      imiß—Q?)  2«". 

hierin  darf  man  aber  den  zweiten  Theil  des  Exponenten  noch  gegen  den 
ersten  vernachlässigen.  Jetzt  findet  man  ohne  Weiteres  als  Wahrschein- 
lichkeit, dass  der  richtige  Werth  von  h  zwischen  {H-^-D  und  (J7-f-A  +  </A) 
fällt,  den  Werth 

47)  r-  

--ff 

Der  letzte  Ausdruck  für  K  ist  unter  der  hier  sehr  unerheblichen 
Vernachlässigung  berechnet,  dasi  die  untere  Integralgrenze  — iST  auf  —  oo 
ausgedehnt  wurde.  Ein  Blick  auf  47)  zeigt  K  in  der  Bedeutung  als 
Präcision,  welche  zu  den  Abweichungen  X  gehört,  und  somit  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  gerade  4^,  dass  der  richtige  Werth  von  h  zwischen 
die  Grenzen  falle 


m  ^i('+«.«'«/t^). 


Soweit  es  die  Parenthese  angeht,  stimmt  48)  mit  40)  überein.  Bezüglich 
der  Bedeutung  von  48)  darf  nicht  unbetont  bleiben,  dass  sie  ein  ge- 
gebenes Om  voraussetzt,  aus  welchem  die  Präcision  berechnet  wird, 
und  dass  dabei  die  Werthe  der  Beobachtungs fehler  £  im  Einzelnen 
unbeachtet  bleiben,  wie  es  ja  eigentlich  der  Fall  ist.  Würde  man  mit- 
telst der  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  der  n  Beobachtungs- 
fehler einen  dem  48)  entsprechenden  Ausdruck  ermitteln,  so  würde  dieser 
eine  «andere  Gestielt  annehmen;  er  würde  aber  (wie  mir  scheint)  keinen 
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praktischen  Werth  haben.     Uebrigens  gehen  fttr  a^  beide  Ansdrttcke  in- 
einander ttber.     48)  giebt  alsdann 

i/'T/,_0,4769\ 
f   2^0  +  ^ 

übereinstimmend   mit  den   von  Gauss  Über  die  absolut  günstige  Hypo- 
these gegebenen  wahrscbeinlicben  Grenzen. 

Um  noch  zu  sehen,  wie  sich  48)  für  kleine  n  verhält,  betrachten 
wir  den  Fall  w=l  im  Anschluss  an  die  Formeln  15).  Die  Wahrschein- 
lichkeit der  Hypothese  h  bei  gegebenem  a^  ist  hier  proportional 

t_ 

he       "• 

und    daher   die  Wahrscheinlichkeit,    dass   die  Präcision    zwischen   h  und 
h-^-dh  liegt,  gleich  2 

CD 


he        «»^^  =  20^. 


Die  Wahrscheinlichkeit  ist  ferner  gerade  ^,  dass  der  richtige  Werth 
TOD  h  zwischen  die  Grenzen 


49) 


d  +  v'™) 


falle,    wobei,    wie   leicht   zu  finden   ist,    v m  der  Bedingung  Genüge   zu 
leisten  hat:  .  • 


m 


50) 


e  —  c  =4^. 


Hieraus   hat   man   folgende  Werthe^  denen   wir  die  entsprechenden 
nach  48)  an  die  Seite  stellen: 


ni) 


fw. 


nach  50). 
I. 


nach  48). 
2. 


//* 


Werth  V  ,„  Yot  y'l 


nach  50). 


1  |,     ",689 

2  I     0,440 

3  '      0.382 


0,510 

1 

0,470 

0,477 

0,440 

0,497 

0,446 

nach  48). 
4. 

0,407 
0,477 
0,58<» 


Die   Colonnen  3  und  4  enthalten  die  Werthe  v',„,  multiplicirt  mit  einer 
Grösse,    welche  dem  Werthe  von  ä,   wie  er  aus  48)  folgt,    piroportional 


m 


ist,   wobei   zu   beachten,   dass  im  vorliegenden  Falle  die  ^am  =  s  wird 
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lie  A-Wertbe  nur  noch  von  den  u  abhKngen.  Wfihrend  bo- 
=  1   die  mittelst   verschiedener  Exponenten   m   berechneten 

einem  von  t  anahbäng^gen  VerhältnisBe  stehen,  ist  für  »>  1 
lehr  der  Fall  und  auch  das  Verhältniss  allgemein  nicht  mehr 
[m  Allgemeinen  wird  man  daher  die  Güte  der  Bestimmung 
den  v'm  beurtheilen,  df^egen  im  besoudem  Falle  n^l  noch 
Bgebene  VerhSltniss  der  A-Werthe  Rücksicht  nehmen  (wie  in 
ehen).  Vergleichbar  sind  nach  meiner  Ansicht  überdies  die 
len  Werthe  der  Colonnen  3  und  2  (nicht  4,  welche  unr  der 
elt  halber  beigefügt  ist);  man  darf  darnach  wohl  eine  rasche 

von  48)  an  die  Strenge  mit  wachsendem  n  erwarten. 


Bemerkung. 

es  hat  8. 126  flg.  des  XXI.  Bandea  dieser  Zeitschrift  auf  meine  Aens- 
XX  über  seinen  frflhern  Aufsatz  geantwortet.  Dieser  Antwort  gegen- 
Bs,  -wiederom  auf  mein«  ebenerw&hnte  Aeueserung  hincuweisen  and 
laran  zu  erinnern,  dase  ich  selbst  in  meinem  Buche  auf  eine  gewisse 
leit  eines  Beweises  aufmerksam  mache,  mir  also  die  Priorität 
lg"  verbleibt.  Zu  den  Mängeln  meinee^Biiches  rechne  ich  selbst- 
lie  betreffende  Stelle  nicht  —  indem  ich  nümlicb  aue  praktischen 
Jüngern  ßauss'scheu  Darstellung  der  AuBgleichungsrechnung  im 
folgte,  muBste  ich  nothwendig  auch  deren  Lücken  in  Kauf  nehmen, 
ch  lange  Untersuchungen  nicht  volhtändig  ausfüllbar  sind,  aber  doch 
ärdienen,  und  zwar  auch  in  einem  Lehrbuche.  Gestattet  eine  nur 
is'sche  Fehlergesetz  gebaut«  Ausgleichungstheorie  gerade  in  dem 
[te  anch  eine  weit  befriedigendere  Lösung,  so  verbleiben  doch  auch 
Theorie  noch  Lücken  genug,  um  im  Hinblick  auf  den  weit  compli- 
imatiechen  Apparat  nnd  die  engeren  Grenzen  der  Qiltigkeit  derselben 
im  Daratellnngaweise  den  Vorzug  geben  zu  kßnnen.        ^ 
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Zm    Die  Bewej^ng  rnftterieller  Paukte  auf  TorgeiohiUbenen 
bewegliohen  Bahnen. 

Denkt  man  sicli  mit  iJer  Bnbn  li  (einer  Fläche  F  odi^r  Curve  C)  des 
materiellen  Punktes  P,  dcsBRn  Maase  stPts  als  Einlieit  genommen  ver- 
Jen  floU,  ein  rechtwinkliges  System  (®)  oder  (i-t),^)  fest  verbunden, 
so  wird  jeder  Bewegung  von  ß  eine  Bewegung  von  (@)  entsprechen  und 
umgekehrt.  Die  nnendliche  Mannichfaltigkeit.der  möglichen  Bewegungen 
von  B  wird  der  unendlichen  Mann  ich  faltigkeit  dei  Bewegungen  von  (®) 
fiqnivslent  sein.  Es  wird  mithin  die  Bewegung  von  B  eine  völlig  will- 
kürliche genannt  werden  dürfen,  sobald  man  (©)  völlig  freie  Beweglich- 
keit gegeben  bat. 

Dieti  aber  wird  erreicht,  wenn  man  einestheils  dem  Anfangspunkte 
O'  des  Systems  (@)  jede  mögliche  Bewegung  geatattet,  anderntbeils  jede 
mögliche  Rotation  von  (@)  um  0'  znläöst.  —  Hat  nun  0',  bezogen  auf 
ein  festes  rechtwinkliges  System  (5]  oder  (i,  j,  j),  die  Coordinaten  i,, 
Vi,  <! .  denkt  man  sich  ferner  durch  (>'  zu  irgend  einer  Zeit  (  ein  dem 
(S)  paralleles  System  \^£)  oder  (^,  ij,  £)  gelegt,  so  wird  jede  mögliche 
Bewegung  von  (@  1 ,  also  auch  von  B  berücksichtigt  sein ,  wenn  man 
einestheils  die  Grössen  x, ,  y^,  :,  beliebige  Functionen  der  Zeit  sein  lässt, 
anderntbeils  das  System  (@)  auf  das  System  (£)  durch  die  bekannten 
Transformationsformeln,  als  welche  hier  die  Enler'scbeo  benutzt  wer- 
den sollen,  so  bezieht,  das«  man  die  darin  vorkommenden  Winkel  ii>, 
ft,  q>  willkürliche  Fnnctionen  der  Zeit  sein  ISsst.  —  Hier  bedeutet  ifi  den 
Winkel,  welchen  der  Gruudschnitt  der  r^-Ebene  in  der  gi)- Ebene  mit 
der  £-Äxe  bildet,  9  den  Neigungswinkel  der  Ebene  xy  znr  Ebene  |t),  qo 
den  Winkel,  welchen  die  Axe  der  x  mit  jenem  GmndRcbnitte  einscbliesst. 
Uaä  kann  jene  Formeln  anch  für  O  =:  0  beibehalten;  sie  stimmen  dann 
mit  den  Formeln  der  ebenen  Geometrie  überein,  wenn  man  nur  noch 
~n  ^  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  giebt,  was  nach  der  Ableitongs- 
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art  (Leroy,  Analjt.  Geometrie  des  Raumes,  übers.  ▼.  Ea  uff  mann, 
§  89  Anm.)  selbstverständlich  ist. 

Man  bewahrt  also  die  volle  Allgemeinheit,  wenn  man  die  Coordi- 
naten  x,  y^  z  von  P  durch  folgende  Gleichungen  definirt: 

wo  die  a,  b^  c  die  Coefficienten  der  Eule  raschen  Formeln  sind  und  r« 
^,  5  noch  den  Gleichungen  der  Bahn  ^,  bezogen  auf  (@),  zu  genügen 
haben. 

§2. 

Von  den  mechanischen  Principien  hat  nur  das  d'Alembert^sche 
Geltung.  Es  ist  vortheilhaft ,  die  zweite  der  von  Lag  ränge  gegebenen 
Formen  dieses  Princips  anzuwenden.  Zu  diesem  Behufe  sind  für  X,  9«  3 
independente  Coordinaten  q  einzuführen,  an  Anzahl  2,  wenn  B  eine 
Fläche,  1,  wenn  B  eine  Curve  ist.  Dann  wird  die  Lage  von  P  bestimmt 
durch  Gleichungen  von  folgender  Form: 

a:  =  i^i  (<,  yi ,  ^g) , 

Bildet  man  nun  den  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft,  führt  die  in 

der    Lagrang  ersehen    Formel    vorgeschriebenen    Differentiationen    aus, 

du 
setzt,   wie   üblich,   ^-=^Q^    so   entsteht  nach   einigen    Vereinfachungen 


dq 


die  folgende  erste  Bewegungsgleichung ,  der  die  andere  ganz  analog  ist: 

dAV  .     .,  dJ    dA    ^     ,  dA     dA       dA  ^dA  .     ,    dA   .dA 

dt 


'■■A 


dq^J 


dt  dt  dt 

Hier  ist,  wie  auch  im  Folgenden  stets,  durch  die  Accente  die  Differen- 
tiation nach  der  Zeit,  durch  das  Zeichen  ^K  aber,  statt  des  Gleichheits- 
zeichens ,  das  nur  durch  ein  A  ohne  Index  angedeutete  Vorkommen  drei- 
gliedriger Summen  links  bezeichnet. 

Für  die  Integration  der  Bewegungsgleichungen  ist  es  von  Wichtig- 
keit, die  Fälle  kennen  zu  lernen,  in  welchen  diese  Gleichungen  linear 
sind  und  in  welchen  sie  t  nicht  explicite  enthalten. 


§3. 

Damit  q'^^^  q\^  q\^  q\  in  den  Bewegungsgleichungen  nicht  vorkom- 
men, müssen  folgende  sechs  Gleichungen  erfüllt  sein: 


Hl  »9i' 


dqi  dq,' 


dqi  dq^dq^ 


'-fn 
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wo  die  Summation  über  die  A  zu  erstrecken  ist.  —  Mit  Berücksichtigung 
der  zwischen  den  fi,  6,  c  des  §  1  bestehenden  Beziehungen  lassen  sich 
diese  Bedingungen  durch  die  folgenden  ersetzen: 

1)  Zl  —  j   darf  kein  q^^  1*)     e{—\   kein  q^  enthalten, 

2)  2^     ^    =0,  2*)     E^      ^    =0 

3)  z|l/^  =  o,  3*)     ^f^^  =  0. 

a^i  dq^dq^  dq^  dq^dq^ 

Hier  repräsentirt  x  die  r,  9,  g. 

Von  algebraischen  Functionen  kann  diesen  Bedingungen  nur  genügt 
werden  durch  die  Form 

r^lqi  +  tiq^  +  Vy 

wo  A,  |iA,  V  beliebige  Constante  sind.  Hierdurch  wird,  wie  nach  Elimi- 
nation der,  resp.  des  q  ersichtlich  ist,  die  Bahn  als  eine  Ebene  oder 
eine  Oerade  qualificirt. 

Sonst  wird   den  Bedingungen   nur  noch  genügt,   wenn   T,  ^,  3   die 
folgende  Form  haben : 

y  =  Ar  co8{kqi  +  (iq^  +  v)  +  k^, 
\)^ksin{Xqi  +  tJLq^  +  v)+k^, 
h^aq^  +  ßq^  +  Y, 

oder  sich  durch  Transformation  auf  diese  Form  bringen  lassen.  Die  Ar, 
ky  fA,  V,  a,  ßj  y  sind  wieder  Constante.  Hierdurch  aber  wird  die  Bahn 
▼on  P  entweder  als  die  Fläche  eines  Kreiscylinders  oder  als  eine  auf 
einer  solchen  verzeichnete  Curve  definirt. 

Man  hat  mithin  folgendes  Resultat : 

Die  Bewegungsgleichungen  sind  linear,  wenn  die  Bahn 
des  Punktes  P  eine  Gerade  oder  eine  Ebene,  oder  die  Fläche 
eines  kreiscylinders  oder  eine  auf  einer  solchen  Fläche 
verzeichnete  Curve  ist. 

Es  hängt  also  nur  von  den  geometrischen  Eigenschaf- 
ten der  Bahn  ab,  ob  die  Gleichungen  zu  den  linearen 
gehören  oder  nicht. 

§4. 

Es    ist    femer   für   die   Integration    der  Bewegungsgleichungen    von 

Wichtigkeit,  die  Fälle  auszusondern,  wo  die  Zeit  nicht  explicite  in  die- 

en  Gleichungen  erscheint.     Damit  nun  zunächst  /  nicht  in  den  O  stehe, 

'erden  die  Kraftcomponenten  X  ^  F,  Z  sowohl  von  /,  als  den  q  frei  sein 

itlBsen.     Dann  wird 
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'  ^'^^    -^^^-_— ^.«^W^«!^,^^    ^"^  ^^-^ 


oq         .   cq  oq 

dA 
wo   t  nur  noch  in  den  Derivirten  r—  sieben  könnte. 

dq 

Dies  aber  findet  znnacbst  dann  nicbt  statt,  wenn  jedes  A  in  zwei 
additive  Tbeile  et  und  a  derart  zerfallt,  dass  a  nur  /,  a  nur  die  q  ent- 
bält.     Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  kann  i  nur  nocb  vorkommen  in 

dq     dt' 
dt 
was  nacb  unserer  Annabme  übergebt  in 

da  (Pa 

dq~d?' 

Dieses  Glied  aber  ist  dann  von  t  frei,  wenn  die  a  algebraische  Func- 
tionen von  (,  aber  von  keinem  höheren  als  dem  zweiten  Grade  sind. 
Nun  sind  die  «  mit  den  Functionen  <jp(/),  ^(0»  X(0  des  §  1  zu  iden- 
tificiren  und  man  erhält  folgendes  Resultat: 

Die  Zeit  kommt  dann  nicht  explicite  in  den  Bewe- 
gungsgleichungen vor,  wenn  der  Punkt  P  von  constanten 
Kräften  beeinflusst  wird  und  die  Bahn  ß  eine  ausschliess- 
lich translatorische  Bewegung  hat,  die  mit  constanter  Be- 
schleunigung   -  welche  auch  Null  sein  kann  —  erfolgt. 

Gleichzeitig  sieht  man,  dass,  wenn  die  Beschleuni- 
gung, mit  der  B  fortschreitet.  Null,  also  die  Geschwind!  g- 
keit  constant  ist,  diese  letztere  Constante  gar  nicht  in  die 
Bewegungsgleichungen  eintritt,  also  auf  die  relative  Be- 
wegung von  P  ohne  Einfluss  ist. 

Bei  einer  nicht  ausschTiesslicb  translatorischen  Bewegung  von  ß  ent- 
halten zwar  ebenfalls  die  et  kein  q,  aber  die  a  sowohl  die  q,  als  auch  t. 
—  Schliesst  man  nun  den  Fall  aus,  dass  Ä,  F,  Z  gleichzeitig  Null  sind, 
so  wird  die  Bedingung  dafür,  dass  die  O' ^  nicht  explicite  enthalten,  ent- 
weder   die   sein,    dass   die   eine   der   Kraftcomponeuten,    z.  B.    Ä\    ver- 

dA  dA 

schwindet,  während  -^  und  -;—    kein  /  enthalten,    oder  die,   dass  zwei 

cq  dq 

dA 
Kraftcomponenten,  z.  B.  A'  und  F,  Null  werden,  während  -   -  von  (  frei  ist. 

dq 

(dA  \^ 
^  1    auftritt,  so  ist  nur  der 
dq/ 

zweite  in  Betracht  zu  ziehen.     In  diesem  letzteren  sind,  da 

und  f  von  /  frei  ist,  alle  um  0  möglichen  Rotationen  der  Bahn  B  oder 
des  Systems  (©)    auf  solche   um   die   f-Axe   eingeschränkt     Lässt  man 


••rp 
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nun  die  }-Axe  mit  dieser  und  folglich  die  Ebene  der  x^  mit  der  Ebene 
der  ^f]  zusammenfallen,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Beziehungen: 


Weiter  ergiebt  sich,  dass  nunmehr 

^dA  dA^dx_  li  .  is  Ü  +  lA  ii 

a^i  dq^      dg^  dq^      dq^  dq^      dq^  dq^ 
t  nicht  explicite  enthält,  Tvährend 


dt 


+ Ij  z"W  -  f^  f  r  V»  +  >?  V+  V  t»»"]  + 1^  [r>'+ 1 V'-  9 1^'*] 


wird. 

Damit  hier  t  nicht  erscheine,  ist  zunächst  nothwendig,  dass  V  eine 

Constante  g),  ferner,  dass  %  (/)  eine  algebraische  Function  von  f  und  von 

keinem   höheren   als   dem   zweiten  Grade  sei.     Endlich  aber  müssen  die 

Ausdrücke 

.    q>'\i)  cos  tjj  +  ^"(0  ^^^  '^  ^^^  '^'  (0  ^^*  M^  —  v"(0  **'*  '^ 

von   /  frei   sein.     Diese  Ausdrücke  gehen  durch  q>{t)  =  kcosk  und  t(;(0 

=  Ä'^tfiA  über  in 

cos  (A  - 1|;)  [Ä"-  ^  A'2]  -  sm  {k  - 1/;)  [^  X"+  2  ä'A'j 
und 

C05  (A  - 1/;)  [^  Jl"+  2  k'X']  +  5 w  (A  ~  Hf)  [A"-  ^  A'»] .      ' 

Enthält  hier  (A  — if;)  die  Zeit  explicite,  so  muss  für  unsern  Fall 

k  A"+  2  k'  A'=  0  und  ^"-  A:  A'»  =  0 

sein.      Dadurch   wird   eine   gewisse  Curve  (x)  definirt,   welche  die  Bahn 
von  0\  resp.  die  Projection  dieser  Bahn  in  die  ftbene  der  xy  darstellt. 

Unterscheidet  sich  hingegen  A  von  tp  nur  um  eine  Constante  —  die 
man  dann  auch  gleich  Null  supponiren  darf  — ,  so  hat  man  nur  noch 
dem  k  einen  constanten  Werth  beizulegen,  um  zu  bewirken,  dass  in  den 
obigen  Ausdrücken  t  nicht  steht. 

Es  zeigt  sich  nun  auch  leicht,  dass  unter  diesen  Voraussetzungen  / 
ach  in  den  übrigen  Gliedern  der  Bewegungsgleichungen  nicht'  explicite 
•rkommt.     Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

Von   den   n  icht  ausschliesslich  translatorischen  Bewe- 
gungen der-Bahn  B  ist,  mit  der  Ausnahme  (x),  die  Rotation 
mit  constante r  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  feste  Axe, 
längs  welcher  allein  Kräfte  wirken  dürfen,  eine  Rotation, 
nit    welcher  ein  constant  beschleunigtes  Fortschreiten  in 
[er  Richtung  jenor  Axe  verbunden  sein  kann,  die  einzige. 


'  :. 
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unter    deren   Voraussetzung    ^    nicht    explicite   in    den    Be- 
wegungsgleichungen erscheint. 

Somit  ist  die  Art  der  Probleme ,  bei  welchen  die  Hauptschwierigkeit 
bei  der  Integration  der  Bewegungsgleichungen ,  das  explicite  Vorkommen 
der  Zeit  in  denselben,  nicht  vorhanden  ist,  völlig  bestimmt.  Es  kommt 
hierbei  also  nur  auf  die  mechanischen  Eigenschaften  des 
Systems  an. 

Minden  i.  Westf.  R.  Mischbb,  Gymnasiallehrer. 


XIT.    Zur  Definition  des  bestimmten  Intep^s  durch  den  Oreniwerth 

einer  Summe 

bemerkt  Herr  P.  du  Bois-Reymond  mit  Recht,  dass  in  dem  Rie- 
mann-Dirichle tischen  Beweise,  den  ich  in  meine«6chrift  „Einleitung 
in  die  Theorie  der  bestimmten  Integräle^S  Halle,  bei  L.  Nebert,  aufgenom- 
men habe,  der  Nachweis  fehlt,  dass  man  nicht  blos  dann,  wenn  man  die 
Zerlegung  des  Intervall  es  dadurch  immer  weiter  treibt,  dass  man  die  Theile 
einer  vorhandenen  Theilnng  wieder  theilt,  und  so  fort,  sondern  auch  dann, 
wenn  man  die  Theile  in  beliebiger  Weise  kleiner  werden  lässt,  z.  B.  in- 
dem man  das  Intervall  in  gleiche  Theile  theilt  und  für  die  Theilungszabl 
grössere  und  grössere  Primzahlen  nimmt,  in  welchem  Falle  kein  Theil- 
punkt  emer  späteren  Theilung  mit  der  früheren  zusammenföllt  —  einen 
und  denselben  Grenzwerth  der  Summe  erhalte.  Es  ist  hierzu  nöthig 
das  Resultat  für  ein^  beliebige  Theilung  mit  dem  für  eine  specielle,  z.  B. 
für  die  durch  fortgesetztes  Halbiren  entstandene  zu  vergleichen.  Da  für 
das  einfache  Integral  ein  von  diesem  Mangel  freier  Beweis  durch  Herrn 
du  Bois-Reymond  bereits  vorhauden  ist,  derselbe  Vorwurf  aber  auch 
den  Existenzbeweis  des  Doppclintegrals  trifft,  so  will  ich  hier  den  letz- 
teren ergänzen.  Dabei  bediene  icfi  mich  zur  Darstellung  von  Zahlen 
gebieten  zweier  Veränderlichen  der  bekannten-  graphischen  Terminologie, 
bei  welcher  .r,  y  rechtwinklige  Coordinaten  einer  Ebene  sind. 

Die  Definition  des  Doppeliutegrals  habe  ich  in  meiner  Schrift  so 
ausgesprochen : 

Zerlegt  man  [ein  Gebiet  T  der  .T..y- Ebene  (welches  der  Einfachheit 
wegen  zusammenhängend  und  einfach -zusammenhängend  angenommen 
werden  mag)  in  n  Theile  Tj,  t«,  ...  r„,  Flächenelemente  genannt ,  welche 
der  Bedingung  unterworfen  sind ,  in  allen  ihren  Ausdehnungen  und  also 
auch  ihrem  Flächeninhalte  nach  kleiner  als  eine  bestimmte  vorgegebene 
Grösse  CO  zu  sein,  und  ist  die  obere  Grenze  einer  in  T  gegebenen  Func- 
tion f(jr^y)  Gß  in  t^,  die  untere  gpk,  und  ist  |ju  eine  zwischen  0  und  1 
gelegene  Zahl,  so  versteht  man  unter  dem  über  das  Gebiet  T  ausgedehn- 
ten Integral 
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S' 


n<c,t,)dT 

den  Orenzwerth,  den  man  erhält,  wenn  in  dem  Aoadmcke 


n 

m 


n 


in  dem  die  t  alle  kleiner  als  to  sind,  cd  der  Grenze  Null  znstreht. 

Dieser  Grenzweitb  hat  aber  daiHi  einen  Sinn,  wenn  die  kritische 
Snmme 

n 

mit  abnehmenden  cd  der  Grenze  Null  zustrebt. 

Zuerst  zeigen  wir  dies  für  den  Fall,  in  welchem  das  Kleinerwerden 
dadurch  bewirkt  wird,  dass  eine  vorhandene  Theilung  t^^,  T2S...r^n>9 
in  welcher  die  Theile  kleiner  als  coj  sind,  dadurch  abgeändert  wird,  dass 
die  t^  auf  dieselbe  Weise  in  Elemente  zerlegt  werden,  welche  kleiner 
als  oog  sind.  Die  neuen  Theile  t^',  T2^  ...  tV  sind  dann  so  beschaffen, 
dass  die  Begrenzungen  der  r^^^,  r^^,  . .  sämmtlich  einen  Theil  der  Be- 
^enzungen  von  r^^,  t^^  . . .  bilden ,  aber  nicht  umgekehrt.  So  föhrt  man 
fort.  Tst  nun,  wenn  ft  den  Summa tionsbuchstaben  bedeutet, 
•    2;rVCV=  ^1,  -£tVGV=^,  ...  £t^ßGy=^vy  ..., 

so  beweist  man  in  derselben  Weise,  wie  es  beim  einfachen  Integral  ge- 
schieht, dass  y#^,  ^2,  ...  eine  abnehmende  (wenigstens  nicht  zunehmende), 
^j,  ^2,  ...  eine  zunehmende  (wenigstens  nicht  abnehmende)  Zahlenreihe 
bilden,  und  dass  ^y  P^  Bp  ist,  woraus  einmal  folgt,  dass  beide  Grössen 
einer  bestimmten  endlichen  Grenze  A^  bez.  B  zustreben,  und  dann  noch, 
weil  Jff —  Bp  der  kritischen,  der  Voraussetzung  nach  mit  wachsendem 
V  verschwindenden  Summe  gleich  ist,  dass  A=^B  sein  muss.  Da  Ap^\ 
'  <C  i^y,  Bpj^\'>  Bp  sein  muss,  so  kann  man  v  so  gross  annehmen  oder, 
mit  anderen  Worten,  die  Theilung  so  weit  treiben,  dass,  wie  nun  auch 
die  t"  in  t*'+^  getheilt  werden,  oder  wie  auch  die  Theilang  weiter  ge- 
trieben wird,  Apj  Bp  von  A  beliebig  wenig  verschieden  sind. 
Da  aber 

ß 
zwischen  Ay   und  By  liegt,    so  nähert  sich  dieser  Ausdruck  ebenfalls  ^, 

oder  der  Grenzwerth  ist  von  der  Wahl  der  l^fi  unabhängig. 

Nun   ist  zunächst  zu   erweisen,   dass   derselbe  Grenzwerth  erhalten 

wird,  wenn  man  eine  andere  Theilung  von  7*,  zuerst  in  /\,  t^\  t^^  ..., 

dann  in  i^^  t^^  t^^  ...   unter  derselben  Bedingung  als  vorhin  vornimmt, 

'*b  dann 

2?/^[^i^+^(6|,  — ^^)]  oder,  was  hinreicht,  £tßGß 

ZaltMlulft  L  MAUiematlk  u.  Physik,  XXI,  3.  t5 
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demselben  Grenzvertb  ä  znstrebt.  Angeuommen  diese 
sei  Ä,  und 

80  kann  man  v,  X  so  gross  annehmen,  daas  A^r=  A-\-^<i, 
ist,  wenn  a  beliebig  klein  vorgegeben  wird,  und  1 1*  zvisc 
Eins  liegen. 

Legt  man  nun  die  za  t"  nnd  t  gebfirigen  Tbeilangi 
zeitig  anf  T  nnd  bezeicbnet  (irgendwie  gezählt)  die  hierdnt 
den,  ToUstftndig  dnich  Theile  des  Hetzes  t"  nnd  des  Netzt 
ten  Elemente  mit  t|,  t,,  t,,  ...,  so  ist 

£t/t  Ga  ^  S 
sowohl  kleiner  oder  gleich  A  +  ^o,  als  anch  kleiner  oder  g 
nnd  sowohl  grösser  als  A,  als  anch  grösser  als  ^,  weil  die 
eine  weitere  Tbeilnng  der  t*  ebenso  wie  der  r  angesehen  w« 
Also  ist  ^  +  |ö>S2>^,     ^+^a-^S>.A'. 

Da  also  sich  i1  nnd  A"  von  S  am  weniger  als  o  nnterschc 
so  können  sich  A  und  A"  nur  nm  weniger  als  2  a  nnterschei 
Ben  also,    da  O  beliebig  klein  angenommen  werden  kann 

Nun  mtias  noch  gezeigt  werden,  dass  auch  bei  beliebi 
der  T  derselbe  Grenzwerth  erreicht  wird. 

Es  sei 

nnd  die  Theilung  so  weit  getrieben  oder  v  so  gross  gern 
wenn  a  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  Grösse  bedentet, 
und  l  liegt.  Hierauf  werde  die  beliebige  Theilung  t  zugli 
T  gelegt.  Dann  kann  man  die  Theiinng  i  so  weit  treil 
Fl&cheninhalt  der  9umme  aller  derjenigen  i,  durch  welc 
Theil  der  Begrenzung  der  (  hindurchgeht  oder  sie  anch 
kleiner  als  a:M  wird,  wenn  M  die  obere  Grenze  des  absol 
der  Werthe  von  /'(•x,;/)  ia  T  ist;  denn  man  kann  offenbi 
cheninhalt  beliebig  klein  machen.  Der  Beitrag,  den  die 
welche  BegrenzuugastQcke  von  I  enthalten,  zur  Oeaammtsn 

liefern,  ist  dann,  absolut  genommen,  kleiner  als  ff. 

Legt  man  beide  Theilungen  üb'e  rein  ander,  so  erhält  m 
lung  t  und  es  ist 

Zi^G^  =  Ar  -  1-0=  A+a-l')«,  (0  <  r^  I  < 
weil  die  Theilung  t  als  eine  weitere  Theilung  der  (  ange 
kann.  Der  Beilrag  aller  Fläcbentheile  I,  welche  Begrenzui 
(  enthalten,  ist,  absolut  genommen,  jedenfalls  kleiner  als  o 
der  Beitrag  der  Theile  t,  die  keine  Begrenzung  von  (  er 
destens  gleich  A  +  {i—^)a  —  a,  höchstens  gleich  .^  +  (6  — 
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nimmt  man  die  Theile  x  hinzu,  welche  Begrenznngsstttcke  von  /  enthal- 
ten, deren  Beitrag  zwischen  —  o  und  +  c  liegt,  so  ist  die  Gesammtsnmme 
mindestens  gleich  ^  —  30,  höchstens  gleich  A'\-2a  nnd ,  da  a  heliebig 
klein  angenommen  werden  kann,  die  Grenze  derselben  gleich  Ay  w.  z.  b.  w. 
Auf  die  von  Herrn  da  Bois-Reymond  in  dieser  Zeitschrift  über 
meine  „Einleitung  in  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale^^  veröffent- 
lichte Kritik  will  ich  nicht  eingehen,  obgleich  ich  in  vielen  Punkten 
nicht  damit  übereinstimmen  kann.  Das  dort  gegebene  Beispiel  eines  (wie 
es  dort  genannt  wird)  bedingt  convergenten  Integrals,  dessen  Element 
sein  Zeichen  nicht  unendlich  oft  wechsele,  ist  verdruckt. 

Freiburg  i.  B.,  October  1875.  J.  Thomae. 


ZY.     XTeber  eine  zahlentheoretiBohe  Spielerei. 

Die  Herstellung  solcher  Kärtchen',  wie  sie  Herr  Prof.  Cantor  auf 
S.  134  der  hist.-literar.  Abtheiinng  des  vorigen  Jahrganges  beschreibt, 
wurde  bereits  im  Jahre  1859  den  Secundanern  des  hiesigen  Friedrich- 
Wilhelms  -  Gymnasiums  bei  Gelegenheit  der  geometrischen  Reihen  gezeigt. 
Herr  Prof.  Schellbach  ging  nämlich  von  der  Identität  aus 

l~a?»  l~ar*  l^a?  1-a:^«  l-a^l-x^^ 
l^x'l-'X^'l-a^'  l-a^'l-a:^«""  1—x  ' 
woraus  sich  ergiebt 

{l  +  x){l+x^){l  +  a^){l+ixfi)(l  +  x^^)  =  l  +  x+x^+x^  +  .,.  +  a^\ 
und  zeigte  so,  dass  sich  die  Zahlen  von  1  bis  31  sämmtlich  durch  die 
Potenzen  2^,  2\  2^  2^  und  2^  darstellen  lassen,  da  ja  auf  der  linken 
Seite  nur  diese  Potenzen  von  2  als  Exponenten  des  x  auftreten,  rechts 
aber  als  solche  alle  ganzen  Zahlen  bis  31.  Er  fügte  hinzu,  dass  ein  Kauf- 
mann mit  5  Gewichtsstücken  alle  Gewichte  von  1  bis  31  wiegen  könne. 

Ebenso  ergiebt  sich  die  Darstellung  aller  Zahlen  von  1  bis  63  durch 
20,  2»,  ..2*,  die  aller  Zahlen  von  1  bis  127  durch  2^  2\  ...  2«,  d.  h.  mit 
Hilfe  von  7  Kärtchen  lassen  sich  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  127  er- 
rathen  u.  s.  f.     Allgemein  giebt  die  Gleichung 

YJ{l  +  x^)^     ^^x9 

sofort  das  Bildungsgesetz  solcher  Kärtchen.  Es  kommt  z.  B.  2''  in  allen  Zahlen 

von  den  Formen  2'•+^w  +  2^  2''+\n+2^+l  bis  2''+^w  +  2'-+*  — 1  vor. 

Eine   zweite  Sorte  von  Kärtchen   ist   die   umstehende;   sie  ist,  wie 

man  leicht  sieht,   analog  aus   den  Potenzen  von  3  gebildet.     Hier  muss 

man  aber  den  Betreffenden,  dem  die  Kärtchen  hingehalten  werden,  fragen, 

ob  die  gedachte  Zahl  schwach  oder  stark  gedruckt  ist.     Im  ersteren  Falle 

immt   man  die    der  Karte   entsprechende  Potenz  von   3  mit  positivem, 

D   andern  Falle  mit  negativem  Vorzeichen.     Z.  B.   49  «a  +  8^  "^  3*  ^  3' 
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Der  Beweis,  doss  sich  alle  Zahlen  1,  2  bia^(3"+'  — 1)  dmcb 
oder  negatir  genommenen  Potenzen  3"«  3'  bis  3"  daiBtellen  las- 
it  sich  aas  der  Identität 

-2!»'       1-s^"^'      1  — a:»'"^' 


1- 


l-m 


man  beiderseits  dttioh  «%('"'*''—'*  dividirt, 

-«  +  l  +  :ri)(*-s+l+jH»)(*-«+l+*»)...{^'"+l+«»") 
14(S"+'-i)  +  . , .  +  i-s+s-i  + 1  +x'+x'  +  ■■■  +  «»i»"*'-". 
\  wir  fHr  nnsere  Karten  (»i=4) 

^arstellnng  aller  Zahlen  von  1  bis  121  dnrch  die  positiv  oder 
□ommenen   Potenzen  3",  3',  3^  3^  3^ 


_    L       n. 

m. 

IV. 

V. 

92 

2  82  «1 

93     5    86 

64 

93 

14 

36 

55 

102;  41 

62 

82 

lOS 

»i 

3  88    66 

94      6     36 

66 

94 

16 

36 

6« 

103;:  42 

68 

83 

108 

»5 

4  84    66 

95     7    37 

66 

85 

16 

37 

57 

104   43 

64 

84 

10« 

97 

5  38    67 

96      8    38 

67 

110 

17 

88 

58 

105  ,44 

65 

85 

105 

»8 

6  39  68 

97     9    39 

68 

»7 

18 

39 

59 

106 

45 

66 

86 

106 

100 

'7  40  69 

101    10    40 

69 

»8 

19 

40 

60 

107 

46 

67 

87 

107 

101 

11   41    70 

102    11     41 

70 

99 

20 

41 

61 

108 

47 

68 

SS 

108 

103 

12   42    74 

103,12    42 

71 

100 

21 

42 

62 

109 

48 

69 

89 

109 

101 

13  48   76 

104    13    48 

72 

101 

22 

43 

68 

110 

49 

70 

90 

110 

106 

14  47    76 

105 1!  14  44 

78 

102 

23 

44 

64 

111!,  60 

71 

91 

111 

107 

15  48  77 

106  i 15  45 

74  103 

21 

45 

65 

112    61 

72 

92 

112 

109 

16  49    78 

110  '  16  4« 

75 

113 

26 

46 

BS 

113    52 

73 

113 

110 

20   50  79 

111 117  47 

76 

114 

26 

47 

67 

114,  53 

74 

94 

114 

112:121    51    83 

112   18  48 

86 

116 

27 

48 

95 

116 

64 

76 

96 

llö 

11s   32   5ä   U 

118 '19  49 

87 

116    28 

49 

96 

116 

55 

76 

96 

116 

Üb  29  ee  85 

114  1 20  69 

117,29 

50 

97 

117 

66 

77 

97 

117 

11»  24  57  M 

115  121   60 

89 

118130 

51 

98 

118 

57 

78 

98 

116 

118  '25  58  87 

119  122    61 

90 

119 

31 

52 

99 

119 

58 

79 

119 

11»  29   5»  88 

120|i32    62 

91 

120 

32 

58 

100 

120 

69 

80 

100 

ISO 

121  30  60  es 

121    33    63 

92 

121 

38 

54 

101 

121 

60 

81 

101 

121 

31 

!34 

S4 

61 

ier 

allgemeine 

a  Oleichnn 

s 

^h,    daes    z.  B.  +3''  auftritt  in  allen  Zahlen  von  den  Formen 
(3'+l),  3'  +  '.n+i(3'+l)  +  l    biH  3'+'.H  +  i(3'-+'-l),  nnd 
enen  von  den  Formen  3'  +  ' ." -^(3''+' -  1),  3'+' .  "—■ i  (3''+' 
is  S'+'.n-KS'+l). 
in.  Dr.  Felix  M6ller. 
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XL 
üeber  Curven  auf  ftotationsfiftchen. 

Von 

Dr.    BlEHBINGER, 

•  Piofettor  An  der  kOnIgl.  IndostriMohale  su  NOmberg. 

(Forttetiuiig.) 


Nr.  14.  Mit  Hilfe  der  am  Schltifise  von  Nr.  2  gegebenen  Bemer- 
kungen lassen  sich  sehr  schnell  die  Gleichungen  von  Cnrven  auf  Rota- 
tionsflächen anffinden,  die  in  anderer  Weise,  wie  dort,  bestimmt  sind. 
Es  sollen  einige  solche  Fälle  betrachtet  und  zunächst  festgesetzt  werden, 
dass  neben  dzt^F  noch  da:t^+ dyt^+ dzt^  =  S^  gegeben  ist.  F  und  S 
können  beliebige  Functionen  von  t  vorstellen,  dabei  soll  aber  F  keinen 
Coordinatenwerth ,  S  höchstens  z  enthalten.  Die  übrigen  Stücke  werden 
wie  in  Nr.  1  angenommen.  Denkt  man  sich  das  in  Nr.  1  näher  bezeich- 
nete Elementen dreieck ,  so  ist  hier  durch  ydx^^^-dy^^dz^ dl=  Sdl 
die  Hypotenuse  und  durch  yT+df?.  dzt.  d==j/T+Jf^^.  F.  dt  die  eine 

Kathete  gegeben;  demnach  wird  die  andere  Kathete  ='l/S^-(l+c/'^^)F^ d(. 
Wird  sodann  durch  q>  der  Stellungswinkel  der  Projection  des  Radius  vec- 
tors  in  der  o;^ -Ebene  gegen  die  a:-Axe  vorgestellt  und  das  Vorzeichen 
des  letztern  Ausdruckes  der  Drehrichtung  des  q>  entsprechend  genommen, 
80  ist 


folglich 


aq>  = : .  ««, 


^=/Vs«-(H-a/-.»)F» 


1)  9=1-1 ^    '    •"      dl. 

Hienn  kommeu  noch  die  Gleiehnngen 

2)  *  =  /■. 
und 

3)  z^jFdL 

Für  Axencoordinaten  ist  wieder  x^f.costp  und  ys=f.sin(p. 

gtitoohftft  f.  BUtbuMtik  v.  Phjdk,  XXI,  4.  16 
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SSmmtliche   Betrachtungen,   welche  über  die   Curve   der  Nr.  1   an- 
gestellt  wurden,   lassen   sich   auch   hier   in  Anwendung  bringen,   sobald 

statt   des   frühern  P  der  Ausdruck   y^'^  — (l  +  e?/»-) /■  -  genommen   wird. 
Ist   statt   des  Elements   des   z   das  Element  Mal  des  Meridians   ge- 
geben ,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Gleichung  3)  die  andere 


^1 


fVl  +  dfJdz=:jMdt. 


Lässt  man  bei  der  ursprünglichen  Curve  die  Wurzel  der  Gleichung 
1)  einmal  durchweg  positiv,  das  andere  Mal  durchweg  negativ  sein,  so 
erhält  man  zwei  Curven ,  welche  in  denselben  gegenseitigen  Beziehungen 
stehen,  wie  die  Curven  I  und  II  der  Nr.  5.  An  einer  Stelle,  wo 
S*  =  (1 +^/'8*)f'*  ist,  wo  also  die  Curve  den  Meridian  berührt,  kann 
man  ohne  Beeinträchtigung  der  Stetigkeit  das  Vorzeichen  der  Wurzel 
wechseln  lassen  und  dann  durch  gleichzeitigen  umgekehrten  Wechsel 
abermals  zwei  Curven  erhalten,  die  in  denselben  Beziehungen,  wie  I 
und  II  in  Nr.  5  stehen.  In  den  Fällen,  in  welchen  die  Wurzel  an  der 
bezeichneten  Stelle  das  Vorzeichen  behält,  entsteht  dort  ein  Maximum 
oder  Minimum  des  (p-Werthes;  in  den  anderen  Fällen  findet  dies  nicht 
statt ,  jedoch  erhält  die  Curve  in  Bezug  auf  den  Meridian  einen  Wende- 
punkt. —  Sind  durchweg  die  Constanten  der  Integrale  entsprechend 
bestimmt,  so  wird  jede  der  Curven  durch  den  Punkt,  bei  welchem  die 
Wurzel  gleich  Null  wird,  in  zwei  Theile  getheilt,  von  denen  jeder  den 
Meridian  zu  diesem  Punkte  berührt  und  von  denen  diejenigen  Theile, 
welche  zu  den  Curven  mit  unveränderlichen  Vorzeichen  der  Wurzel  ge- 
hören, zugleich  auch  Theile  der  andern  Curve  sind.  —  Sobald  die  Wurzel 
öfter  Null  wird,  kann  man  den  Wechsel  des  Vorzeichens  derselben  auf 
verschiedene  Arten  eintreten  lassen  und  dadurch  gleichviel' verschiedene 
Curven  bekommen ,  die  sich  wieder  paarweise  wie  I  und  II  verhalten 
und  bei  analoger  Bestimmung  der  Constanten  ebenso ,  wie  oben ,  aus  den 
Theilen  der  Curven  zusammengesetzt '  werden  können ,  bei  welchen  die 
Wurzel  ihr  Vorzeichen  behält. 

In  den  obigen  Gleichungen  ist  auch  die  Lösung  der  Aufgabe  ent- 
halten ^  die  Curve  zu  finden,  welche  ein  Punkt  beschreibt,  der  sich  auf 
der  Kotationsfläche  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  S  und  zugleich 
parallel  der  z-Axe  mit  einei^  Geschwindigkeit -F  fortbewegt.  Ueberhaupt 
findet  hier  auch  Nr.  1 1  mit  den  bereits  bezeichneten  Modificationen  An- 
wendung. Bei  gegebenem  M  tritt  an  die  Stelle  der  Geschwindigkeit 
längs  der  2-Axe  die  längs  des  Meridians. 

Nr.  15.  Um  eine  weitere  Anwendung  der  Bemerkungen  der  Nr.  2 
zu  zeigen,  sollen  die  Gleichungen  einer  Curve  der  Rotationsfläche  auf- 
gesucht werden,  bei  welcher  jedes,  irgend  einem  /-  oder  z-Werth  fol- 
gende Element   die   zu    diesem   /-Werth  gehörige  Diagonale  eines  Paral- 
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lelogramms  bildet,  dessen  eine  Seite  das  entsprechende  Element  einer 
gegebenen  Curve  auf  der  Rotationsfläche,  und  dessen  andere  Seite  ein 
bestimmtes  Element  des  Parallel kreises  zu  z  ist.  Man  könnte  das  Ele- 
ment der  Curve  auch  als  die  dritte  Seite  eines  Dreiecks  aus  den  zwei 
znsammenstossenden  Seiten  des  bezeichneten  Parallelogramms  hinstellen. 
Das  Element  des  Parallelkreises  sei,  wie  in  Nr.  1,  durch  Pdi  gegeben 
and  der  positiven  oder  negativen  Drehrichtung  des  tp  entsprechend  zu 
nehmen,  je  nachdem  P  dt  positiv  oder  negativ  ist;  die  gegebene  Linie 
sei    die    der    vorigen    Nummer   und    die   Kotationsfläche   bestimmt  durch 

^  +  y'  =  A*. 

Unter  den  Voraussetzungen,  welche  eben  in  Bezug  auf  das  Vorzeichen 
des  Elements  des  Parallelkreises,  und  welche  in  der  vorigen  Nummer  in 
Bezug  auf  das  Vorzeichen  der  Projection  des  Elements  der  gegebenen  Curve 
auf  den  Parallelkreis  angegeben  wurden,  kann  bemerkt  werden,  dass  die 
Projection  des  Elements  unserer  gesuchten  Curve  auf  den  fraglichen 
Kreis  gleich  der  Summe  der  entsprechenden  Projectionen  von  den  an^. 
deren  Elementen  ist  und  dass  durch  das  Vorzeichen  dieser  Summe  zu- 
gleich die  Drehrichtung  des  Elements  in  Bezug  auf  die  2: y^  Ebene  be- 
stimmt wird.  Da  ausserdem  f  den  Radius  des  erwähnten  Parallelkreises 
voi'Stellt,  so  ist  mit  Berücksichtigung  von  Nr.  14  nacheinander 


oder 


,=/. 


,)  ^  =  1  ^+V^lzL!l±Iflifl,, 


f 

Hierzu  treten  noch 

2)  e  =  A 

3)  z=JFdt. 

Im  Allgemeinen  lässt  sich  wieder  bemerken,  dass  sämmtliche  Bo- 
tracbtungen   über   die    Curve   der   Nr.  1    hier   ebenfalls   Giltigkeit  haben, 

sobald   P  +  ys^  —  ( 1  +  df^^)  F'^  statt  des  dortigen  P  genommen  wird. 

Zu  den  verschiedenen  Entstehungsarten ,  welche  auch  hier  nach  Nr.  1 1 
in  Anwendung  kommen  können,  lassen  sich  mehrere  neue  hinzufügen.  Es 
soll  in  dieser  Beziehung  nur  angegeben  werden ,  dass  die  gefundene  Curve 
durch   einen  Punkt   beschrieben  werden  kann,    der  sich  auf  der  gegebe- 

P 
nen,    mit    einer   Winkelgeschwindigkeit    =—    um   die   2-Axe   gedrehten 

Curve,    den  Gleichungen   derselben    entsprechend  fortbewegt.     Die  näm- 
liche Curve  wird  auch  erhalten,  wenn  die  gegebene  Curve  feststeht  und 

P 
dafür  die  Rotationsfläche  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  =  —  —  um  die 

z  'Axe  rotirt. 

16* 
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LSast  man  ebenso,   wie  in  Nr.  14,    die  Wurzel  an  passender  Stelle  j 

das  Vorzeichen  wechseln,  so  kann  man  zn  denselben  F-,  P-  und  S-Wer^ 
then  verschiedene  Cnrven  erhalten.  In  Bezng  auf  die  Paare  dieser 
Linien,,  bei  welchen  die  Wurzel  an  denselben  Stellen  da«  Vorzeichen 
wechselt,  soll  nur  angegeben  werden,  dass  die  Curve  der  Nr.  1  bei  diesen 
Linien  die  nämliche  Bolle  spielt,  wie  der  Meridian  bei  den  entsprechen- 
den Linien  der  Nr.  14,  und  dass  daher  auch  jedes  Paar  dieser  Linien 
symmetrisch  gegen  die  Curve  der  Nr.  1  liegt.  Es  ist  leicht,  die  Beding- 
ungen anzugeben,  für  welche  diese  Linien  in  die  der  Nr.  1  oder  14  , 
übergehen.  I 

Bei   gegebenem  Fortschreiten  des  Punktes  längs  des  Meridians  tritt  ^ 

wieder  j yT+df?  dz  ^  j M dt  au  die  Stelle  der  Gleichung  3).  * 


fVs*-a+dr,^)F* 


In   den  Gleichungen   der  Curve  bestimmt     I  -^ ^-^ —  dt 

den  g)-Werth  der  gegebenen  Curve.  Ist  nun  durch  ape=a;'j,  y  =  y',, 
z  =  z't  eine  beliebige  Curve  auf  der  Botationsfläche  gegeben,  wo  a?',, 
y't^  z't  beliebige  Function  von  /  vorstellen,  welche  aber  der  Gleichung 
^'  +  ^^  =  A'  Genüge  leisten,  und  soll  mit  dieser  Curve  die  Linie  dieses 
Paragraphen   bestimmt  werden,  so   darf  man   nur  berücksichtigen,   dass 

arctang -7  ebenfalls  den  9-Werth  der  gegebenen  Curve  vorstellt  und  dass 

der  z-Werth  durch  die  Drehung  um  die  Axe  keine  Aenderuug  erleidet. 
Man  erhält  deshalb  in  diesem  Falle  die  Gleichungen 


^'ß 


di  +  arciang -t  ^     P  =  C»>     z^Zt 

X 


Wäre    der  9-Werth   der  gegebenen  Curve  =y't  bekannt,   so   wäre 

q>  =  /  jdt  +  <p\ . 

Durch  die  aufgestellten  Gleichungen  ist  es  nicht  nur  möglich,  jede 
Curve  zu  bestimmen,  die  auf  die  gegebene  Art  erzeugt  gedacht  wird, 
sondern  es  kann  auch,  weil  diese  Gleichungen  jede  Curve  auf  der  Ro- 
tationsfläche bestimmen  können,  rückwärts  geschlossen  werden,  wie  die 
angegebenen  Bewegungen  beschaffen  sein  müssen,  damit  die  daraus  her- 
vorgehende -  Linie  eine  verlangte  wird.  Nimmt  man ,  wie  in  Nr.  8, 
f'xyy^z^^O  als  zweite  Bestimmungsgleichung  der  verlangten  Curve,  so 
müssen  z.  B.  die  aus   x  =  fcosq),  y^s^fsinqt^   z==/t  erhaltenen  Wertfae 

auch  dieser  Gleichung  Genüge  leisten.     Man  erhält  dadurch  für    1  -j^dt^ 

^'#1  y'«»  z't  neben  x*  +  y^  =  f^  noch  eine  zweite  Bedingungsgleichung, 
so  dass  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Grössen  noch  irgend  zwei  Vor- 
aussetzungen  gemacht  werden  können.     Einfacher  gestalten  sich  wieder 
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die  Bedingungen ,  wenn  die  gegebene  Curve  durch  die  windschiefe  Fläche 
9^  =  9?»  mit  bestimmt  wird. 

In  praktischen  Fällen  ist  zwar  bei  der  letztbestimmten  Art  der  Er- 
zeugung einer  verlangten  Linie  die  Führung  des  beschreibenden  Punktes 
eine  complicirtere ,  als  die  in  Nr.  11  längs  der  2-Axe,  jedoch  ist  nicht 
zu  vergessen,  dass  durch  geeignete  Annahme  der  willkürlichen  Voraus- 
setzungen die  Bewegung  des  Punktes  auf  der  Leitcurve  eine  einfache, 
z.  B.  eine  gleichförmige  werden  kann.  Allerdings  setzt  dieses  Verfahren 
durch  die  Hereinziehung  der  Leitcurve  selbst  die  Zeichnung  einer  Curve 
auf  der  Eotationsfläche  voraus ,  aber  in  speciellen  Fällen  kann  letzteres 
möglicherweise  keine  Schwierigkeiten  bereiten. 

Nr.  16.  Wenn  man  sich  den  zeichnenden  Punkt  der  Nr.  11  mit 
einer  Geraden  fest  verbunden  denkt,  welche,  die  z- Axe  senkrecht  schnei- 
dend, in  der  Ebene  des  Meridians  fortbewegt  wird,  der  zu  dem  Anfangs- 
werth  von  9  gehört,  so  schneidet  diese  Gerade  die  sich  vorschriftsgemäss 
drehende  Rotationsfläche  nach  der  dort  bestimmten  Curve.  Diese  Fort- 
bewegung der  Geraden  kann  nun  auch  dadurch  eingeleitet  werden,  dass 
man  sie  an  einer  Curve,  welche  nur  in  der  genannten  Meridianebene 
liegt,  so  fortgleiten  lässt,  dass  sich  der  Schnittpunkt  mit  der  e-Axe  dem 

z=iJFdt  entsprechend  fortbewegt.     Man  kann  als  Leitcurve  der  Geraden 

jede  Linie  dieser  Ebene  nehmen,  die  sich  Über  den  Intervall  z  =  JFdt 

erstreckt,  und  kann  eben  deswegen  wieder  an  diese  Linien  gewisse  For- 
derungen stellen ,  die  sich  z.  B.  auf  die  Fortführung  der  Geraden  an  der 
Curve  beziehen.  So  kann  verlangt  werden ,  die  Gerade  soll  an  der  Curve 
gleichförmig  fortgleiten  und  man  erhält  dann  zur  Bestimmung  der  Curve 

in  der  a:z-Ebene  die  Bedingungen  z  =  /  Fdt  und  }/dxt^-\»'dzt^=  A^  wo 

A  constant  ist.  Dieselben  Bedingungen  blieben,  wenn  A  auch  irgend 
eine  Function  von  ^,  x  oder  z  wird,  wenn  also  die  Geschwindigkeit  auf 
der  Curve  sich  ändert. 

Zu  analogen  Folgerungen  wird  man  geführt,  wenn  in  Nr.  15  statt 
des  an  der  gegebenen  Curve  fortgleitenden  Punktes  wieder  die  Gerade 
genommen  ivird,  welche  durch  den  Punkt  geht  und  die  r-Axe  senkrecht 
schneidet.  Letztere  bleibt  jedoch  in  diesem  Falle  nicht  in  einer  Meridian- 
ebene ,  sondern  sie  beschreibt  eine  windschiefe  Fläche.  Bei  gleichförmi- 
gem Fortschreiten  der  Geraden  an  einer  Curve  der  windschiefen  Fläche 
erhält  man   für  diese  Linie  neben   der  Gleichung   der  Fläche  noch   die 

Bedingungen  dzt=F  und  ydXt^+dy(^+ dzt*=  A,  wo  A.  ^ine  Constante 
vorstellt.  Die  Gleichung  der  windschiefen  Fläche  ist  für  eine  gegebene 
Curve  leicht  zu  bestimmen. 
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Man  sieht  endlich  noch  ein,  dass  die  Gleichungen  der  Nr.  15  auch 
dann  noch  richtig  sind ,  wenn  die  dortigen  x't ,  y't  >  ^\  sich  auf  oine  Curve 
beziehen,  die  nicht  in  der  Rotationsfläche  liegt,  und  wenn  die  Curve  zu 
bestimmen  ist,  nach  welcher  die  bezeichnete,  die  :- Axe  senkrecht  schnei- 
dende Gerade  die  sich  drehende  Rotationsfläche  trifft. 

Nr.  17.  Es  sollen  nun  einige  Beispiele' über  diese  Curven  durch- 
geführt werden.  Der  zeichnende  Punkt  bewege  sich  auf  der  Rotations- 
fläche in  der  Richtung  der  jeweiligen  Parallelkreise  mit  einer  constanten 
Winkelgeschwindigkeit  =  -|-  o)  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Rotationsfläche 
drehe  sich  mit  dem  System  um  die  z-Axe  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit =  — Q>;  die  durch  den  zeichnenden  Punkt  gehende,  die  z-Axe  stets 
senkrecht  schneidende  Gerade  werde  durch  einen  andern  Punkt  geführt, 
der  sich  gleichförmig  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  bewegt,  dessen 
Mittelpunkt  im  Ursprünge  liegt;  es  soll  nun  bestimmt  werden,  welche 
Curve  auf  der  Rotationsfläche  hierdurch  entsteht. 

Um  den  Kreis  und  die  Bewegung  des  Punktes  auf  demselben  zu 
bestimmen,  sei  r  der  Radius,  v'  der  Winkel  der^'-Axe  mit  dem  Radius 
vector  der  Stelle,  an  welcher  der  bewegte  Punkt  durch  die  a;y- Ebene 
und  auf  die  Seite  tritt,  wo  die  +2:-Axe  liegt,  i^  die  Winkel geschwin 
digkeit  des  Punktes  im  Kreise,  6  endlich  der  Winkel  der  Kreisebene  mit 
der  a;y- Ebene  tf;  soll  bei  /  =  /^  gleich  Null  sein,  dort  mit  der  aufstei- 
gen  den  Knotenlinie  zusammenfallen  und  in  der  Richtung  der  Kreis- 
bewegung gezählt  werden.  &  sei  genau  genommen  der  Winkel,  der  an 
der  aufsteigenden  Knoteulinie  von  dem  Tbeile  der  Krciseb^ne  nach  der 
+  ?-Axe  hin  und  von  dem 'i'heile  der  a^-Ebene  gebildet  wird,  welcher 
sich  im  Sinti e  der  positiven   Drehrichtuug  erstreckt. 

Bei  unseren  gegebenen  Stücken  ist  es  möglich,  das  q>t  und  Zt  der 
Nr.  15  sehr  rasch  und  damit  auch  die  Gleichung  der  Curve  zu  erhalten. 
Zunächst  ist  der  Winkel  des  Radius  des  Kreispunktes  mit  der  aufsteigen- 
den Knoteulinie  zur  Zeit/  =t/;(/  —  i')\  die  Projection  dieses  Winkels  auf 
die  xy  -  Ebene  wird  bestimmt  durch  iang  v  =  lang  [i/;  {t  —  /')] .  cos  0,  folglich 
wird  V  =  arctang [lang  (jt\f  [t  —  /')) .  cos 0J  und  es  ist  deshalb  ^^'i  =^  v  +  v.  —  «rc- 

tang  ist  bei  /=»/'  als  Null  anzunehmen.     Berücksichtigen  wir  noch  weiter, 

i 

dass    /  —dt=loafit^=(o{l  —  l)  und  z't  =  r  sin [ij}{t'— t)], sind ^ist^  so  erhal- 

t 
ten  wir  als  Gleichungen  der  Curve 

P  =  /» I      qp  =  w  (/  —  /')  +  v'  4  arctang  [lang  (ip  (t  —  t'j) .  cos  6] , 

:  =  r  sin  [^  (/  —  /')].  sin  0. 

Würden  wir  die  Zeit  dann  zu  zählen  anfangen,  wenn  sich  der  Punkt  im 
aufsteigenden  Knoten  befindet,  ferner  durch  diesen  Punkt  die  +-if-Axe 
legen,  so  würden  die  obigen  Gleichungen  übergehen  in 


1 


;* 
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Für  6  =  90^  erhalten  wir  die  entsprechenden  Resultate  der  Nr.  12; 
für  0  =  0  erhält  man  die  Bewegung  auf  dem  Parallelkreise  der  o:^- Ebene 
und  es  wird  (p  =-  (©  +  '^)t. 

Bei  ungleichförmiger  Bewegung  auf  dem  Parallelkreise  und  ungleich- 
förmiger Drehung   der  Rotationsfläche '  treteii   an   die  Stelle  von  t^(^— ^') 

t  t 

und  a>(/ — f)  bezüglich    1  ip  dl  und    Im  dt. 

Ist   statt   der   Winkelgeschwindigkeit   t/;    die   Geschwindigkeit   v   des 

Punktes   auf  dem  Kreise   gegeben,   so  ist   ^  =  —   oder    /i^(/^  =  —  Ipdt 
zu  setzen. 

Die  Ablenkung  durch  die  Umdrehung  der  Erde. 

Nr.  18.  Auch  in  dem  letzten  Beispiele  kann  man  analog  der  Nr.  13 
die  Geschwindigkeit  auf  dem  Parallelkreise  aus  zwei  Theilen  zusammen- 
gesetzt denken  I  den  einen  Theil  constant  annehmen  und  der  Um- 
drehungsgeschwindigkeit des  Anfangspunktes  entsprechen,  den  andern 
Theil  veränderlich  sein  und  durch  die  Rotation  der  Fläche  hervorbringen 
lassen.  Das  dasflbst  behandelte  Beispiel  liefert  unter  gleichen  Voraus- 
setzungen in  Bezug  auf  p  und  cd  in  dem  jetzigen  Falle  die  Gleichungen 

9  =  /s,     z  =  r  stn  —  .  stfi  (7, 

r 

q>^='P  I  -rdi  —  (o l -{- arctang  1  iatig  —  ,  cosB    ==  —  (/'  /  —  dt  —  /) 


+  arctang 


tang  —  cosd  1. 


Würde  in  dem  letzten  Falle  die  Rotationsfläche  eine  Kugel  sein,  dio 
ihren  Mittelpunkt  im  Ursprünge  hat,  und  der  Kreis,  der  die  zur  z-Axe 
senkrechte  Gerade  leitet,  den  Radius  der  Kugel  erhalten,  endlich  t  = 
24.60.60  werden,  so  gingen  die  Gleichungen  der  Curve  über  in 

Q  =  J^r*— 2*,     z  =  r  sin  —  sin 6, 


r 


m.m  {fyTib. 


— -  ---  —  M  +  nrclang  [  lang  — .  cosQ  1. 


24 -      .a 

sin^  ü 
r 

Diese    Gleichungen   würden,    wenn   wir   die   Erde   als  Kugel    betrachten 
die  Bahn    bestimmen,   welche   ein  Körper  beschreibt,    der  den  Aequator 
unter   dem  Winkel  0   mit  einer  Geschwindigkeit  v  schneidet.     Der  Kör 
per  soll   dabei   die  Umdrehungsgeschwindigkeit   des  Aequators  und,   ab- 
gesehen von  der  Rotation  der  Erde,  auch  die  Geschwindigkeit  t;  auf  den 
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durch  9  bestimmten  grössten  Kreis  festhalten.  Durch  die  Geschwindig- 
keit e  und  ihren  Winkel  9  mit  dem  Aeqnator  wäre  die  Aufgabe  noch 
keine  bestimmte;  sie  wird  es  erst  dadurch,  dass  man  die  ganze  Bahn 
vorschreibt,  welche  der  Körper  ohne  Umdrehung  der  Erde  beschreiben 
würde.  Auf  Grund  des  Beharrungsvermögens  und  der  Wirkung  der 
Schwere  kann  man  diese  Bahn  als  eben  und  durch  den  Mittelpunkt 
gehend  betrachten.  Dass  hier  von  etwa  vorhandenen  Bewegungswider- 
ständen Umgang  genommen  wurde,   ist  selbstverständlich.     Für  0=90^ 


erhalten   wir   den  in  Nr.  13. behandelten  Fall.       / —  rff 

6 


J  j/l^sin*^.sin*\ 


ist  ein  elliptisches  Integral  der  ersten  Gattung. 

Tst  die  Geschwindigkeit  o  keine  sehr  beträchtliche,  so  ist  v  im  Ver- 
gleich zu  r  klein  und  man  kann  bis  zu  nicht  allzugrossen  /-Werthen 
setzen 

/7/1      ^^"^^     -20       /7/1      «''^       2«  ^^^  ^'^  ^ 


wodurch  wird 
2 


hb  [^  • ""'''''  (7 '''  ®)  - ']  +  ^""'^"^  b""^  7  •  '''^} 


24.60.60 

Eine  andere  Nähern ogsformel   wird  mit  den  gewöhnlichen  Hilfsmit- 

1 
teln   der  Analysis  erhalten,    wenn  man  auf  —  —  den  Bi- 


7/  1  —  sin^  —  .  sin^  d 


nomialsatz  anwendet,  statt  5t>z—    die  nach  —   fortschreitende  Reihe  setzt, 

r  r 

vt 
nach  —  ordnet,  quadrirt  und  integrirt.     Man  erhält  dann  bis  zur  fünften 

Potenz  von  t  das  Resultat 

"^^  24.60.60  L^^T+Tiir'  75-  i^stn^S- 4:)j  +  arctang^iangj  .cosBj. 

Der  erste  Theil  von  tp  bestimmt  hier  die  Ablenkung  von  der  ursprüng- 
lichen Richtung,  welche  durch  die  Umdrehung  der  Erde  veranlasst  wird. 
Die  positive  Drehrichtung  des  q>  oder  die  des  p  geht  am  Aequator  von 
Westen  nach  Osten  und  hierfür  ist  der  genannte  Theil  immer  positiv; 
ist  daher  6  spitz,  oder  geht  die  Geschwindigkeit  v  auch  nach  der  Seite 
hin,  so  wird  g>  durch  die  Umdrehung  der  Erde  vermehrt;  im  andern 
Falle  wird  sein  absoluter  Werth  vermindert.  —  Die  Abweichung  auf  dem 
Parallelkreise  würde  sich  in  Längenmass  ergeben,  wenn  man  den  frag- 
lichen Theil  von  g)  mit  dem  Radius  des  Parallelkreises  der  Stelle  mnl* 
tiplicirt.     Letzterer  wird   dadurch  erhalten,   dass  man  für  das  angenom- 
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mene  /,  oder  für  ei^s,  wo  s  den  zurückgelegten  Weg  vermöge  der  Ge- 
schwindigkeit c  bezeichnet,  das  z  berechnet  und  in /=^r^—z*  einsetzt. 

Obwohl  die  obige  Integration  nicht  in  endlicher  Form  ausgeführt 
wurde,  so  lassen  sich  doch  in  Bezug  auf  die  Ablenkung  durch  die  Um- 
drehung der  Erde  einige  allgemein  giltige  Schlüsse  ziehen.  Zunächst  ist 
aus  der  Form  der  integrirten  Reihe  ersichtlich ,  dass  der  Werth  der  Ab- 
lenkung nicht  blos  von  vt  =  8  oder  von  dem  vermöge  der  Geschwindig- 
keit V  zurückgelegten  Wege  abhängig  ist,  sondern  besonders  noch  von  /, 
also  von  der  Zeit,  die  der  Körper  zur  Zurücklegung  des  Weges  braucht. 
Setzt  man  zu  dem  Ende  vt=s$  in  die  Beihe,  so  wird  die  Ablenkung 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  bleibt  für  das  nämliche  s  und  0  stets 
derselbe,  folglich  ist  unter  dieser  Voraussetzung  die  Ablenkung  propor- 
tional dem  t.  Hat  man  deshalb  für  gewisse  s,  6  und  i  die  Ablenkung 
berechnet,  so  kann  sie  für  dieselben  s  und  0,  aber  für  ein  anderes  / 
unmittelbar  gefunden  werden. 

Zu  ähnlichen  Resultaten  wird  man  geführt,  wenn  man  die  Integra- 
tion  nach  t  in   unserem   obigen  Integral  mit  Hilfe  von  z  =  r sin—  . sin B 

iD  eine  solche  nach  z  verwandelt;  man  erhält  dann  für  unsere  Ablenkung 

den  Ausdruck 

z 

n        /     1        /»                     1                         ^         ^         •        ^    \ 
;r"X7;  / 7—h   I ,—  äz arcsvi \, 

0 

Von  diesem  Integral  ezlstirt  natürlich  wieder  keine  geschlossene  Form. 
Denken  wir  uns  dasselbe  mittels  Reihen  bestimmt,  so  erhalten  wir  eine 
solche,  die  nach  z  fortschreitet,  und  es  kann  der  ganze  Ausdruck  gegeben 
werden  durch 

24.60.60'»  •   ' 
wo  T  eine  Function  von  z,  r  und  ö  vorstellt. 

Dieses  T  bleibt  für  dasselbe  r,  6  und  z,  also  bis  zu  demselben  Pa- 
rallelkreis immer  das  nämliche;  es  wird  daher  die  Ablenkung  umgekehrt 
proportional  dem  v^  also  um  so  grösser,  je  langsamer  sich  der  Körper 
unter  sonst  gleichen  Umständen  bis  zu  dem  Parallelkreise  zu  z  bewegt, 
und  umgekehrt.  Mit  Berücksichtigung  dessen,  dass  vt=:s^  ist  das  jetzige 
Resultat  eine  Bestätigung  des  obigen. 

Sollte  bestimmt  werden,   unter  welchem  Winkel  6   der  Körper  bei 

ge^bener  Geschwipdigkeit  v  abgehen  müsste ,  um  trotz  des  Einflusses  der 

Umdrehung  der  Erde  an  eine  bestimmte  Stelle  zu  gelangen ,  so  wären  in 


m 

^ 

j 

♦ 

-:^« 
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den  beiden  Gleichungen  für  z  und  gp  die  letzten  beiden  Grössen  und  r 
gegeben  und  B  gesucht.  Man  hätte  deshalb  aus  den  beiden  Gleichungen 
des  /  zu  eliminiren  und  dann  nach  6  aufzulösen.  Es  ist  klar,  dass  sich 
diese  Aufgabe  wieder  nur  annähernd  lösen  lässt  und  für  arctang  auch 
die  entsprechende  Reihe  zu  setzen  ist 

.  Nr.  19.  Man  kann  die  letzte  Aufgabe  verallgemeinern  und  die  Curve 
zu  bestimmen  suchen,  welche  ein  Körper  beschreibt,  der  auf  der  Kugel 
unter  irgend  einem  Winkel  o  gegen  den  Parallelkreis  des  Ausgangs- 
punktes —  also  unter  dem  Winkel  90  —  «  gegen  den  Meridian  —  mit 
der  unveränderlichen  Geschwindigkeit  v  bewegt  wird  und  trotz  der  Um- 
drehung der  Kugel  auf  dem  grössten  Kreise  zu  bleiben  sucht ,  der  durch 
die  anfängliche  Richtung  des  v  geht. 

Um  hier  theils  die  Bewegung,  theils  die  Lage  des  Coordinaten- 
Systems  genauer  zu  bestimmen,  desgleichen  eine  möglichste  Ueberein- 
Stimmung  mit  den  vorausgegangenen  Betrachtungen  und  eine  leichte  Ver- 
wendbarkeit der  Resultate  für  den  Ort  des  Ausgangspunktes  zu  erzielen, 
werde  festgesetzt,  dass  die  xz  Ebene  durch  den  Ausgangspunkt  gehe, 
die  +2-Axe  mit  v  nach  derselben  Seite  hin  liege  oder,  was  dasselbe  ist, 
die  Projection  von  v  auf  die  2- Axe  die  Richtung  der  +:-A.\e  habe  und 
dass  Winkel  a  spitz  oder  stumpf  zu  nehmen  sei,  je  nachdem  die  Pro- 
jection von  V  auf  die  a:y- Ebene  die  positive  oder  negative  Drehrichtung 
hat.  Für  die  Ausgangsstelle  ist  y=^0;  ihre  geographische  Breite  sei  /?, 
folglich  wird  z=^rsinß  und  /'=  r  cosß.  Ausserdem  werde  daselbst  noch 
/  =  0  angenommen.  Liegt  der  Ausgangspunkt  auf  der  Seite  der  negati- 
ven z-Axe,  so  ist  ß  negativ  zu  nehmen. 

Ganz  entsprechend  dem  Anfange  der  Nr.  18  erhalten  wir  bei  ana- 
loger Bezeichnung  v  =  arctang  iiang —  .  cos  6  ) ,  wo  6  den  Winkel  unserer 
Kreisebene  mit  der  a-y- Ebene  vorstellt.  Alsdann  wird  in  gleicher  Weise 
r  =  r5m( [-jli).si«6.     Das  fi  ist  hier  der  Winkel,  den  der  Radius  des 

Ausgangspunktes  mit  der  aufsteigenden  Knotenlinie  der  Bahn  in  der  xy- 
Ebene  bildet,  und  positiv  oder  negativ  zu  nehmen,  je  nachdem  es  auf 
der  Seite  der  +  oder  der  —  z-Axe  liegt.  6  und  fi  sind  vorerst  noch 
unbekannt  und  müssen  den  gegebenen  Stücken  gemäss  bestimmt  werden. 
6  wird  durch  folgende  Betrachtung  erhalten.  Denkt  man  sich  durch  den 
Anfangspunkt  ein  Loth  L  zur  Ebene  der  Bahn  gelegt,  also  L  senkrecht 
zu  dem  v  und  r  des  Ausgangspunktes,  so  liegt  dieses  L  in  der  Tangen- 
tialebene dieses  Punktes,  weil  ja  diese  auch  zu  r  senkrecht  ist.  In  diese 
Tangentialebene  fallen  ausserdem  noch  v,  dm  und  dp\  d.  h.  die  Ge- 
schwindigkeit,  das  Element  des  Meridians  und  das  de^  Parallelkreise-a  der 
bewussten  Stelle.     Nun    ist  aber  zugleich  drn_Ldp'  und  LJLv^   folglich 


TT 


'•o*«.-^»;! 
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ist  LL  ,dtn=  Ldp\v=:sa,  Nimmt  man  hierzu  noch  eine  Parallele  Z' 
durch  den  Ausgangspunkt  zur  z-Axe,  so  ist  Winkel  Z',  Z  =  0c=dem 
gesuchten  Winkel  unserer  Bahnebene  mit  der  a;y -Ebene;  endlich  ist 
Winkel  dm\  Z^=  dem  Winkel  von  dem  r  des  Ausgangspunktes  mit  der 
a? y- Ebene  =  der  geographischen  Breite  des  Punktes  oder  gleich  ß.  Die 
Linien  Z,  dm'  und  Z'  bilden  demnach  ein  Dreikant  mit  den  Seiten  a,  B 
und  ß.  Dieses  Dreikant  hat  dazu  noch  an  dm  oder  dem  6  gegenüber 
einen  rechten  Winkel,  weil  die  dm\  Z'- Ebene  mit  der  xc- Ebene  und  die 
dm\  Z- Ebene  mit  der  Tangentialebene  zusammenfällt  und  die  Tangen- 
tialebene   auf   der    a?z- Ebene    senkrecht    steht.      Es    findet    sich    daher 


ros  0  =  cosß  .  cos  a  =  cos  a  . 


/r 


2 


/» 


=  6'osa.— .  —  Um  das  ft  zu  erhalten, 

j*  r 

denken   wir  uns   durch   z'  eine  Ebene   senkrecht  zur  Knoten linie  gelegt 

nnd    das  Stück  des  Schnittes  dieser  Ebene  mit  der  Bahnebene  zwischen 

dem   Ausgangspunkte   und    der  Enötenlinie  mit   n   bezeichnet,    dann   ist 

,  z  stnß 

^ ,  also  51«  |ti  = 


stnu  =  —  und  n=^—r- 

r  sm 


r  stn 


e 


=  — r-7v  und 


stn 


e 


nrcstn  --..==  arcstn 
r  stntf 


r  j/i  —  cos^ß  .  cos^ct 


=  arcstn 


sfn  ß 


=  arctnng 


y  1  ^cos^ß.  cos^a 
lang  ß 


stna 


Hat  demnach,  wie  in  Nr.  18,  die  Kugel  noch,  eine  constante  Win- 
kelgeschwindigkeit =  —(0,  oder  hat  bei  feststehender  Kugel  der  auf  un- 
serer Bahn  fortschreitende  Punkt  noch  eine  Geschwindigkeit  +  /"©  in  der 
Richtung  der  Parallelkreise,  so  werden  die  Gleichungen  der  beschriebe- 
nen Curve 

1)  e=/;, 


2) 
3) 


zzrzr sinl hl"*),  sin Ö, 

(p=z  cDt^  arctang  ( lang  —  .  cos  9  j. 


Den    zwei    letzten   Gleichungen    kann    man    noch    nachfolgende  Formen 
geben : 

z 


arcstn  - 


f/r'^—  /"'2  cos^ 


=-  )  .  j/r^ — /"'^  cos^a 


2) 


=  r  .  5t«  —  .  51«  Ö  +  2  .  cos  — 

r  r 


=  r  5f«  I  — 


+  aresin 


sin  ß 


yi-cos^a,cos^ß 
=irystn  — .  cos  a  .cosß  +  cos  —  .  stn  ß  I , 


jyi-cos^a.cos^ß 


^:?a 


i 
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3)    (p  =  0/+  (ifclang    —  .cosa, lang  —  1  =  00/  +  arciang  1  cosa,  cosß,  fang  —  L 

Die  enteren  Formeln  sind  dann  am  Platze,  wenn  das  z\  und  die 
letzteren,  wenn  das  ßj  die  geographische  Breite  des  Ausgangspunktes, 
bekannt  ist. 

Es  hat  nnn  anch  keine  Schwierigkeiten ,  das  g>z  oder  die  Oleichnng 

der  windschiefen  Fläche  zu  finden ,  deren  Schnitt  mit  der  Rotationsfläche 

die  verlangte  Curve  ist.     Aus  der  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich  nämlich 

ff  j  i     \ 

=  —  (  aresin  — 7—5  —  aresin  — tts  ) 

V  \  r  stnu  r  stn  ü/ 

r               z Vf^sin^Q'-z^ -  z  yr^Hn^%^^z^ 
=  —  arctang  — ^ -  •  -  , 

V  zz'+  /(r«m«e- z«)  {r^sin^d  -  z^) 
und  dies  in  die  Gleichung  von  g>  eingesetzt,  giebt 

m  =z  —  arctang  -^ 

^  z  t'+  y{f^  5IW«  e  -  z»)  (r«  «>i«  ö  -  z'^ 

+  arctang  1  cosj3  -^ „  ^  1. 

L         zz'+  y{r^  sin^O  -  2«)  ( r»  sin*9  -  z*)j 

Man  könnte  hieraus  noch  9  und  z'  mit  Hilfe  der  Beziehungen  cosB 
=  cosa  .cosß  und  z'=rsinß  fortschaffen  und  durch  ß  und  a  ersetzen. 
Am  einfachsten  gestaltet  sich  der  Ausdruck  durch  die  Einführung  des  f*; 

hier  wird  «'=  r  sind. sin (i ,  j/r*5^i*F--7*  =  r  sin 9 . cos ft ,  daher 

2  yr*sin*d —  ?'*  —  «'  J^r*5f/i*Ö  —  2*       z  —  tongf  (li  f/r*  st/i*  ö  —  t* 
z z+  y{r^sin*d- z^  (r« sin* d  —  z  *) ""  z  fang  fi  +  /r«5i>t»9  -T«' 

Hier  kann  auch  unmittelbar  ^  =  -  (arrtang  a  I  gesetzt 

den.  Für  z'=  0  oder  fi  =  0  erhalten  wir  die  Gleichung  der  windschiefen 
Fläche  für  die  Curve  der  Nr.  17.  Die  dortigen  Schlussbemerkungen 
können  auch  hierher  übertragen  werden. 

Nr.  20.  Passen  wir  die  gegenwärtigen  Verhältnisse,  ähnlich  wie  es 
in  Nr.  13  und  18  geschehen  ist,  den  Vorgängen  auf  unserer  Erdober- 
fläche an,  wo  ein  Körper  die  Umdrehungsgeschwindigkeit 

''  =  ^'"  =  2ÄMM 
seines  Ausgangspunktes  hat  und  auf  jedem  Parallelkreise  beizubehalten 
sucht,  er  also  auf  dem  Parallelkreise  schon  aus  diesem  Grunde  um  p — /co 
fortschreitet,  so  erhalten  wir  die  Lösung  der  Aufgabe:  Welche  Bahn 
beschreibt  ein  Körper  unter  dem  Einflüsse  der  Umdrehung  der  Erde,  der 
auf  derselben  mit  einer  Geschwindigkeit  1;  unter  irgend  einem  Winkel  a 
mit  dem  von  Westen  nach  Osten  gerichteten  Parallelkreise  der  Anfangs* 
stelle  bewegt  wird? 


wer- 
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Auch  hier  soll,  wie  in  den  entsprechenden  Fällen  der  früheren  Num- 
mern, die  Aufgabe  dadurch  zu  einer  bestimmten  gemacht  werden  i  dass 
wir  aus  den  dort  geltend  gemachten  Gründen  annehmen,  der  Körper 
beschreibe  ohne  Bücksichtnahme  auf  die  Botation  den  durch  v  bestimm- 
ten grössten  Kreis  und  die  parallele  Verschiebung  sei  auf  die  Botations- 
geschwindigkeit ,  welche  der  Körper  von  seinem  Ausgangspunkte  mit* 
bringt,  ohne  weiteren  Einfluss.  Von  den  Widerständen  wird  wieder 
Umgang  genommen.  Die  positive  Drehrichtung  von  OX  nach  OF  gehe 
von  Westen  nach  Osten;  alle  übrigen  Bestimmungen  sollen  der  Nr.  18 
entsprechen.  Die  Gleichung  für  z  bleibt  vollständig  unverändert,  weil 
die  Botationsgeschwindigkeit  darauf  ohne  Einfluss  ist;  desgleichen  die 
Gleichung  der  Botationsfläche.     Es  ist  daher,  wie  in  Nr.  19: 

2)  z  =  r  sinl h  f* )  •  **w^» 

und  dabei  wieder 

z  ,  tangß  a       f  o 

a  =  arcsm  — r-zs  =  arcsin     .    ■  ,      cosü  =  —  cosa  =  cos p  .  cosa. 
r  stnu  stna  r 

Nur  für  ip  erhält  man,  weil 

p — f(o  /*'.  2«  27r  in 


•    4 


CD  = 
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t 


(f-l)  ist: 


^^      ''=20?:6ö(^y'7"')+"''''^4'^7'H- 


0 

In  der  letzten  Gleichung  ist  wegen  der  Kugelgestalt  der  Erde 

i  t  t 

1 

di 

9 
r  \  r    ■  •  / 

0  0  0 


t  t  t 


z 

r 


r    r  1 

rv  sind  /  _  /        z«       /  z* 


dz. 


rv  stn^ 

g 

Dieses  letzte  Integral  wird  für  dieselben  z-Werthe  unter  sonst  gleichen 
Umständen  das  nämliche,  und  deshalb  der  erste  Theil  von  9  oder  die 
Ablenkung  durch  die  Umdrehung  der  Erde  zwischen  denselben  Parallel- 
kreisen umgekehrt  proportional  dem  v,  also  wieder  um  so  grösser,  je 
langsamer  sich  der  Körper  bewegt,  und  umgekehrt. 
Durch  Einsetzen  der  obigen  /-Werthe 

r  /  z  ^'    \ 

/es—  I  arcsin  — r-n  -~  orcsin  — r-n  I  etc. 

V  \  r  stnu  r  smüj 
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in    die  Gleichung   für  q)  erhält  man  unmittelbar  nud  in  ähnlicher  Form, 
wie  in  Nr.  19,  die  Gleichung  der  windschiefen  Fläche  (p^. 

Das   Integral    —  / —  dl    ist   im    Allgemeinen 


r    /^ 1 


sm 


«e 


ein    elliptisches   und   in   geschlossener  Form   nicht  angebbar.      Es  sollen 
deshalb    in    einer    der    in    Nr.   18    entsprechenden    Weise   verschiedene 

Näherungswerthe  für  den  Fall  bestimmt  werden,   dass  —  klein  ist.     Zu 

dem  Ende    entwickeln    wir    sin  ( hl"*),    berücksichtigen ,    dass    sin  fi  = 

siffß  sin a.  cos ß  ,  ,       ,    w  ^  j.  a   . 

9,    cosu  = TTs —  und  f^=rcosp  und  erhalten  auf  diese  Art  statt 
smu 

des  letzten  Integralausdruckes 

1 


1  +  sin^  —  (iong^ß  —  sin^a)  —  sin .  sin  a .  langß 

Setzen   wir  statt   sin-—  und  sin die  Sinusreihe,   so  erhalten  wir  ver- 

7*  r 

mittelst  des  Binomialsatzes  und  wenn  Uifig^ ß -^  sin^ a s=  A  und  sinajnngß 

m 

=  ß  gesetzt  wird ,  für  das  letzte  Integral 

+  TW(4^  +  9^*-48  5*-90^i?2  +  105ß*).^ 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  bis  zur  fünften  Potenz  von  /  gegangen 
werden  soll,  erhält  man  demnach 

3)  .  +p^(4.4  +  9^2-48^2-90^^«+105^).-^ 

+  arclnng  1  iang  —  .  cos  et .  cos  ß  . 

Zu   bemerken   ist   hierbei,   dass   ß  nicht   zu  nahe  an  90^  oder  der  Aus 

gangspunkt  nicht  zu  nahe  an  den  Polen  liegen  darf,  und  dass  —    oder 

r 

das  Verhältniss  des  Weges  auf  dem  vorgeschriebenen  grössten  Kreise  zum 

Radius  der  Erde  nicht  zu  gross  sein  darf. 

Für  13  =  0  wird  «  =  6,  Ac=:  —  sinket  =  — sin* B,  Ä  =  0  und  geht  die 
Formel  in  die  über,  welche  für  die  entsprechende  Bewegung  in  Nr.  18 
erhalten  wurde. 

In  üebereinstimmung  mit  dem  Obigen  ergiebt  sich  zunächst  aus  der 
letzten  Gleichung  für  (p,   dass  die  Aenderung  des  9)-Werthe8  durch  die 
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Erdrotation  für  dieselben  Wertbe  von  vi=^s  proportional  dem  /ist,  und 

—  s 

dass    sie   wieder   bei    gleicben   ^-Werthen   wegen    /  =  —   aucb   umgekehrt 

proportional  dem  v,  also  um  so  grösser  wird,  je  langsamer  sich  der  Kör- 
per bewegt.  Das  Vorzeichen  des  ersten  Gliedes  von  tp  oder  der  bewuss- 
ten  Ablenkung  wird,  da  v  und  t  absolut  zu  nehmen  sind,  durch  das  Vorzeichen 
von  B  bedingt.  Nun  liegt  nach  unseren  Bestimmungen  a  immer  zwischen  0  und 
180^  und  ist  deshalb  sin a  stets  positiv,  daher  wird  B  =  sina,tangß  mit  ß  posi- 
tiv und  negativ.  Befindet  sich  der  Ausgangspunkt  auf  der  nördlichen  Hemi- 
sphäre und  ist  V  nach  Norden  gerichtet,  so  haben  wir  nach  unseren  Be- 
stimmungen z'  und  ß'  positiv  zu  nehmen;  es  wird  dann  B  positiv  und  die 
Ablenkung  macht  sich   im    Sinne    der   positiven   Drehrichtung  öder  von 

Westen  nach  Osten  geltend.  Das  arctang  \  iang  —  ,  cos a  .  cos ß  \  wird  des- 
halb durch  die  Alendrehung  der  Erde  vermehrt,  wenn  a  spitz  oder  cosa 
positiv  ist,  oder  wenn  die  Bewegung  in  nordöstlicher  Bichtung  eingeleitet 
wird;  es  wird  sein  absoluter  Werth  vermindert,  wenn  a  stumpf,  also  cosa 
negativ  ist,  oder  wenn  die  ursprüngliche  Bewegung  in  nordwestlicher 
Richtung  vor  sich  geht.  Ist  v  bei  unserem  Ausgangspunkte  nach  Süden 
gerichtet,  so  ist  z'  und  ß^  negativ  za  nehmen  und  wird  dadurch  B  und 
unsere  Ablenkung  negativ  oder  sie  wirkt  im  Sinne  der  negativen  Drehrich- 
tungy  von  Osten  nach  Westen.   Wird  hierzu  a  spitz  oder  geht  die  Bewegung  e 

nach   Südost,   so    wird   oirclangl  tang --,  cosa ,  cos ß\   positiv   und  dasselbe 

durch  den  negativen  Werth  der  Ablenkung  vermindert,  oder  der  Körper 
geht  weniger  nach  Osten  hin ,  als  ohne  Umdrehung  der  Erde.  Im  Falle 
«  hier  stumpf  ist  und  daher  die  Bewegung  in  südwestlicher  Richtung 
eingeleitet  wird,  ist  unsere  arclang  negativ  und  ihr  absoluter  Werth  wird 
durch  die  Ablenkung  vergrössert  oder  die  Bewegung  wird  westlicher.  Am 
einfachsten  lässt  sich  der  Einfluss  der  Ablenkung  übersehen,  wenn  man 
sich  einen  Beobachter  am  Ausgangspunkte  denkt,  der  seine  vordere  Seite 
der  Richtung  des  v  zuwendet;  die  Ablenkung  findet  dann  nach  der  rech- 
ten Seite  des  Beobachters  statt  Es  hält  nicht  schwer,  diese  Bemerkungen 
auf  den  Fall  zu  übertragen,  wo  der  Ausgangspunkt  auf  der  südlichen 
Hemisphäre  liegt;  hier  macht  sich  in  Bezug  anf  unsern  Beobachter  die 
^  ablenkende  Wirkung  der  Umdrehung  nach  links  geltend.  Sonst  ist  noch 
zu  bemerken,  dass,  weil  in  der  Reihe  nur  sina  vorkommt,  die  Ablenkung 
för  a  nnd  180  — a  dieselbe  bleibt. 

Andere ,  doch  weniger  verlässige  Näherungswerthe  für  die  Ablenkung 
würde  man  erhalten,  wenn  man 


1  +  sin^  —  (tang^ß  —  sin^a)  —  sin  —  ,  sin  a  .  tangß 
T  r 


V 

'^y  1 .  sina  .  tangß -{ j-  {tang^ß  —  sin^a) 
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setzte    und   das   Integral   des   reciproken  Werthes  dieser  Wurzel  in   ge- 
schlossener Form  aufsuchte;  doch  würde  sich  hier  kein  richtiger  Massstab 
fär  den  Grad  der  Annäherung  ergeben. 
Aus  der  Form  des  Integrals  in 

t 

cosß 


sin^i )r  fi^fSin^d 


dt  —  t 


'''^  dt^t. 


Y   1  — («n—  ,sina.cosß  +  cos — sinß) 


0 
wo   im  Nenner  +   zu  nehmen  ist,  wenn  ß  positiv  sein  soll,   und  —  im 
andern  Falle,   ist,  wenn  man  sich  das  Integral  in  die  Differentialsumme 
zerlegt   denkt,   sofort  ersichtlich,   dass  für  dieselbe  geographische  Breite 
mit  nicht  zu  grossem  vt  bei  a  =  0  oder  is  diese  Summe  ein  Minimum  und 

für  a  =  -^    ein  Mazimtim   ist.     Es  ist   daher  auch   im   ersten  Falle  oder 

wenn  die  anfängliche  Bewegung  in  der  Richtung  des  Parallelkreises 
erfolgt,  die  Abweichung  am  kleinsten,  und  im  zweiten  Falle,  wo  die 
anfängliche  Bewegung  in  der  Richtung  des  Meridians  stattfindet,  am 
grössten.  Auch  das  ist  noch  unmittelbar  ersichtlich,  dass  für  den  Fall 
des  negativen  /?,  oder  der  Bewegung  nach  Süden  in  unseren  Gegen- 
den, das  Maximum  zwischen  denselben  Parallelkreisen  und  damit  die 
Abweichung  nicht  so  beträchtlich  ist,  als  für  das  positive  ß  oder  fär  die 
Bewegung  nach  Norden.  Aehnliches  gilt  auch  für  die  Abweichungen  bei 
südlicher  und  nördlicher  Bewegung  für  die  anderen  Werthe  des  a.  Gleiche 
Resultate  für  nicht  zu  grosse  Strecken  ergiebt  die  Annäherungsgleichung 
für  9>.  Letztere  lässt  ausserdem  noch  ersehen ,  dass  unter  sonst  gleichen 
Umständen  die  Ablenkung  um  so  grösser  wird,  je  grösser  ß  ist,  d.  h.  je 
näher  der  Ausgangspunkt  dem  Pole  liegt. 

Die  oben  aus  den  Formeln  bestimmten  Ablenkungsrichtuugen  stim- 
men mit  dem  Drehungsgesetz  der  Winde  überein.  Auch  die  übrigen 
Resultate  können  mit  dem  Verhalten  der  Winde  in  Zusammenhang  ge- 
bracht werden.  Ein  schwächerer  Wind  würde  nach  denselben  auf  gleicher 
Strecke  eine  grössere  Ablenkung  erfahren,  als  ein  stärkerer.  Entsteht 
irgendwo  eine  Luftverdünnung,  strömt  die  Luft  von  dem  Nachbarorte  zu, 
der  den  höchsten  Barometerstand  hat,  und  rückt  sie  wegen  dieses  Ab- 
flusses mehr  und  mehr  von  entfernteren  Stellen  nach,  so  muss  sich  im 
Allgemeinen  am  ursprünglichen  Orte  die  Richtung  des  Windes  im  Sinne 
des  Drehungsgesetzes  ändern,  weil  die  später  ankommenden  Luftschich- 
ten einen  grossem  Weg  zurückzulegen  haben  und  dadurch  eine  stärkere 


to 
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Ablenkung  erfahren.  Rückt  der  Ersatz  von  Osten  oder  Westen  her,  so 
wird  die  Aenderung  der  Richtung  am  langsamsten,  kommt  er  von  Nor- 
den oder  Süden,  am  schnellsten  erfolgen.  West-  und  Ostwind  werden 
also  am  längsten,  Nord-  und  Südwind  am  kürzesten  ihre  Richtung  bei- 
behalten. Endlich  findet  noch  der  Umschlag  der  Richtung  auf  der  nörd- 
liehen  Erdhälfte  schneller  bei  der  Bewegung  nach  Norden  statt,  als  bei 
der  Bewegung  nach  Süden,  in  höheren  Breiten  eher  als  in  niederen. 

Nr.  21.     Betrachten  wir  zuerst  den  Fall  weiter,  in  dem   a  =  0  oder 

180^  ist,  also  die  anföngliche  Bewegung  in  der  Richtung  des  Farallelkreises 

stattfindet.     Unser  Integral  geht  hier  über  in 

t  t 

cosß  ,  /»  1 


und  kann  wieder  nicht  in  geschlossener  Form  bestimmt  werden.  In  der 
Reihe  der  Nr.  20  wird  für  diesen  Fall  A  =  lang^ß,  ^  =  0,  so  dass  man 
erhält 


+  arctang    lang  —  . cosß   . 


Durch    Vergleichung    mit    der   Nr.  18    und    der   dortigen    Reihe    für 

1 

ergiebt    sich,    dass    beide   Resultate   in    einander 


r 


übergehen  müssen,  wenn  tang^ß  =  —  sin^d  gesetzt  wird.  Die  Resultate 
müssen  in  der  That  aus  dem  Grunde  eine  gewisse  Uebereinstimmung 
zeigen,  weil  unser  jetziger  specieller  Fall  auch  der  der  Nr.  18  ist  und 
nur .  die  Ausgangspunkte  und  die  Lagen  der  Coordinatensysteme  in  bei- 
den Fällen  verschieden  sin'd.  Es  überrascht  auf  den  ersten  Anblick,  dass 
in  unserem  jetzigen  Falle  überhaupt  eine  Ablenkung  vorhanden  ist,  doch 
liegt  der  Grund  für  letztere  darin,  dass  der  Punkt  sich  ohne  Einfluss 
der  Erdrotation  nicht  auf  dem  Parallelkreise,  sondern  auf  dem  grössten 
Kreise  der  Erde  bewegen  würde,  welcher  durch  die  anfängliche  Ge- 
schwindigkeit geht. 

Die  Ablenkung  ist  unter  unseren  Voraussetzungen ,  wo  das  erste  Glied 
der  Reihe  über  das  Vorzeichen  entscheidet,  negativ  oder  wirkt  im  Sinne  von 
Osten  nach  Westen;  sie  wirkt  also  ebenso,  wie  wenn  der  Körper  bei  uns 
nach  Süden  bewegt  würde.  Dies  ist  insofern  erklärlich,  als  der  Körper  im 
lächsten  Moment  nach  dem  Beginne  der  Bewegung  den  Tarallelkreis  ver- 
"•jst  und  sich  auf  seinem  grö8st(»n  Kreise  nach  Süden  wendet     Abgesehen 
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n 


"■^    ^^^^^.^^^'^^y^^^^y^^^y   •>»x^l«.*^/'-''^^•J">^L>■»'^.'^^^'~'^■'^''^^•^■"^^^■■'*•'^■"-'"-' 


von   —   sind  die  nachfolgenden.  Glieder  der  Reihe  von  am  so  grösserem 

Einflnss,  je  grösser  /?,  die  geographische  Breite  des  Ausgangspunktes  ist. 
Im  Uebrigeu  kann  selbst  bis  j5=70^  und  t?/=  100000"  nahezu 

^  =  24  60.60  •  *  '''"^  /^  •  TT  +  ^'•^^«''fl'  [^"''^  7  •  ^^'^ /^ J 

gesetzt  werden,  und  kann  man  mit  einem  entsprechenden  Grade  der  An- 
näherung noch  setzen 

[vi  "y      vi  (  »*(*\ 

lang  —  .  cos  /5=— .co5j3(l  +  J.  —^  \  sin^ß. 

IL 

Nr.  22.    In  dem  Falle,  wo  o  =  — ,    also   die   anfängliche  Bewegung 

in  der  Richtung  des  Meridians  stattfindet,  wird  unser  Integral 

cosß 


7+^) 


dt, 


daher  in  geschlossener  Form  bestimmbar.     Man  erhält  hier 

^^      "= 24-60:60 1 -;;r ^"^ — r«    ß    .n"^ 

arctang l  tang — ,  cosß. cos a\  fällt  hier  ganz  weg.  Für  die  Bewegung  süd- 
wärts ist  in  unseren  Breiten  ß  negativ  zu  nehmen.  Multiplicirt  man  das 
g>  mit  r  cos ( h  ß)  y  d.  h.  mit  dem  Radius  des  Parallelkreises  der  Stelle 

zu  t^  so  erhält  man  den  Abstand  und  die  Ablenkung  des  bewegten  Punk> 
tes  vom  anfänglichen  Meridian,  und  zwar  auf  den  entsprechenden  Paral- 
lelkreisen und  in  Längeneinheiten  gemessen. 

Unsere  Reihe  für  tp  geht  in  diesem  Falle  über  in 

+  ^iangß(b  +  6.tang^ß).--^  .,.J; 

sie  kann  natürlich  auch  unmittelbar  aus  dem  geschlossenen  Integral  her- 
geleitet werden. 

Setzt  man  c<«  100000"^,  /3  =  70^  so  liefert  der  obere  Klammern- 
ausdruck  des  g>  den  Werth  0,022263,  und  die  zwei  ersten  Glieder  der 
Reihe  des  letzten  Ausdruckes  für  (p  liefern  0,022240598.  Für  ^  =  — 70^ 
also  für  die  Bewegung  nach  Süden,  wird  der  erstere  Werth  =  —  0,020939 
und  der  andere  =  —  0,02091668.  Man  sieht  hieraus,  dass  bis  zur  vierten 
Decimalstelle  eine  vollständige  Uebereinstimmung  der  beiderseitigen' Werthe 
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stattfindet«  Diese  UebereinstimmuDg  muss  noch  grösser  werden,  wenn 
p/<  100000°»  und  /3<70^  ist,  weil  in  diesem  Falle  die  Reihe  mehr 
convergirt.  Wir  können  nach  diesen  Beispielen  mit  einem  beträchtlichen 
Grade  der  Annäherung  für  diese  Fälle  setzen 

2nt 

9>  = 


/  vi  v^fi\ 


24.60.60 

Dieser  Ausdruck  ist  nicht  nur  für  weitere  Schlussfolgerungon  innerhalb 
der  gegebenen  Grenzen,  sondern  auch  für  numerische  Bestimmungen  dem 
Ausdrucke  mit  dem  geschlossenen  Integral  entschieden  vorzuziehen.  Die 
logarithmischen  Tabellen  behalten  nämlich  für  den  letztgenannten  Aus- 
druck selbst   bei   yerhältnissmässig   kleinen  Werthen   von   v(  noch  einen 

/n       ß\ 
grossen  Grad   der  Genauigkeit,    während  in  diesen  Fällen   ^^^9\~7  ^"^ ) 

und  lang (-T-  —  ö —  n~)  ^o  nahe  Hegen ,  dass  die  Tabellen  keine  genauen 

Differenzen  mehr  ergeben  und  kleine  Unterschiede  in  den  Werthen  der 
Logarithmen  —  und  zwar  bei  demselben  vi  —  das  Gesammtresultat  um 
Beti-ächtliches  ändern.     Beispielsweise  soll  hier  nur  erwähnt  werden ,  dass 

bei   »^=1-000"  oder  ^  =  17;^,  =  16,2"  und  /3  =  70<>  der  fragliche  Aus- 

2  r      40000 

druck  mit  Benutzung  der  siebenstelligen  Logarithmen  =  0,001401  wird, 
und  dass  er,  wenn  zur  Annäherung  16,2"=  16'  gesetzt  werden,  --0,9881755 
liefert.  Umgekehrt  verhält  sich  natürlich  die  Sache,  wenn  grosse  Werthe 
von  t>l  in  Betracht  kommen.  Ausserdem  lässt  der  Näherungswerth  wie- 
der alle  die  hierher  gehörigen  Bemerkungen  erkennen,  welche  am  Schlüsse 
der  Nr.  20  im  Allgemeinen  ausgesprochen  wurden. 

Weil  unser  jetziger  Fall  im  Allgemeinen  eine  geschlossene  Integra- 
lion zulässt  und  insofern  von  allgemeiner  Bedeutung  ist,  als  die  Ent- 
stehung der  Winde  vorwiegend  in  der  Richtung  von  Norden  nach  Süden 
und  umgekehrt  stattfindet,  indem  in  dieser  Richtung  im  Allgemeinen  die 
grössteu  Temperaturdifierenzen  herrschen,  so  wollen  wir  denselben  noch 
etwas  weiter  verfolgen.     Die  drei  Gleichungen  der  Curve  sind: 

\ 


1) 

2) 


3) 


2nl 


<P  = 


r  cosß 


lang 


24.60.601     vt 


Log 


(f-l) 


fn       ß       vl\ 
'"''H4-"2~2;J 


- 1 


Wollten  wir  bestimmen ,  bis  zu  welcher  Zeit  der  Körper  bei  gegebe- 
nem V  und  ß  unter  dem  li^influsse  der  Erddrehung  einen  Umlauf  voll- 
endet, 80  hätten  wir  in  der  Gleichung  3)  q)=2n  zu  setzen  und  nach  / 

17» 


• 
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^,^^.^^/%^^,^^y*^^^  ' 


aufzulösen.     Dies  kann  nun  nicht  ausgeführt  werden,   ebenso  wenig  die 

Aufgabe,  bis  zu  welcher  Zeit  ein  gewisser  Meridian  überhaupt  von  dem 

Körper   erreicht  wird.      Dagegen    lässt   eich  aus  der  Gleichung  2)  sofort 

bestimmen,    wann   der   Körper   an   einem   bestimmten   Parallelkreise   an> 

vt 
kommt :   man  darf  nur    — [-  ß  gleich  der  geographischen  Breite  des  Pa- 

r 

rallels  setzen  und  nach  t  auflösen. 

Ist  zu  bestimmen,  unter  welchem  Winkel  der  Körper  den  Parallel- 
kreis bis  zu  einem  gewissen  z-Werthe  schneidet,  so  erhält  man  zu  dem 
Ende  . 

Bei  der  Kugel  ist 


""'  (7  +  ^) 


2«        /       cosß 


^9"  =  24 


In        /       cosp  \ 


daher 

24.60.60.» 


tangd  = 


2rn(^cosß''COs(ß  +  ^'^j\ 


Auch  die  Geschwindigkeit  ist  bestimmbar,  mit  welcher  der  Körper  irgend 
einen  Paralielkreis  durchschneidet.     Diese  Geschwindigkeit  ist  nämlich 


Bei  der  Kugel  findet  sich  dieser  Werth  entsprechend  dem  Vorausgegan- 

Hat  man  d  schon  voraus  bestimmt,  so  ergiebt  sich 

^      dm  yT+öf^K  dzt  ^    r> 

dt,  sin 8  sinö  sind' 

Letzteres  Resultat  kann  unmittelbar  erhalten  werden,  wenn  man 
erwägt,  dass  die  Umdrehung  der  Erde  yicht  im  Stande  ist,  dem  Körper 
eine  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  des  Meridians  zu  ertheilen,  dass 
diese   Geschwindigkeit  deshalb   stets  =^v  bleibt  und   die  wirkliche   Ge- 

,  schwindigkeit  daher  ^=—:—z  werden  muss.     Ebenso  ergiebt  sich  die  erste 

sino 

Formel   für  c  unmittelbar  daraus,    dass   das  c  sich  zusammensetzt  aus  v 

und    dem  Ueberschusse    der   Rotationsgeschwindigkeiten   der   Stellen    zu 

\-  ß  und  ß. 

r 
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*^^.^^^  .*■  ^^^  .^•^«^•'i^^.^*^*^^/' 


Wird  ß  negativ  genommen ,  so  erbält  man  die  Gleichungen  der  Curve 

ftir    die   Bewegung   gegen    den   Aequator  hin.      Letzterer  wird   erreicht, 

t)t  rß 

wenn  c  =  0,  also       — /3  =  0  oder  t  =  -^  ißt.     Man  erh&lt  ftir  diese  Stelle 

r  t) 

^  =  r,     c,z  =  0,     ,>=.^^^!^^(cosßLoglang(^  +  ^)^ß), 

^      ,         ».24.60.60  V 

2r7t{cosß—'l)  stnö 

lang 8  ist  hier  negativ,  ö  demnach  stumpf,  oder  c  geht  nach  Südwesten  hin. 

vt  2ßr 

Wächst  /  so,  dass ß  =  ß^   also   (=  -^-—  wird ,  so  ist 

r  V 

2.,       /  ""(l  +  i)  \ 

lang  ö  =  co  oder  d  =  90  ^,     c  =  », 

-^"^  Tic ß\  =  ""'^  V 4  +  2  i   ^°'ß*  """"^ 

'«"H4-2J 

^  =  24.60'. 60..  G"^^^°^^""^(f  +  I)-^)' 

d.  h.  <p  doppelt  so  gross  als  bis  zum  Aequatorschnitt.     Nach  diesen  Re- 

vl 
snltaten    und  weil  lang 6   für   — >/3   abnimmt,   muss   die   Richtung  des 

Körpers    nach    dem   Passiren    des   Aequators   sich   der  Meridian richtung 

wieder  nähern  und  dann  mit  ihr  zusammenfallen,  wenn  der  Parallelkreis 

erreicht  ist,    der  auf  der  andern  Seite- des  Aequators  liegt  und  mit  dem 

Anfangsparallel   übereinstimmt.      Da  für  diese  Stelle  d(pt  =  0  ist,   so  hat 

hier    (p  ein   Minimum   oder   Maximum;    aus   dem   leicht  zu   ermittelnden 

2ßr 
d^ipti  sowie  aus  der  Natur  der  Sache  ergiebt  sich,  dass  für  /  = Er- 

steres  stattfindet.  Von  dieser  Stelle  an  wendet  sich  der  Körper  wieder 
östlicher  und  hält  gegen  den  Südpol  hin  eine  Bewegung  ein ,  die  auf  der 
andern  Hemisphäre  der  entspricht,  welche  der  Körper  annimmt,  wenn  er 
bei  uns  mit  der  Geschwindigkeit  v  nach  dem  Nordpole  bewegt  wird.  Dass 
die  ^Bewegung  von  unserem  Standpunkte  aus  nach  Norden  in  nordöstlicher 
und  nach  Süden  zuerst  in  südwestlicher  Richtung  stattfindet,  wurde  bereits 
im  Allgemeinen  ermittelt.  Nimmt  man,  ähnlich  wie  bei  den  Windrich- 
tungen ,  die  Bezeichnung  von  der  Himmelsrichtung  her,  von  welcher  der 
Körper  anrückt,  so  ist  die  erste  Bewegung  eine  von  Südwesten  und  die 
andere  eine  von  Nordosten  herkommende. 
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Um  auf  einige  Zahlenbeispiele  überzugehen ,  setzen  wir  voraus,  dass 
i;2=10™,   /3  =  50^  sei;   dann  ergiebt  sich  fiir  t  bei  je  1^  Breiten differenz 

-+50^=51^  --.50^=-49^  also  r  stets  = -.r^  =  3  Std.  5  Min. 
r  r  V    180 

11^  See.  Für  5^  10^  Breitendifferenz  erhält  man  die  fünf-  oder  zehn- 
fache Zeit.  Der  Aeqnator  wird  erreicht  in  6  Tag.  10  Std.  19^  Min.^ 
der  südliche  Parallel  von  50^  in  der  doppelten  Zeit. 

Bei  der  Bewegung  nach  Norden  findet  sich  für  die  Breiten  von  55 ^ 
60«  das  q)  bezüglich  =13,28^  und  59,37^.  Von  Mainz  aus  gerechnet, 
würde  der  Weg  über  Königsberg,  Tilsit  und  den  nördlichen  Theil  des 
Uralgebirges  gehen.  Bei  der  Bewegung  nach  Süden  erhielte  man  für  die 
Breiten  von  45®  und  40^  die  g?-Werthe  —11,003*^  und  —  40,5^  also 
wird  der  Weg  von  Mainz  etwas  nordwärts  von  Bordeaux  und  gegen  die 
Insel  Flores  hinführen.  Der  Aequator  wird  erreicht  bei  <p  =  — 591,554**, 
also  nach  einem  vollständigen  Umlauf  noch  231,5®  westlich  von  dem 
Meridian  zu  Mainz,  oder  205,5®  westlich  von  Ferro,  mithin  nördlich 
von  Neu -Guinea.  Die  südliche  Richtung  stellt  sich  wieder  ein  bei 
—  2.591,554®  =  — 1183,108®,  oder  nach  drei  Umläufen  und  bei  dem  Me- 
ridian  +77,1®  westlich  von  dem  zu  Ferro,  also  ungefähr  20®  westlich  vom 
Golf  von  Trinidad  in  Patagonien.  Von  dort  ist  die  Bewegung  nach  dem 
Südpol  analog  beschaffen ,  geht  jedoch  in  südöstlicher  Richtung  vor  sich, 
wie  bi'i  uns  nordöstlich  nach  dem  Nordpol.  —  Die  Winkel  ö  mit  den  ent- 
sprechenden, nach  Osten  gerichteten  Parallelkreisen  sind  für  die  Breiten 
von  55®  und  60®  bezüglich  17®  19' 57"  und  8®  36' 7"  oder  die  Bewegung 
findet  bald  fast  in  östlicher  Richtung  statt,  für  die  Breiten  45®,  40®,  0®  be- 
züglich 161®  26' 12",  170®  3' 37"  und  176®  32' 23",  oder  die  Bewegung 
geht  bald  in  eine  fast  westliche  oder  von  Osten  herkommende  über.  Es 
darf  hier  nicht  überraschen,  dass  der  Winkel  von  90®  rasch  so  grosse 
Aenderungen  erleidet;  der  Ueberschuss  oder  das  Zurückbleiben  der  Um- 
drehungsgeschwindigkeit für  die  nachfolgenden  Stellen  der  ßrde  ist  in 
Bezug  auf  die  Geschwindigkeit  von  10™  bald  so  bedeutend,  dass  die 
Richtung  der  letzteren  sehr  schnell  beträchtlich  abgeändert  wird.  Rein 
östlich   oder  westlich  würde  die  Bewegung  erst  am  Pol  werden  können, 

weil  nur  hier  dzt=v  cosl-^ +ß]  gleich  Null  wird. 

Endlich  erhält  man  für  die  Geschwindigkeiten  an  den  Stellen  zu  55^' 
und  60®  33,58995»°  und  66,85882°»;  für  die  an  den  Stellen  zu  45®, 
40®,  0®  entsprechend  31,4117«°,  57,93341"'  und  165,686°».  Diese 
Geschwindigkeit  nimmt  auf  der  südlichen  Hemisphäre  in  analoger  Weise 

ab   und   wird    bei   50®   südlicher  Breite   wieder    10™.      Aus    c  =  -r—z  ist 

sind 

dazu  sofort  ersichtlich,  dass  c  bei  ^  =  90®  ein  Minimum  ist  und  dass  es 

immer  dasselbe  wird,  so  oft  ö  denselben  oder  den  Supplementswerth  erhält. 
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Die  Abweichung  in  Längenmass  wird  erhalten,  wenn  man  den 
g>-Werth  mit  dem  zugehörigen  f  mnltiplicirt. 

Statt  des  obigen  Körpers  kann  man  sich  wieder  eine  bewegte  Luft. 
Schicht  denken.  Ist  hier  auch  der  Widerstand  ein  sehr  beträchtlicher 
und  treten  auch  noch  andere  Einflüsse  auf,  die  wir  in  unserer  Formel 
nicht  berücksichtigten,  so  ist  doch  aus  unseren  Ergebnissen  zu  ersehen, 
wie  rasch  unter  Umständen  die  Richtung  des  Windes  durch  die  Um- 
drehung der  Erde  verändert  wird  und  wie  durch  den  Zuwachs  von  Ge- 
schwindigkeit von  dieser  Seite  her  etwaige  Verluste,  die  durch  die  vor- 
handenen Widerstände  entstehen,  nicht  blos  gedeckt,  sondern  sogar  Über- 
troffen werden  können  und  wie  daher  eine  factische  Vermehrung  der 
Geschwindigkeit  eintreten  muss. 

Die  oben  berührte  Bewegung  auf  der  südlichen  Hemisphäre,  wo  sich 
an  der  Stelle  der  zweiten  Nordrichtung  die  Bewegung  vom  Aequator  her 
und  gegen  den  Pol  hin  unmittelbar  aneinander  anschliessen ,  lässt  ver- 
muthen,  dass  auch  für  unsere  Gegenden  die  Bahnen  der  Bewegungen 
nach  Süden  und  Norden  miteinander  in  Verbindung  gebracht  werden 
können.  Wir  lassen  zu  dem  Ende  auch  negative  Werthe  von  /  in  den 
Gleichungen  für  r  und  qp  zu.  Man  erhält  dann  bei  der  Bewegung  nach 
Norden  für  diese  t  Werthe  die  Gleichungen  —  t  ist  dann  nur  absolut  zu 
nehmen   — 

\        "'"4-4-2+2;; 

Durch  Vergleichung  dieser  Werthe  mit  den  Werthen  der  Bewegung  nach 
Süden,  oder  mit 


z 


.   {vi       A  2n       Ircosß  ^ 


'"'(f+M^) 


—  / 


(n       ß\                  1 
und  in  Berücksichtigung  dessen,  dass  ^^^^9\'t^~^)=^ 7 -ö~    ©tc. 

•    ""'ni+2) 

ist,  dass  z  in  beiden  Fällen  wegen  der  entgegengesetzten  Lage  der  2-Axe 
für  dieselben  Parallelkreise  entgegengesetzte  Vorzeichen  erhält,  ergiebt 
sich,  dass  man.  im  ersten  Falle  für  jeden  negativen  Werth  von  l  oder 
für  jeden  beliebigen  Parallelkreis  den  gleichen  und  entgegengesetzten 
9> -Werth  erhält,  als  im  zweiten  Falle  für  den  entsprechenden  positiven 
/-Werth  oder  für  den  gleichen  Parallelkreis.  Die  Curve  der  Bewegung 
nach  Norden  für  die  negativen  /-Werthe  liegt  daher  mit  der  Curve  der 
Bewegung  nach  Süden  für  die  positiven  /-Werthe  symmetrisch  gegen  den 
Meridian    zu    /  =  0.      Die  Geschwindigkeit  c   und   der  Winkel   d   dieser 


p^f^-vJwJr,, 
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U'.l 


Geschwindigkeit  mit  dem /Farallelkreise  sind  entsprechend  einander  gleich 
nnd  es  findet  nur  die  Bewegung  in  beiden  Fällen  in  entgegengesetzter 
Richtung  statt.  Während  also  die  Bewegung  nach  Norden  für  die  posi- 
tiven ^-Werthe  in  nordöstlicher  Richtung  mit  wachsender  Geschwindigkeit 
weiter  geht,  kommt  sie  für  die  negativen  /-Werthe  von  südöstlicher  Rich- 
tung her  und  nimmt  ihre  Geschwindigkeit  ab.  Aehnlich  giebt  die  Gleich- 
ung für  die  Bewegung  nach  Süden  in  Bezug  auf  q)  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Werthe  von  denen  der  Bewegung  nach  Norden ,  erstere  für  nega- 
tive und  letztere  für  positive  ^-Werthe  genommen ,  so  dass  auch  hier  eine 
symmetrische  Lage  der  zwei  Curven  gegen  den  Meridian  zu  /  =  0  vor" 
banden  ist.  Die  für  positive  f- Werthe  stets  schneller  nach  Südwesten 
gehende  Bewegung  kommt  hier  von  Nordwesten  her  und  wird  langsamer. 
Auf  diese  Art  erhält  man  überhaupt  zwei  Bahnen ,  die  symmetrisch  gegen 
den  Meridian  zu  /=0  liegen  und  bei  welchen  die  Punkte  zu  den  posi- 
tiven (-Werthen  der  einen  mit  den  Punkten  zu  den  absolut  gleichen,  aber 
negativen  /-Werthen  der  andern  Bahn  auf  den  gleichen  Parallelkreisen  liegen. 

Durch  die  zulässige  Verwendung  der  obigen  Zahl enresul täte  erhielten 
wir  sofort,  dass  der  von  Mainz  über  Tilsit  etc.  weitergehende  Körper  von 
Peterwardein  und  Baku,  und  dass  der  südwärts  gehende  Körper,  welcher 
Bordeaux  berührt,  von  der  Südspitze  von  Grönland  und  dem  Nordcaual 
der  irischen  See  herkommen  müsste.  Alle  übrigen  Schlüsse  sind  nach 
den  obigen  Bemerkungen  leicht  auf  die  neuen  Zweige  der  Curve  zu  über- 
tragen. 

Es  hält  nun  nicht  schwer,  die  Curve  eines  Körpers  für  den  Fall  zu 
bestimmen,  dass  derselbe  an  einer  bestimmten  Stelle  der  Erdoberfläche 
in  einer  beliebigen  tangentiellen  Richtung  mit  einer  gewissen  Geschwin 
digkeit  ankommt  und  sich  überhaupt  nach  unseren  jetzigen  Gesetzen 
bewegt.  Aus  vssc.sindy  wo  c  und  ä  als  gegebene  Grössen  anzunehmen 
sind,  ergiebt  sich  die  Geschwindigkeit  n  in  der  Richtung  des  .Meridians. 
"Liegt   V  etwa   nach  Norden    hin   und  ist  /3'  die  geographische  Breite  des 

vi 
Beobachtungsortes,    so  hat  man  jSH —  =  jS'  zu  setzen  und  es  kann  folg- 
lich aus   iarigd  =  ^ 'z — —-- rr  das  ß,  d.  h.  die  creosraphische  Breite 

des  Ortes  ermittelt  werden,  wo  der  Körper  sich  nur  nach  Norden  bewegt 

vt        , 
und  gewissermassen  die  Bewegung  entstanden  ist.     /?  +      =  jS'  giebt  die 

r 

Zeit  ^,  die  verflossen  ist,  bis  der  Körper  von  der  Ursprungsstelle  nach 
dem  Beobachtungsorte  gelangte.  Durch  Einsetzen  des  gefundenen  <-,  ß- 
und  r-Werthes  in  die  Gleichung  für  tp  erhält  man  auch  die  geographische 
Länge  der  ürsprungsstelle.  In  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  durch  Sub- 
stitution der  gefundenen  v-  und  j? -Werthe  in  die  Gleichungen  für  z  und 
q>  die  Gleichungen  der  Bewegungscurve  überhaupt,  und  ist  dabei  nur  zu 


i^KK«*' 
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beachten,  dass  dann  das  i  von  dem  Moment  an  gerechnet  wird,  in  dem 
die  Bcrw'egnng  eine  rein  nördliche  war. 

Aach  für  die  letzten  Resultate  wollen  wir  ein  Zahlenbeispiel  angeben. 
An  einem  Orte  in  der  Nähe  von  Bern,  dessen  nördliche  Breite  47®  und 
östliche  Länge  25®  ist,  wehe  ein  Stidwestwind,  welcher  mit  der  Ostrich- 
tung des  Parallelkreises  einen  Winkel  von  30®  bildet,  eine  Geschwindig- 
keit von  20°^  hat  und  bei  seinem  Fortschreiten  unseren  Bedingungen 
entspricht ;  dann  erhalten  wir,  weil  in  dem  Falle  c  =  20,  /5'=  47®,  6  =  30® 
ist,  nach  dem  Obigen  für  die  anföngliche,  nach  Norden  gerichtete  Ge- 
schwindigkeit V  desselben  10™,  ftir  die  geographische  Breite  ß'  der  Ur- 
sprungsstelle  43®  59' 39'',  für  die  Zeit  /,  welche  der  Wind  bis  zu  dem 
genannten  Orte  braucht,  9  St.  16  Min.  38  See,  und  endlich  für  den 
<)p-Werth  dieses  Ortes,  wenn  von  der  Ursprungsstelle  an  gerechnet  wird, 
=  3,72®.  Die  letztgenannte  Stelle  liegt  demnach  3,72®  westlicher  als 
unser  gegebener  Ort,  oder  unter  22,28®  westlicher  Länge  und  ungefähr 
44®  nördlicher  Breite ,  mithin  zwischen  Nimes  und  Avignon.  Wollte  man 
untersuchen,  ob  irgend  ein  anderer  Ort  auch  von  diesem  bestimmten 
Winde   berührt   wird,    ohne  gerade  die  ganze  Bewegungscurve  verfolgen 

vC 
zu  müssen,  so  setzt  man  in  jS  +  —  =  j3"  statt  j3"  die  geographische  Breite 

r 

dieses  Ortes,  bestimmt  daraus  /  und  nun  mit  Hilfe  der  Gleichung  ftir  (p 
das  letztere  und  die  geographische  Länge  dazu.  Stimmt  diese  Länge  mit 
der  des  Ortes  überein,  so  geht  der  Wind  über  den  Ort  weg;  ist  sie  grös- 
ser oder  kleiner  als  letztere,  so  geht  der  Wind  entsprechend  östlich  oder 
westlich  vorüber.  Wenn  nun  auch  bei  Luftströmungen  sich  noch  viele 
Ginflüsse  geltend  machon,  welche  in  unseren  Formeln  nicht  berücksich- 
tigt sind,  und  daher  die  obigen  Kesultate  keine  absolute  Giltigkeit  in 
Anspruch  nehmen  können,  so  geben  uns  dieselben  doch  einen  Fingerzeig, 
in  welch  hervorragender  Weise  die  Schweiz  von  den  Wärme  Verhältnissen 
des  waldlosen  und  oft  stark  erhitzten  südlichen  Frankreichs  beeinflusst 
werden  muss.  Es  soll  nicht  gerade  behauptet  und  müsste  erst  durch 
Beobachtung  ermittelt  werden,  dass  der  Ursprung  des  Föhn  dahin  ver- 
legt werden -muss,  aber  gewiss  ist,  dass  die  beiden  Gebiete  in  ab- 
geschwächter Weise  sich  ähnlich  wie  die  Aequator-  und  Polargegend cn 
verhalten  müssen. 

Es  scheint  in  dem  Obigen  ganz  allgemein  die  Aufgabe  gelöst  zu  sein, 
die  Bahn  eines  Körpers  zu  bestimmen ,  der  unter  irgend  einem  Winkel  Ö 
gegen  den  Parallelkreis  mit  einer  beliebigen  Geschwindigkeit  c  bewegt 
wird;  dem  iet  aber  nicht  so.  Die  Anwendbarkeit  unserer  Gleichungen 
»etzt  voraus,  dass  der  Körper  unabhängig  von  der  Umdrehung  der  Erde 
eine  bestimmte  Geschwindigkeit  o  in  der  Richtung  des  Meridians  erhält 
and  diese  Geschwindigkeit  auf  allen  Meridianen  beizubehalten  sucht.  Die 
^rste  Aufgabe  ist,   wie  schon  erwähnt  wurde,   an  und  für  sich  eine  un- 
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bestimmte  nnd  fühi*t  mit  der  weitern,  der  Trägheit  der  Körper  angepass- 
ten  Bedingung  der  ebenen  Bahn  bei  nicht  rotirender  Erde,  auf  elirptische 
Integrale. 

Nr.  23.     In  Nr.  20   wurde  bereits  hervorgehoben ,    dass  das  Integral 
des  Ausdruckes  für  q>  allgemein  in  geschlossener  Form  nicht  angebbar  ist 

vt 

und  daselbst  eine  nach  Potenzen  von   —   fortschreitende  Reihe  für  dieses 

r 

Integral  aufgestellt.  Bezüglich  dieser  Reihe  wurde  in  Nr.  22 -unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  a  =  90^  ist,  nachgewiesen,  dass  bis  zu  einer  beträchtlichen 
Breite  und  bedeutendem  Werthe  von  vt  —  es  wurde  j3=  70^  und  vi=  100000™ 
angenommen  —  die  zwei  ersten  Glieder  der  Reihe  numerische  Resultate 
geben,  die  für  die  Anwendung  innerhalb  der  Grenzen  hinreichend  genau 
sind.  Die  Grösse  der  Reihe  A  =  tätigt  ß  —  sin^ a  hat  in  dem  Falle  bei  un- 
veränderlichem ß  ihren  kleinsten,  die  Grösse  B  =■  tang ß . sin a  ihren  gröss- 
ten  Werth.  Auch  in  dem  andern  extremen  Falle,  wo  a  =  0  ist,  und  A 
seinen  grössten  und  B  den  kleinsten  Werth  erhält,  genügen  nach  Nr.  21 
diese  Glieder  für  numerische  Bestimmungen.  Erwägt  man  nun,  dass  A 
und  B  oder  Potenzen  dieser  Grössen  meist  nur  als  Summanden  in  den 
Factoren  der  Glieder  der  Reihe  vorkommen,  dass  bei  geringeren  Breiten 
A  und  B  unter  allen  Umständen  kleiner  sind  und  ihr  Einfluss  gegen  den 

von    —   zurücktritt,  dass  bei  höheren  Breiten  und  a'%90®  B  kleiner  als 

r  ^ 

der  'M.&x.imsilw erih  •  fang  ß  ist   und   der  Werth   von  A  dem  Minimalwertbe 
tang^ß  —  l  verhältnissmässig  immer  näher  rückt,  so  scheint  der  Schluss  ge- 
rechtfertigt zu  sein,  'dass  in  allen  Fällen  bis  zu  beträchtlicher  Breite  und  gros 
seren  Werthen  von  vt  die  zwei  ersten  Glieder  der  Reihe  zu  numerischen 
Bestimmungen  genügen.     Setzen  wir  noch  statt  arclang  die  bis  zu  gleichen 

Potenzen  von   —  gehenden  Glieder  der  Reihe  oder 

[vt                    rj]      vi                    /,r^  .  ^^^^   1  —  cos*  fl ,  cos*  JJl 
tang  —  .  cosa  .cosß   ==—  •  cosa  .  cosß\  IH — j-, ^ ^  j, 

wo  wir  uns  auch  mit  dem  ersten  Gliede  begnügen  könnten,  «so  erhal- 
ten wir 

Int 


1 


i  sin  a  .  tang  ß^j+i  (sm*  a  —  tang^  ß  +  3  sin^  a .  tang^  ß) .  --p  J 
3)        vt 


24.60.66 

^r^   .  v^t'^   1  —  cos* er. cos* (31 
+  --  ,cosa.cosß    IH 1-  . s • 


Das    erste   Glied   des   rechten    Ausdruckes   bestimmt   die  Aenderung   des 
<]P-Werthes,  welche  durch  die  Umdrehung  der  Erde  entsteht*     Zu  dieser 

Gleichung   sind   aus  Nr.  20   noch    t  =  r  ( sin  —■  .  sin  a .  cos  ß  +  cos  —  .  sin  ß  i , 

oder  mit  derselben  Annäherung  wie  oben 
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-•N^    ->    -■-      '  -^1- 


2)  ^  =  f'\j  sina.cosß  +  sinßi^l-^^^^j^ 


3)  /^  =  ]/r2-22 


\ 


und  endlich  •' f^ 


^^^ 


zu  nehmen.  rj?:: 


VI 


V- 


'^^ 
^ 


1 


Sollten  die  verschiedenen  Grössen  so  bestimmt  werden,  dass  der  Kör- 
per durch  eine  bestimmte  Stelle  geht,  die  durch  die  geographische  Breite 
ß\  und   in  Bezug  auf  die  Ausgangsstelle  durch  die  geographische  LJinge  Vu 

tp  bestimmt  ist,  so  hätte  man  in  den  obigen  Gleichungen  q>  statt  cp  und 
r  vo$ß'  statt  z  zu  setzen.  Hierdurch  erhielte  man  zwei  Gleichungen  zwi- 
schen den  Grössen  «,  /  und  er,  so  dass  eine  dieser  Grössen  unter  gewis- 
sen Beschränkungen  beliebig  gewählt  werden  könnte.  Z.  B.  ergiebt  sich  -^^ 
aus  der  Natur' der  Verhältnisse,  dass  das  a  beim  Wirken  der  Erdrotation  .v^ 
und  bei  der  Bewegung  nach  Norden  in  unseren  Breiten  sich  entweder 
grösser  ergeben  wird,  oder  grösser  angenommen  werden  muss  als  beim  Weg- 
fallen dieser  Rotationswirkung.  Bei  der  Bewegung  nach  Süden  verhält 
sich  a  umgekehrt.  Zu  den  gleichen  Schlüssen  führt  eine  algebraische 
Betrachtung,  bei  welcher  ausser  der  obigen  Gleichung  für  q>  noch  die 
berücksichtigt  wird,  die  nur  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  enthält 
und  den  Fall  ohne  Erddrehung  bestimmt.  Auch  die  Werthe  von  a  sind 
aasgeschlossen,  bei  welchen  vi  zu  gross  würde  und  daher  unsere  Nähe-  '.^ 
rnngsgleichungen  nicht  mehr  ausreichen.  Aehnlich  ergiebt  sich  auf  dop- 
pelte Weise,  dass,  wenn  man  etwa  vi^=s  einführt  und  diesem  5  einen  '^ 
nicht  allzugrossen  Werth  beilegt,  a  nur  dann  bestimmbar  ist,  wenn  s 
mindestens  =  r(j3' — ß)  ist.  Die  Gleichung  für  ?  =  r  cos(3' gieht  in  diesem 
Falle  ff,  die  Gleichung  für  (p  hierzu  das  /  und  s^=vt  endlich  das  v. 
Sehr  einfache  Resultate  können  erhalten  werden,  wenn  man  sich  in  den 
Gleichungen   für   z   und    q>   nur  mit   den  Gliedern  der  ersten  Dimension 

vt 
von   —  begnügt,  die  immer  noch  einem  bedeutenden  Grade  der  Annähe- 
rung entsprechen.      Geometrisch  genommen,   liegt  im  letzten  Falle  vi  in 
der  Tangentialebene   der  Kugel,    welche   der  Ausgangsstelle   entspricht. 
Die  wirkliche  Länge  der  durchlaufenen  Strecke  könnte  nur  mit  Hilfe  der 

Rectificationsf 0  rmel 

t 

L  ^fyrdg>t'+{l+dr,^)  dzt^  dt 
0 
bestimmt  werden,   und  könnten  hierbei  wieder  die  obigen  Näherungsfor- 
meln  für  z  und  q)  Anwendung  finden. 

Sollte  die  Abweichung  vermöge  der  Erdumdrehung  in  Längenmass 
erbalten  werden,  so  hätte  man  zu  berücksichtigen,  dass  diese  Umdrehung 
aaf  den  z -Werth  keinen  Einfluss  äussert,  dass  daher  die  genannte  Längen- 
abweichung  nur  auf  dem   Parallelkreise  zu  z  liegt  und  mithin  =/*  oder 
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j/r'—z^-mtH  der  Aenderang  des  ip-Werthes  durch  die  Umdrehnng  der 
Erde  oder  gleich  |/H— i*-mal  dem  erBten  Gliede  in  der  obigen  Gleich- 
ung   für   ip  ist.     BegnUgt  man  sieb  mit  dem  Gliede  ^sino.langß.  —   nnd 

setzt  entsprecbend  z  ^  r  [sin  ß  -^  sin  a  .cos  ß .  —  1 ,  so  wird  die  genannte 
Liängenabweichnng  auf  dem  Parallelkreise 


1 


/■»'= 


'/'-("»'+"'■•  "'"•"yH^-i*"-""'"-' 


Für  die  geographische  Breite  j3  =  50"  der  Ausgangsstelle,  (Ur  vt  = 
lOOOO"  nnd  bei  einer  rein  nordijstlicben  oder  rein  nordwestlichen  An- 
fangsrichtnng  der  Bewegung  oder  bei  0  =  45"  und  135"  findet  sich 
fg>'=:0,l'äG7. 1  '°.  Die  Bewegung  nach  südöstlicher  oder  südwestHober 
Richtung,  für  welche  wieder  a  =  45"  oderlSS^and  ß  =  —  50"  zu  setzen 
ist,  liefert  /"(p'=  —  0,1973  ('".  WSre  gleichzeitig  noch  r^SOO",  also 
etwa  gleich  der  Geschwindigkeit  einer  Kanonenkugel,  so  wird  (^20, 
und  wäre  ffp'  in  einem  Falle  =  3,934™  und  im  andern  Falle  =  —  3,946" 
—  eine  wohl  an  berächsichtigende  Distanz.  Für  «(=1000"  eigebnn 
sich  numerische  Werthe,  die  nahezu  -j*^  der  obigen  sind. 

Am  Schlüsse  der  Nr.  20  wurden  in  Bezug  auf  die  hierher  gehörigen 
9-Aendeningen  verschiedene  allgemeine  Bemerkungen  gemacht;  dieselben 
können  zum  Tbeil  ohne  Weiteres  auf  die  Lllngenabweichung  in  die  Rich- 
tung der  Parallelkreise  übertragen  werden,  .so  z.B.  die  über  den  Einflnss 
der  Zeit  I,  die  über  die  auf  der  nördlichen  Erdhälfte  nach  rechts  nnd 
auf  der  südlichen  nach  links  gehende  Lage  der  Abweichung  gegen  den 
nachsehenden  Beobachter  und  die  Itber  die  Gleichheit  der  Ablenkung  für 
a  und  iSO  — K  Ebenso  ergiebt  sich  unmittelbar,  dsss  die  Abweichung  in 
Längenmnss  bei  der  reinen  Bewegung  nach  Süden  in  unseren  Gegenden 
ein  Masimum  ist,  weil  hier  ein  Maximum  der  gi-Aenderung  noch  mit 
dem  grössten  Werthe  von  f  mnitiplicirt  wird.  Dagegen  wird  bei  der  rein 
nördlichen  Bewegung  die  grösste  qp-Aenderung  mit  dem  kleinsten  Werthe 
von  /  multipticirt  und  entscheidet  erat  eine  unmittelbare  Untersuchung, 
ob  die  Abweichnng  in  Längenmnss  in  der  Tbat  noch  ein  Maximnm  bleibt. 
Bezüglich  des  Minimums  tritt  ebenfalls  keine  Aenderung  ein.  Ob  die  Be- 
wegung nach  Süden  in  unseren  Breiten  unter  sonst  gleichen  Umständen 
im  Allgemeinen  eine  kleinere  LSngenabweichung  liefert,  als  die  nach  Nor- 
den, ist  wieder  fraglich,  weil  im  ersten  Falle  die  kleinere  ip-Aenderung 
mit  einem  grössern  f  und  im  zweiten  Falle  die  grössere  91-AendeniQg 
mit  einem  kleinern  /  mnitiplicirt  wird.  Entwickelt  man  zur  Entschei- 
dung dieser  Frage  }/r'—:'  =  rj/  l  —  isin—  sinri.rosß  + cns  —sinßj  in 
in  die  nach         fortschreitende  Reihe 
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r  cos 


(vi  v^^      \ 

1 sina,  fang  /3  +  ^  {tang^  ß  —  sin^cr—  sin^a .  tang^  ß) ,  —^  ...  I 


und  multiplicirt  diese  Reihe  mit  dem  ersten  Theile  der  Reihe  von  g>  in 
Nr.  19,  so  erhält  man  für  nnsere  Ahweichaxj|  in  Längenmass  bei  der 
Bewegung  nach  Norden 

f9=  2AM.60  ^^^^ '  ^^Sinajangß.^^  -^^{tang^ß  -  sin^a).  ^^  . .  J. 

Für  die  Bewegung  nach  Süden  ist  ß  negativ  zu  nehmen.  Man  sieht  hier- 
aus, das8  unter  unseren  Gonvergenzbedingungen  und  in  unseren  Breiten, 
wo  stets  lang ß^  sin a  ist,  die  Längenabweichung  bei  der  nördlichen  Be- 
wegung unter  sonst  gleichen  Umständen  sich  entgegengesetzt  verhält  als 
die  9>-Aenderung,  d.  h.  kleiner  als  bei  der  südlichen  Bewegung  ist.  Dies 
Besultat  bleibt  so  lange  bestehen,  als  unter  allen  Breiten,  die  grösser 
als  45®  sind,  von  selbst  fang ß^  sin a  ist,  als  bei  jS<^45®  noch  immer 
diese  Bedingung  erfüllt  sein  kann,  und  schlägt  erst  in  das  Qegentheil 
um,  wenn  in  Gegenden  von  j5<C45®,  sin a^  fang ß  ist.  Für  ein  gegebe- 
nes  ß  kann    das    a,    welches   hier   die   Grenze   bildet,    genau   bestimmt 

werden. 

vi 
Lässt  man   es   bei   einer  Genauigkeit  bis  zur  ersten  Potenz  von    — 

bewendet  sein*,  so  erhält  man  für  unsere  Abweichung 

Wie  schon  durch  den  Umstand  angedeutet  ist,  dass  dieser  Ausdruck  kein 
r  enthält,  stellt  dieser  Ausdruck  die  Ablenkung  unter  der  annähernden 
Voraussetzung  vor,  dass  vi  gerade  ist  und  der  ganze  Vorgang  in  der 
Tangentialebene  zur  Ausgangsstelle   stattfindet.     Hier  stellt  in  der  Tbat 

sin a, sin 8, »i  die  Aenderung  des  Radius  des  Parallelkreises  und  ^.  ,,   -^ 
^  •  24.60.60 

den  in  t  zurückgelegten  Winkel  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  vor 

and  beide  zusammen  multiplicirt  müssen  die  verlangte  Abweichung  geben. 

Cs  ist  nämlich,  wenn  /*  den  Radius  des  Parallelkreises  der  Anfangsstelle 

und  f — Jf  den   der  Schlussstelle   bezeichnet,   die   fragliche  Abweichung 

^■2ÄMm-^f-''f'>W^Q  =  ^^MM''^^  "^^^  ^'^  ebengenannte. 
Umgekehrt  kann  auf  diesem  Wege  schnell  die  obige  Formel  unmittelbar 
erhalten  werden. 

Bei  der  letzten  Formel  ist  begreiflicherweise,  wenn  vom  Vorzeichen 
abgesehen  wird ,  eine  Verschiedenheit  der  Abweichung  bei  der  Bewegung 
nach  Norden  oder  Süden  nicht  vorhanden,  weil  der  Unterschied  dieser 
Abweichung  erst  im  darauffolgenden  und  weggelassenen  Gliede  beginnt. 
Bei  der  Bewegung  nach  Osten  oder  Westen  erscheint  hier  aus  gleichen 
Gründen  gar  kein  Ablenkungswerth.     Die  obigen  Bemerkungen  über  die 
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nd  Minima  sind  sofort  erBichllich.  Sonst  gilt  noch  —  und 
altat  bebält  seine  Giltigkeit  auch  bei  Berücksichtigung  von  loehi' 
jer  Keihe  — ,  dass  die  Abwcicliung  um  so  grösser,  je  grÖGser 
li.  in  höheren  freiten  grösser  als  in  der  Nälie  des  Aequatcrs. 
bemerkenswert  lies  Resultat  ist  noch,  daas  ß  und  n  miteinander 
werden  können, 'ohne  dass  nnser'Auadruck  sich  ändeit.  Wird 
inem  Orte  mit  der  gen graphi Beben  Breite  ß  ein  Körper  unter 
el  a  gegen  den  Parallelkreis  bewegt,  so  ist  nach  unserer  Nähe- 
st die  Ablenbnng  dieselbe,  als  wenn  der  Körper  an  einem  Orte 
reite  a  unter  dem  Winkel  ß  gegen  den  Parallelkreis  bewegt  wird. 

uan  den  Ausdruck    -  .  sin  a  für  alle  mögticben  a-Werthe 

so  läset  sich  sofort  für  ein  gegebeues  ',  vi  nnil  ß  auf  die  Ab- 
chlieeBpn.  Eh  hHlt  auch  nicht  schwer,  die  Lösung  geometrisch 
'n.      Zu    dem  Ende   construirt   man    ein  rechtwinkliges  Dreieck 

iypotennse    n.  iv.  dj;  =  0,00003636  Jiud   dem   Lß   der   geugra 

ireite,  betrachtet  die  dem  Winkel  ß  gegenüberliegende  Kathete 
tnuse  eines  neuen  Dreiecks  und  giebt  diesem  noch  deu  Winkel 
ivenn  a  stumpf  sein  sollte,  den  Winkel  180  — o  —  die  dem 
gegenüberliegende  Kathete  giebt  dann,  in  dem  Verhültnisse 
r  l:s(  vergröBsert,  die  veriangte  Ablenkung.  Führt  roan  von 
L  einen  Weg  von  1000"'  ein,  so  ist  die  erste  Hypotenuse 
' "     xx>-   setzen    and    die    letzte    Kathete    in    dem    Verhältnisse 

u  vergröBsem,  um  tn  der  Zeichnung  sofort  die  Ablenkung  in 
liehen  Grosse  zu  erhalten. 

uch  einige  Zahlenbeispiele  zu  berühren,  sollen  die  Ablenkungen 
der  letztgenannten  Formel  für  ß  =  50",  s^lOOO"  nnd  c  =  0 
oder  OO**  augegehen  werden.  Es  ergiebt  sich  hei  der  Bewegung 
en  nnd  Süden,  entsprechend  den  drei  Winkeln  und  abgesehen 
iichen  ,  welches  südwärts  negativ  ist,  /"ip'^O  oder  0,0196958". ( 
85416""  (.  Das  zweite  Glied  der  Reihe  für  /«p' ist,  wie  unmit- 
^hen  werden  kann,  bei  tr  =  0  am  grösBten  und  bei  0  =  90"  am 
Man  erhält  für  dieses  Glied  in  unseren  drei  FälleD  die  ent- 
äu  Wenhe  -  0,000001738"'.  (  oder  -  0,0000011262".  f  oder 
051432". (  und  daher  für  die  Bewegung  nach  Norden 
0,000001738".  (,  +  0,01969474". (,  +0,02785365".', 
jwegung  nach  Süden 

0,000001738°' . (,     -  0,019697" .1,        -  0,02785467" . /. 
(=135**   sind    die  Ablenkungen  ebenso  gross  wie  bei  tr  =^  Ab". 
rthe  lassen   sofort   die  Richtigkeit  der  obigen  allgemeinen  Be- 
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merknngen  über  die  Gröese  der  Ablenkung  erkennen.  Wenn  t?/=  10000°* 
angenommen  wird,  so  sind  die  Werthe  aus  dem  ersten  Gliede  10 mal 
und  die  aus  dem  zweiten  Gliede  100  mal  grösser.  Für  eine  Flintenkugel, 
welche  etwa  3  See,  zum  Durchfliegen  der  1000°*  braucht,  wäre  die  Ab- 
lenkung dreimal  so  gross,  als  oben  angegeben  wurde,  also  z.  6.  bei  der 
reinen  Bewegung  nach  Norden  oder  Süden  c.8°™,  für  eine  Kanonen- 
kugel, welche  5000™  in  15  See.  zurücklegt,  75 mal  so  gross,  mithin  unter 
den  obigen  Umständen  c.2,l°*. 

Eine  Bestätigung  erhalten  die  obigen  Kesultate,  wenn  man  ß  =  0 
setzt,  oder  die  Bewegung  vom  Aequator  aus  erfolgt.  Hier  wird  für  a=0, 
wie  es  sein  muss,  auch  das  zweite  Glied  der  Reihe  und  also  die  ganze 
Ablenkung  =0;  dann  wird  für  alle  anderen  a  das  zweite  Glied,  welches 
hier  allein  die  Ablenkung  bestimmt,  positiv,  und  vermehrt  demnach,  der 
Wirklichkeit  entsprechend,  die  Ablenkung  stets  den  Winkel  g>. 

Die  Abweichung  senkrecht  zur  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit 
ist  für  den  ersten  Fall  der  Annäherung  leicht  zu  bestimmen ;  sie  ist  näm- 
lich  gleich   der  Abweichung  auf  dem  Parallelkreis  mal  sina^   also  gleich 

7ti 
*>A  ftn  AA  ^^^^f*'^*"ß*^^-     Bei  "genauer  Bestimmung  würde  man  statt  des 

rechtwinkligen  ebenen  Dreiecks  ein  ebenso  beschaffenes  sphärisches  Dreieck 
erhalten  und  daraus  die  Abweichung  bestimmen  müssen. 

Es  wurde  schon  mehrmals  angedeutet,  dass  unsere  Formeln,  ohne 
Rücksicht  auf  den  Luftwiderstand,  auch  die  Ablenkung  von  Geschossen 
durch  die  Umdrehung  der  Erde  geben.  Dies  ist,  streng  genommen,  nur 
unter  den  letzten  Voraussetzungen  der  Fall ,  wo  die  Ablenkungscurve  in 
die  Tangentialebene  des  Ausgangspunktes  fällt;  denn  hier  kann  die  Wirkung 
der  Schwere  stets  senkrecht  zu  dieser  Ebene,  also  die  Bahn  des  Körpers,  ab- 
gesehen von  anderen  Einflüssen,  als  eine  Parabel,  und  die  horizontale  Ge- 
schwindigkeit, unseren  Voraussetzungen  gemäss,  als  constant  betrachtet 
-werden.  Die  oben  betrachtete  Curve  stellt  hier  die  Projection  der  Curve  im 
Kaume  vor  und  die  letztere  wird  erhalten,  wenn  man  in  den  Punkten  der  Pro- 
jectionscurve  Senkrechte  zu  der  Tangentialebene  errichtet  und  sie  gleich 
den  Lothen  macht,  welche  die  reine  Parabelbahn  zur  gleichen  Zeit  hätte. 
Aus  denselben  Gründen  wird  durch  die  obige  Formel  die  Ablenkung 
eines  Geschosses  für  den  Moment  des  Auffallens  bestimmt,  wenn  man 
statt  V  eine  horizontale  Seitengeschwindigkeit,  also  e.cosy  setzt,  wo  e  die 
anfängliche  Wurfgeschwindigkeit  und  y  den  Elevationswinkel  bezeichnet, 
and  statt  /  die  Zeit,  die  der  Körper  braucht,  um  wieder  herab  zur  Erde 
zu  gelangen.  Hier  ergiebt  sich  nun  sofort  das  bemerkenswerthe  Resultat, 
dass,  wenn  nach  einem  bestimmten  Ziele  geschossen  wird,  also  vt=s 
ein  gegebenes  ist,  die  Ablenkung  um  so  grösser  wird,  je  grösser  der  Ele- 

vationswinkel   ist.     Unabhängig   von  e  folgt  nämlich  aus   /  =  J/  — 
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öBseres  y  ein  grfisaeres  '  nnd  damit  die  grßsHore  Abweichung 
Ziele.      Im  ZiiGammenhange   damit  steht,   dasa   von   den   zwei 

welche  flieh  ans  -^  =  sin2y,  bei  gS'C.e^  und  gegebenen  c  und  J 

Jen,  der  Werlh  zwischen  45  nnd  9(1"  ira  Vergleich  zum  Werthe 
D  nnd  45"  ein  soviel  mal  grösseres  '  und  daher  eine  soviel 
ire  Ablenknng  giebt,  als  die  cnlnng  des  Winkels  zwischen  0 
ngiebt-     Man  kann  nun  für  die  Längenabweichnng  aus 

s=^  e.  cos  y .  l   und   ( ^  —  sin  y   verschiedene   Formeln    angeben, 

ans  den  zwei  letzten  61eichangen  zwei  der  Grössen  e,  I,  y 
die  Werthe  in  den  ersten  Ausdruck"  einsetzt  oder  unr  eine  der 
äichungen  verwendet. 

treff  der  umgekehrten  Aufgabe ,  nämlich  a ,  v  oder  (  so  zn  be- 
iass  der  Körper  unter  dem  Einflüsse  der  Erddrelinng  an  eine 
Stelle  kommt,  wurden  hierher  gehörige  Aufgaben  schon  zu 
iserer  Nnmmer  betrachtet.  Mau  könnte  jedoch  noch  statt  des 
'  nnd  ß'  die  Grössen  s'  nnd  a,  d,  h,  die  wirkliche  Bntfemnng 
ichriebeoen  Zieles  nnd  den  Winkel  a,  oder  den  Winkel  der 
lahin  mit  dem  Parallelkreise  einführen.  Die  dieser  Aufgabe  zo 
Bgenden  Gleichungen  wären  dann  für  iinsern  ersten  Grad  der 
lg,  wo  die  Cnrve  auf  der  Tangentialebene  liegt, 

S^  =  S*  +  {/q>y  +  2s{r'p').CoS<., 


also  wieder  zwei  Gleichungen  zwischen  den  drei  Unbekannten 
I,  so  dasB  wieder  eine  beliebig  gewählt  werden  könnte.     Nimmt 
noch  den   Wurf  und  die  Wurfgleichnngen ,  oder 
«  —  e.rosy 


hat  man  vier  Gleichungen 'mit  fünf  Unbekannten.     Bei  gegebe- 

h.   bei    gegebener  Geschwindigkeit  des  Prnjectils,    lassen  sich 

en  Grössen  bestimmen.      Von  besonderer  Bedeutung  ist  hierbei 
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der  Werth  von  of,  weil  a  —  a  den  Winkel  bestimmt,  um  den  die  Rich- 
tung des  Geschützes  von  der  Richtung  nach  dem  Ziele  abweichen  muss, 
damit  letzteres  getroffen  wird.  Diese  Abweichung  liegt  auf  der  Nord- 
hälfte der  Erde  dem  Schiessenden  zu  linken  Seite.  Es  unterliegt  keiner 
Seh wierigkeit I  die  Qleichung  zur  Bestimmung  von  a  herzuleiten;  dieselbe 
ist  jedoch  von  so  complicirter  Gestalt,  dass  sich  keine  weitereu  einfachen 
Bemerkungen  an  das  knüpfen  lassen,  was  in  dieser  Beziehung  schon 
erwähnt  wurde. 

Wollte  man  die  zweiten  Beziehungen  auf  den  Wurf  anwenden,  so 
wäre  es  angemessener,  statt  der  parabolischen  Wurfbahn  eine  elliptische 
zu  setzen.  Das  Fortschreiten  der  Projection  des  geworfenen  Körpers  auf 
dem  grössten  Kreise  der  Bahnebene,  in  w<»lcher  der  Körper  ohne  Einfluss 
der  Krddrehnng  bleibt,  würde  dann  jedoch  nicht  mehr  mit  gleichförmiger 
Geschwindigkeit,  sondern  dem  zweiten  Kepler^schen  Gesetze  entspre- 
chend stattfinden.  Es  wären  also  unsere  letzten  Formeln,  welche  dieses 
gleichförmige  Fortschreiten  voraussetzen ,  hier  gar  nicht  mehr  anwendbar. 
Wir  wollen  in  einer  spätem  Nummer  auf  diesen  Fall  wieder  zurück- 
kommen. 

Nr.  24.  Weil  die  Aufgabe  in  Nr.  19  dadurch  eine  gewisse  Bedeu- 
tung erlangt,  dass  die  ebene  Bahn  und  die  constante  Geschwindigkeit  v 
den  Forderungen  des  Beharrungsvermögens  entsprechen,  so  sollen  hier 
noch  die  dortigen  Gleichungen  dadurch  verallgemeinert  werden,  dass  man 
statt  der  Kugel  irgend  eine  Rotationsfläche  setzt.  Die  ursprüngliche 
Kreisbahn  des  Körpers  geht  dann  in  die  ebene  Bahn  über,  nach  welcher 
die  Ebene,  die  den  Ursprung  und  die  anfängliche  Richtung  des  v  ent- 
hält, die  Rotationsfläche  schneidet.  Der  Ursprung  kann  irgendwo  auf 
der  Rotationsaxe  liegen.  Sämmtliche  Bestimmungen  und  Bezeichnungen 
der  Nr.  19  in  Bezug  auf  den  Anfangszustand,  die  Lage  des  Ooordinaten- 
jsystems  etc.  .sollen  hier  beibehalten  werden.  Analog  den  Nrn.  18  und  19 
erhält  man  hier  zur  Bestimmung  unserer  Curve  die  Gleichungen 

1)  ?  =  A, 

t 

3)  (p  =  I  G)  di-^  ansang  [tafig  ffft .  cosd], 

0 
In    diesen    Gleichungen    müssen   jedoch   ^rst   r,  ^,  i^   und  0   den    neuen 
Verhältnissen  gemäss  bestimmt  worden.     Zunächst  ist  '=^-*+/'^;  dann 

'*  z 

ist ,  wie  früher,   u  =  aresin   ,    .    a  =  arrsitt ,  wo  r  ,  /*  etc.  sich 

r  sifit)  sifiOyz"^  +  f'^ 

auf   den  Anfangspunkt    beziehen.     Au8    r-  »1  ip^'\'  dt^ -=  r^  fll^  f<tlgt  weiter 

ZriUohrift  f.  MatkemAtik  u.  Physik,  XXI,  1 

lo 


Ueber  Cnrven  auf  RotationsflAcb 


■"c-;/— 7ä — 

und 

0  0. 

Endlich  ei^ebt  sich  0  anf  folgend«  Weise. 
der  Bahn  ebene  sei  x.<:os),-\-y.ci>s\/.-\-s.i:osv^ii, 
bekannt  sind  nnd  v  =  9  wird.  Diese  Ebene  gebt 
pnukt  nud  mass  deshalb  sein 

4)  /■'rosi  +  jVosv  =  0. 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  v  bildet  mit  den  drei 
ß',   y\    deren  Cosinusse  gleich    sind    cosä=^~—=- 

dabei  ist  dz*  +  5/.'* d 

Nnn  li^  aber  unsere  Anfangs^ 


Bahn,  mitbin  giebt 

, =  +C0JU.C0JO +  «»)•.- 

Dazn  kommt  noch  die  lUcbtungsgleichnng 

6)                                     cos»l  +  CosV  +  C'>if*v=l. 
Eliminirt  man  ans  den  Gleichungen  4),  5)  nn 
erhSlt  man  

Es  ist  nnn  anch  leicht,  daraus  sind  an  bestimmen 
Setzt   man    den  Werth   von    if   in    die    Gleichi 
eihKU  man 

(    

y«^  (/-«+.')- (/aA+:)' 


'{f 


Diese  Oleichnng  ist  nnr  scheinbar  nach  :  anfgelfist 
noch  z,  ja  sogar  noch  dzi  enthält.  Es  ist  daher 
men,  zumal  ancb  noch  ^  und  <p  sich  erst  mit  Hi' 
sen.  Zu  dem  Ende  lösen  wir  in  der  letzten  6I< 
dem  Integral  anf,  leiten  auf  beiden  Seiten  nach  t 
erhaltenen   Differenttalgleichnng  dit\  es  wird  dann 


I 
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nnd  daraas 

^  ^J    '^  {n+z^){psin^Q-^z^cos^d)  • 

0 

Um  2  zu  finden,  dürfte  die  letzte  Gleichung  nur  nach  z  aufgelöst  werden. 

Aus   der   Gleichung    :  =  ^Z^^  +  z^.  Äf;i(t^  +  |u).5rN6   lässt   sich    ^   und 
damit  das  zugehörige  Integral  finden.     Es  ergieht  sich  hier 

t 


-r- 


^^(r^zh-^(fdf,^+z^)dz^ 


0 


2  2 

=  arcsvi —  arcstn 


sinQ}/f^+z^  sinSyn  +  z'^ 

ein  Resultat,  dessen  Richtigkeit  unmittelbar  ersichtlich  ist.  Wollte  man 
die  Function  von  t  für  tjj  haben,  so  müsste  der  vorher  bezeichnete 
2-Werth  eingesetzt  werden. 

Das  Einsetzen  des  oben  bestimmten   i^-Werthes  in  die  Gleichung  3) 
giebt  in  ähnlicher  Weise  wie  in  Nr.  19 


t 


g)  =  I  (O  fl 


3)  0_ 

iz  l/l''^  sin^ß  -  z^  cos^  d-z  l/f^  Siil^  0-22  ^,,^25  \ 

\zz  +  j/'f'^  siN^d  -  z^  CO :'l))ifKwi^O  -  zhujs^d)  f 

Wird  in  die  letzte  Gleichung  noch  statt  /  die  in  der  letzten  Gleichung 
2)  gefundene  Function  von  z  eingesetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung 
der  windschiefen  Fläche,  die  in  Verbindung  mit  der  Rotationsfläche  die 
verlangte  Curve  bestimmt.  Sonst  ist  noch  einfach  zu  übersehen ,  wie 
sich  die  Formeln  gestalten,  wenn  v  nicht  constant,  sondern  eine  Func- 
tion von  /  oder  -z  ist. 

Setzt   man  /^  +  2*  == /'S   ^^^  (^  constant,   so  gehen  unsere  Resultate 
n  die  der  Nr.  19  über. 

Für   die  ursprüngliche   Bewegung   längs    des   Meridians   ist   a  =  90^ 

z 


ind  wird  cosB  =  0  oder  6  =  90^,  dann  /  =  —   /  J^l  +  ^Z"«*.  dz.    Letzteres 


0 


esultat    kann    aus    ]/d  Zt^+dfJ .  (;zi^^=  v    unmittelbar    erhalten    werden. 

'"•♦er  wird 

18* 


n 
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^^■•'.^■'^■.•\i^\^\^*^fc   •«^^••^w% 


%lß  =r  aresin  —  aresin 


und  endlich 

t 


q>  •=  I  (o  dt. 


0 
Der  andere  Fall,  wo  o  =  0  ist,   giebt  keine  so  einfachen  Resultate. 
Auch    die    Aufgabe    der   Nr.  20    kann    sofort    den   jetzt   gegebenen 
Stücken  angepasst  werden,  wenn  man  in  der  Gleichung  3)  für  g>  statt  o) 

P "~  f^  /"'""  f  r> 

den  Ausdruck  — -^ — =iö — —   setzt.     Die  beiden  anderen  Gleichungen 
für  t  oder  z  und  q  bleiben  dieselben,  wie  oben. 

(Sohlnss  folgt.) 


XII. 

Beziehungen  zwischen  Meridian-  und  Contoarcurve 
orthogonal  dargestellter  Rotationsflächen. 

Von 

R.  Müller, 

Stndirender  der  Mathematik  am  königl.  Polyteohnlkam  Dresden. 


(ffierzu  Taf.  V,  Fig.  1  —  9.) 


In  den  Sitzungsberichten  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Wien  vom  Jahre  1866  giebt  Herr  Niemtschik  folgende  Construction 
der  Contoaren  orthogonal  dargestellter  Rotationsfl Heben  an :  Sind  von  der 
Botationsfläche  die  Axe  Ä  Ä  und  der  Meridian  M  gegeben  (Fig.  1),  so  projicire 
man  die  Fläche  auf  eine  zu  AÄ  parallele  Verticalebene  E  und  lege  diese 
Projection  um  die  Horizontalspnr  E'  von  E  in  den  Grundriss  nieder,  so 
dass  A^A\  die  Projection  der  Axe  und  der  Meridian  M  die  Contour  der 
Rotationsfläche  auf  der  umgelegten  Ebene  darstellt.  Hierauf  ziehe  man 
einen  beliebigen  Parallelkreis  p^^^(l^l^A^A\^  sowie  die  Tangente  PjSg 
und  die  Normale  p^n^  der  Curve  Af,  bestimme  die  Punkte  «f^,  ^g,  n^^  n^ 
auf  A^Ä^^  resp.  A^/I^y  und  beschreibe  eine  Kugel,  welche  die  darzustel- 
lende Fläche  in  dem  genannten  Parallelkreise  berührt,  also  n  zum  Mit- 
telpunkte hat.  Legt  man  an  die  als  Grundriss-  und  Aufrissprojection 
dieser  Kugel  auftretenden  Kreise  von  5^,  resp.  s^  aus  die  Tangenten  s^Kp^^ 

h^'iy  ^i'^ii  ^2*4^2«   ^^  ^^^^  Vi  ^^^  Vi  Puul^te  der  Grundrisscontour,  t^^ 
und  Va  Punkte  der  Aufrisscontour. 

Diese  Construction  kann  noch  folcrendermassen  abgeändert  werden. 
Die  Punkte  <p  und  (p'  sind  die  Schnittpunkte  des  grössten  horizontalen 
Kugelkreises  mit  dem  Parallelkreise  der  Rotationsfläche.  Zieht  man  n^(p^ 
parallel  A^A'^y  so  ist  n^g>^  die  seitliche  Projection  dieses  Kugelkreises 
and  ^3  diejenige  von  (p  und  g>']  mithin  eihält  man  q)^  und  g>\  y  indem 
989>i  J_  A^  A\  und  "w^cp^  =  «j  tp\  =  t/j  pg  macht.  Die  Punkte  i^  und  i|;'  sind 
ferner  die  Schnittpunkte  des  Parallelkreises  mit  demjenigen  grössten 
Kugelkreise,  dessen  Ebene  parallel  zum  Aufriss  ist.  Denkt  man  sich 
nun  die  Grundrissebene  parallel  zu  sich  selbst  so  verschoben ,  dass  9^  q! ^ 
Orundrissspur   der  Ebene   des  Parallelkreises   wird,   so   crgiebt  sich   die 
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Darchschnittslinie  der  Ebene  des  Parallelkreises  mit  der  des  Kugelkreises, 
indem  man  n^^t^  und  fi^^^  pa^'^H^l  zur  Projectionsaxe  zieht  und  von  (^  auf 
^2^\  <li^  Senkrechte  ^i//^  ^^H^*  Schlägt  man  alsdann  von  n^  aus  mit 
dem  Radius  n^p^  einen  Kreis,  welcher  ^2^2  ^^  ^2  ^^^  ^2  trifft,  so  sind 
i/Zg  und  t/z'a  die  gesuchten  Contourpunkte  *. 

Aus  dieser  Construction  folgt,  dass  q>^  ein  Punkt  der  seitlichen  Pro- 
jection  der  auf  der  Rotationsfläche  liegenden  Grün drisscon ton rlinie  ist. 
Es  soll  überhaupt  in  den  folgenden  Betrachtungen  diejenige  Linie,  in 
welcher  die  verticalen  Projectionsstrahlen  die  Fläche  berühren,  Grund- 
risscontourlinie,  die  Grundrissprojection  derselben  aber  Grundriss- 
contourcurve  .oder  Grund risscontour  genannt  werden. 

Denkt  man  sich  zu  allen  Punkten  ^3  der  seitlichen  Projectionsebene 
nach  einer  der  angeführten  Methoden  alle  Punkte  fp^  resp.  i/;^  der  Grund- 
riss-  resp.  Aufrissebene  bestimmt,  so  werde  in  Zukunft  unter  Meridian- 
system die  Gesammtheit  aller  Punkte  der  seitlichen  Projectionsebene, 
unter  Grundriss-  resp.  Aufrisscontoursyst.em  die  Gesammtheit  aller  Punkte 
der  Grundriss-  resp.  Aufrissebene  verstanden. 

Aus  der  zuerst  angegebenen  Construction  geht  hervor,  dass  n^qc^, 
Wj<p'j,  Wgtf/g,  njt(;'2  Normalen  der  bezüglichen  Contourcurven  sind.  Be- 
trachtet man  also  die  Punkte  P3.,  q^^  <pj,  (p\y  1^21  '^'$  ^^^  entsprechende 
Punkte,  so  ergiebt  sich  der  Satz:  Entsprechende  Punkte  im  Meri- 
dian- und  Contoursystem  besitzen  in  Bezug  auf  die  Projec- 
tionen  der  Rotationsaxe  gleichlange  Normalen. 

Wie  man  sofort  erkennt,  entsprochen  nicht  allen  Punkten  der  Me- 
ridiancurve  Punkte  der  Contourcurven,  da  5,  oder  ^g,  von  denen  man 
Tangenten  «n  die  betreffenden  Kreise  zu  ziehen  hat,  innerhalb  der  letz- 
teren liegen  können.  Dann  werden  auch  <PsVii  resp.  l^ti;^  von  den 
Kreisen  nicht-  mehr  geschnitten.' —  Bezeichnet  man  den  von  ^1^1  und 
"^8^8  gebildeten  spitzen  Winkel,  d.  h.  den  Neigungswinkel  der  Rotations- 
axe gegen  die  Grundrissebene,  mit  /<,  so  besitzen  alle  Punkte  der  Meri- 
diancurve,  deren  Normalen  mit  -^3^3  einen  Winkel,  kleiner  «Is  ä,  ein- 
schliessen,  im  Grundrisscontoursystera  keine  entsprechenden  Punkte.  Die> 
jenigen  Punkte  der  Meridiancurve,  deren  Normalen  mit  ^3/^3  den  Winkel 
h  bilden,  liefern  im  Grundrisscontoursystem  Punkte  auf  ^^i'^i* 

Eine  analoge  Beziehung  besteht  zwischen  der  Meridian-  und  Auf- 
risscontourcurve. 

Der  Umstand ,  dass  möglicherweise  einem  Punkte  im  Meridiansysteni 
gar  kein  Punkt  im  Contoursystem  entspricht,  wird  bei  den  meisten  noch 
zu  entwickelnden  Sätzen  zu  berücksichtigen  sein,  auch  wenn  derselbe 
nicht  in  jedem  Falle  von  Neuem  erwähnt  werden  wird. 


1 


*  Burmester,  Theorie  und  Darstellimg  der  Beleuchtung  etc.,  Leipzig  1876; 
S.  114. 
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Man  kann  nnn  auch,  wie  bisher  die  Meridiancurve ,  eine  der  Con- 
tonrcnrven,  z.  B.  die  im  Grundrisse,  als  gegeben  betrachten  und  hierzu 
die  Meridian  -  und  Aufrisscontourcnrve  bestimmen. 

Um  z.  B.  zu  dem  Punkte  g>i  den  entsprechenden  p^  im  Meridian- 
system .zu  finden,  construire  man  zunächst  die  Normale  (Pi^^  der  Grund- 
risscon teuren rve,  ziehe  Wj  Wj  und  <Ptg>^-L  ^i^^'i^  ^3  9^3  parallel  ^i^\% 
cPaPs  J_  ^3-^3  und  mache  Pin^=:g)^n^,  Hierbei  entspricht  jedem  Punkte 
der  Grundrisscontour  ein  Punkt  des  Meridians,  denn  es  ist  stets  n^q:^ 
<C''i9'i»  i^olglich  um  so  mehr  WgW3<!«i<Pi.  —  Ist  n, qpj  parallel  Ay^Ä y^^ 
so  entspricht  dem  Punkte  gp^  ein  unendlich  ferner  Punkt  im  Meridian- 
System. 

Soll  sich  ferner  zu  fp^^  ein  Punkt  i^g  im  Aufrisscontoursystem  ergeben, 
so  muss  ^2f*2^^i^i  ^^^"^^  Bezeichnet  man  also  die  von  Ay^X ^^  und  A^A\ 
mit  der  Projectionsaxe  gebildeten  spitzen  Winkel  bezuglich  mit  er  und  /3 
und  Z.^)]/!^«^  mit  y,  so  erhält  man  für  das  Vorhandensein  des  Punktes  ^^ 

die  Bedingung 

co«ß  ^  -  ^cosa 

Wi  <Pi co5y<n,  o),   oder  co$y<^ -. 

^    ^cosa  =      ^  '~~cosß 

Hieraus  folgt:  So  lange  a  kleiner  als  ß  ist,  entspricht  jedem  Punkte  im 
Grundrisscontoursystem  ein  Punkt  im  Aufrisscontoursystem.  Ist  dagegen 
€t  grösser  als  /3,  so  entsprechen  nicht  allen  Punkten  der  Grundrisscontour 

Punkte  der  Aufrisscontour;  bei 

cosa 

cosy  = 

cosp 

erhält  man  alsdann  einen  auf  ^2  ^'2  gelegenen  Punkt. 

Die  eben  angeführte  Gleichung  liefert  eine  einfache  Bestimmung  des 
auf  ^2  A\  liegenden  Punktes  der  Aufrisscontour,  wenn  die  Grundriss- 
contour gegeben  ist  und  man  sich  der  seitlichen  Projection  nicht  be- 
dienen will. 

Ist  a  kleiner  als  ß  und  nur  die  Grundrisscontour  der  Rotationsfläche, 
aber  nicht  ihr  Meridian  bekannt,  so  hat  die  aus  der  Grundrisscontour 
entwickelte  Aufrisscontour  mit  A2  A\  keinen  Punkt  gemein,  —  Bei  u, 
gleich  ß  sind  Aufriss-  und  Grundrisscontour  congruent. 


In  den  folgenden  Betrachtungen  wird  es  unsere  Aufgabe  sein,  zu 
gegebenen  Meridian  -  oder  Contourcurven  die  entsprechenden  Curven  in 
den  beiden  anderen  Systemen  zu  bestimmen. 

I.  Im  Meridiansystem  sei  ein  Punkt  P^  im  Abstände  a  von  A^Ä<^ 
gegeben.  (Fig.  2.)  Da  man  jeden  Punkt  als  einen  unendlich  kleinen 
Kreis,  als  einen  sogenannten  Punktkreis,  auffassen  kann,  so  folgt  hier- 
IU8,  dass  P3  eine  unendlich  dünne  Kingfläche  erzeugen  muss.  Wie  aus 
1er  darstellenden  Geometrie  bekannt  ist,   projicirt  sich  aber  jede  schief- 


1 


'h  ;..v 


fj 
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gestellte  Ringfläche  alß  AequidistaDte  einer  Ellipse.  Diese  Curve  muss 
also  in  dem  vorliegenden  Falle  für  einen  Pnnktkreis  in  eine  Ellipse  tiber- 
gehen. Man  gelangt  mithin  zu  dem  Satze:  Jedem  als  Pnnktkreis 
aafgefassten  Punkte  im  Meridiansystem  entspricht  eine  El- 
lipse im  Contoursystem.  Die  Halbaxen  dieser  Ellipse  sin.d  a  und 
asinh  im  Grundriss,  a  und  a  sinv  im  Aufriss,  wobei  v  den  Neigungs- 
winkel der  Rotationsaxe  gegen  die  Aufrissebene  bezeichnet. 

f^^: ■  Liegt  Pj  auf  A^^^.^^   so   degenerirt  auch  die  Contourellipse  in  einen 

^:  auf  der  betreffenden   Projection    der    Rotationsaxe  liegenden   Punkt.  — 

^-  Die  seitliche  Projection  der  Grundrisscontourlinie  fÄllt  mit  der  durch  V^ 

§  gehenden  Senkrechten  PgOg  zusammen. 

Einem  zu  P^  symmetnsch  liegenden  Punkte  P\  entspricht  dieselbe 
Ellipse  im  Contoursystem. 

Da  überhaupt  Meridian-  und  Contourcurve  in  Bezug  auf  die  Pro- 
jectiouen  der  Rotationsaxe  symmetrisch  sind,  so  wird  es  in  Zukunft 
genUgen ,  nur  eine  Hälfte  der  betreffenden  Curven  zu  betrachten. 

In  Fig.  2 ,  wie  in  den  folgenden  Figuren  ist  der  Einfachheit  wegen 
die  Aufrisscontour  weggelassen,  die  Gruudrisscontour  dagegen  in  eine 
bequemere  Lage  gebracht  worden. 

Nimmt  man  umgekehrt  im  Grundrisscontoursystem  einen  Punktkreis 
Pj  in  der  Entfernung  a  von  A^  A\  an  (Fig.  3) ,  so  erhält  man  Punkte  der 
Meridian  curve,  indem  man  durch  P^  alle  möglichen  Normalen  zieht  nnd 
dann  die  bekannte  Construction  anwendet.  Entspricht  der  Normale  P^^  ft 
die  Normale  ßgPg  der  Meridiancurve,  und  bezeichnet  man  P^M^  mit  x 
und  0^  M^  mit  y,  so  ist 

M^P^^Q^P^swh 
mithin 

y  =  Pg  Pg  sin  h  tan  h 
oder 

0  />= l— 

^    ^      sinhianh 

und 

Dann  ergiebt  sich  aus  A  ^3  ^3  P3 


cc'^  +  -^  =  rt«  + 


tau^h  sin^hian^h 

oder 


\n  f        \a  kinh/ 


Hieraus  folgt  der  Satz:  Jedem  als  Punktkreis  aufgef aasten 
Punkte  Im  Contoursystem  entspricht  ^ine  Hyperbel  im  Me- 
ridiansysteni.  Der  Asymptoten winkel  der  vorliegenden  Hyperbel  be- 
trägt 2ä;   P^Og  ist  die  eine  Asymptote;  die  Hauptaxe  der  Hyperbel  steht 
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^  ^*  ^,^^\.^\yV^*,^^^W^>-  ^^.^.r  ^  ^  ./^  /%.  •V.'^'^  i-v^.' 


seokrecht  auf  A^  Ä^,  —  Das  gewonnene  Resultat  wird  auch  durch  die 
Anschauung  bestätigt.  Bringt  man  nftmlich  ein  einfaches  Rotatioushyper- 
boloid  in  eine  solche  Lage,  dass  eine  Mantellinie  senkrecht  auf  der  Grund- 
rissebene steht,  so  degenerirt  seine  Grundrisscontour  in  zwei  Punkte  /\ 
und  P\y  denn  die  Projection  jeder  Mantellinien schaar  umhüllt  einen 
Punkt.  —  Da  die  vorliegende  Fläche  ein  Rotationshyperboloid  ist,  so 
ergiebt  sich  aus  einem  später  noch  zu  beweisenden  Satze,  dass  die 
dem  Punkte  P^  entsprechende  Aufrisscontour^urve  bei  v^h 
oder  a  > /?  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen 

l/sin [V  +  K)  sin (v  —  h) 

a  und  a — ^ , 

cosn 

bei  v  =  k  ein  Punkt  und  bei  t?  <  ä  eine  Hyperbel  sein  muss. 

Die  Gerade  Ö3  P^  ist  zugleich  die  seitliche  Projection  der  Grundriss- 
contonrlinie,  d.  h.  der  beiden  verticalen  Mantellinien. 

2.  Hat  man  im  Meridiansystem  eine  beliebige  Curve  a,  so  ent- 
spricht derselben  in  einem  der  Contoursysteme  eine  €nrye  £^  und  dann 
stehen  6  und  £  in  einer  interessanten  Beziehung,  welche  jedoch  nicht 
zu  den  bisher  eingehender  behandelten  geometrischen  Beziehungen  ge- 
hört. Dieselbe  ist  ein  speciellor  Fall  der  von  Herrn  Lie  aufgestellten 
räumlichen  Reciprocität.  (Siehe  die  Abhandlung  dieses  Autors  „lieber 
Complexe,  insbesondere  Linien-  und  Kugelcomplexe,  mit  Anwendung  auf 
die  Theorie  partieller  Differentialgleichungen",  im  V.  Bande  der  Math. 
Ann.)  Es  wird  daher  nöthig  sein,  vorerst  einige  Hauptsätze  aus  dieser 
geometrischen  Beziehung  anzuführen.  Herr  Lie  geht  von  den  Gleich- 
ungen aus 

F^  {xy  z  XYZ)  =  0 
Und 

F^{xyzXYZ)=^{i, 

wobei  xyz  und  XYZ  die  Punktcoordinaten  zweier  Räume  r  und  R  be- 
deuten» Durch  diese  beiden  Gleichungen  werden  die  Räume  r  und  R 
so  aufeinander  bezogen ,  dass  den  Punkten  des  einen  Raumes  die  Curven 
eines  Complexes  im  zweiten  Räume  entsprechen.  Complexcurven ,  die 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen,  entsprechen  den  Punkten  derjenigen 
Curve,  die  dem  gegebenen  Punkte  zugeordnet  ist.  Zwei  von  Complex- 
curven umhüllte  Curven  C  und  c  in  Ä  und  r  stehen  in  solcher  gegen- 
seitiger Beziehung,  dass  den  Punkten  der  einen  diejenigen  Complexcur- 
ven entsprechen,  welche  die  zweite  umhüllen. 

Einen   speciellen  Fall  dieser  Reciprocität  gründet  Plücker  auf  die 

Interpretation  der  Gleichung 

F{xy  XY)  =  0 

(Analytisch -geometrische  Entwickelungen  Bd.  II,  S.  251). 
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Hierbei  bilden  die  einem  Punkte  xy  va  dem  einen  von  zwei  ebenen 
Systemen  conjugirte  Punkte  A'  F  im  andern  System  eine  Cnrve  C^  die 
durch  die  Gleichung 

dargestellt  wird,  wenn  xy  als  Parameter,  X¥  hingegen  als  laufende  Co- 
ordinaten  anfgefasst  werden.  Zu  dieser  von  Plticker  behandelten 
Reciprocität  gehört  nun  auch  die  Beziehung,  welche  zwischen  Meridian- 
und  Contourcurve  orthogonal  dargestellter  Rotationsflächen  stattfindet,  nnd 
zwar  gelten  analog  den  von  Herrn  Lie  aufgestellten  folgende  Sätze:  Den 
Punkten  des  Meridiansystems  entspricht  einComplexhomo- 
thetischer  Ellipsen  im  Contoursy stem,  und  den  Punkten  des 
Contoursystems  ein  Hyperbelcomplex  im  Meridiansystem. 

Complexellipsen ,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehen,  entsprechen  den  Punkten  derjenigen  Complexhy per- 
bel,  welche  dem  gegebenen  Punkte  zugeordnet  ist,  und  um- 
gekehrt. -  Hat  man  im  Meridian-  und  Contoursystem  zwei 
einander  zugeordnete  Curven  a  und  2^,  so  entspricht  den 
Punkten  von  a  ein»  Ellipsencomplez,  welcher  2^'einhüllt,  nnd 
den-Punkten  von  E  ein  Hyperbelcomplex,  von  dem  a  um- 
hüllt wird. 

Aus  früheren  Betrachtungen  ergiebt  sich  ferner :  Dem  Berührungs- 
punkte mehrerer  Meridiancurven  ist  der  Berühro^ngspunkt 
der  entsprechenden  Contourcurven  zugeordnet;  dagegen 
entsprechen  dem  Schnittpunkte  mehrerer  Meridiancurven 
auf  den  betreffenden  Contourcurven  verschiedene  Punkte 
der  dem  Schnittpunkte  zugeordneten  Complexellipse,  und 
umgekehrt. 

Eine  analoge  Beziehung  besteht  zwischen  dem  Grundriss-  und  Auf- 
risscontoursystera. 

Ist  die  Meridiancurve  bekannt,  so  lässt  sich  in  folgender  Weise  die 
Contourcurve  analytisch  bestimmen.  Die  Gleichung  der  Meridiancurve 
sei  in  Bezug  auf  einen  auf  A^a\  liegenden  Punkt  M^  als  Coordinaten- 
anfang  und  A^Ä^  als  Abscissenaxe  (Fig.  5) 

I)  y  =  /-(x). 

Zu  einem  beliebigen  Punkte  p^  dieser  Curve  mit  den  Coordinaten 
X  und  y  werde  der  entsprechende  Punkt  qpj  im  Grundrisscontoursystem 
bestimmt.  Die  Coordinaten  von  ^>^  seien  für  M^  als  Anfangspunkt  und 
A^  A\  als  Abscissenaxe  §  und  r\.  Dann  ist  wegen  der  Gleichheit  der. 
Normalen  P'^n^  und  9)2^1 

Ferner  ist 
oder 


3.  Eine  Gerade  im  Meridiansystem  kann  als  Mantellinie  einer  Ro- 
tationskegelfläcbe  aiifgefasst  werden,  und  hieraus  folgt,  dass  einer  Ge- 
raden im  Meridiansystem  eine  Gerade  im  Contoarsystem 
entspricht.  Aus  naheliegenden  Gründen  gilt  hierbei  die  Beschrän- 
kang,  dass  alle  Meridian  geraden ,  die  mit  ^s/tl'g  einen  Winkel  einschlies- 
sen,  der  grosser  ist  als  (90®  —  ä),  keine  entsprechende  Contourgerade 
im  Grundrisse  besitzen.  Schneidet  eine  Meridiangerade  ^^^'^  unter  dem 
Winkel  (90®  —  ä),  so  degenerirt  die  entsprechende  Contourgerade  im 
Grundrisse  in  einen  auf  -^j  A\  liegenden  Punkt.  —  Bezeichnet  man  den 
Winkel,  den  die  Meridiangerade  mit  v^g-^^'g  bildet,  mit  jn,  und  den,  wel- 
chen die  Grundrisscontourgerade  mit  ^i^i  einschliesst,  mit  v,  so  ist 

sin  fi 
stn  V  =  — r. 
cosh 

Parallelen  Meridiangeraden  entsprechen  also  parallele  Con- 

tonrgeradl.  —  Gehen  mehrere  Meridiangerade  durch  denselben  |Pnnkt 

"Ton  -^3-^3)  so  treffen  die  entsprechenden  Contourgeraden  in  einem  Punkte 

ron  Ay^A^^  resp.  A^A\  zusammen. 

Mit  Rücksicht  auf  den  letzten  der  unter  2  angeführten  Sätze  ergiebt 

lieh   femer:    Einem   Strahlenbüschel    im  Meridiansystem   ent- 

»pricht     im     Contoursystem     eine    Schaar     von    Tangenten, 

^Iche    die    dem   Büschelmittelpunkte    zugeordnete   Ellipse 
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^ ^^ ^^ ^ ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^  .4^, 

2)  yy  ^ifir[  cosh. 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  folgt  durch  Elimination  von  vi  »       *? 

II)  y*  {cos^h  —  y^  sin^h)  =  rj^  cos^h.  ..^ 
Da 

(rm^s    parallel  A^a\)   ist,    so  ergiebt  sich,   weil   Ln.^p^m^  als  negativ  in  /3! 

Rechnung  gebracht  werden  muss, 

III)  X  cos^h  —  yy  siv?h  =  |  cos  h. 

Man  erhält  nun  die  Gleichung  der  Contourcurve ,  indem  man  x  und 
y   zwischen    den  Gleichungen  I),   II)  und  III)  eliminirt.     Ein  ähnliches  ::vi 

Verfahren   ist   anzuwenden,    wenn    die   Gleichung   der   Meridiancurve   in 
der  unentwickelten  Form 

.  .  n^,»)=o 

gegeben  ist. 

Bezeichnet  man  (p^m^  mit  X)  und  ^3 ^'3  mit  Xt  so  ist 

IV)  \^  =  yylanh 
und 

V)  X  =  x 

Aus  I),   IV)   und  V)    kann    die  Gleichung    der  seitlichen  Projection    ' 
der  Grundrisscontourlinie  gefunden  werden. 


■  '■■  .i 
•■.■«' 


»■•■ 


I 

^  * '. 
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umbüllen.  Als  ümkehrung  dieaes  Satzes  erhält  man:  Einem  Strab- 
lenbüscbel  in  dem  einen  Contonrsystem  entspricht  eine 
Schaar  von  Hjperbeltangenten  im  Meridiansjstem  und  eine 
Schaar  von  Ellipsen-  oder  Hyperbeltangenten,  oder  wieder 
ein  StrablenbÜscbel  im  andern  Contoursystem.  Die  beiden 
znletzt  angegebenen  Sätze  lassen  sich  in  folgenden  vereinigen:  Einem 
StrablenbÜscbel  erster  Ordnung  in  dem  einen  System  ent- 
sprechen im  Allgemeinen  StrablenbÜscbel  zweiter  Ordnnng 
in  den  beiden  anderen  Systemen. 

4.  Wählt  man  als  Meridian  eine  Parabel,  deren  Axe  mit  A^^^ 
zusammenfällt  (Fig.  4),  so  wird  ein  Rotationsparaboloid  erzeugt,  und  die 
Contouren  dieser  Fläche  sind  bekanntlich  im  Allgemeinen  wieder  Para- 
beln. Der  Scheitel  T^  der  Grundrisscontourparabel  wird  gefunden,  indem 
man  an  den  Meridian  eine  zu  A^  Ä^  senkrechte  Tangente  T^  T^  legt.  — 
Bezeichnet  man  den  Halbparameter  des  Paraboloids,  also  auch  des  Meri- 
dians, mit  p^  so  ergiebt.  sich  aus  der  Construction,  dass  die  Subnormale, 
also  auch  der  Halbparameter  der  Contouvparabeln,  in  Grundriss  und  Auf- 
riss  pseck^  resp.  p  secv  sein  muss.  Diese  Beziehung  liefert  ein  Mittel, 
um  ein  Rotationsparaboloid  ohne  Benutzung  seitlicher  Projection  orthogo* 
nal  darzustellen,  wenn  gegeben  sind  die  Axe  AA\  der  Scheitel  B  nnd 
der  Haibparamoter  p.  Man  würde  nämlich  7'^  finden  können,  wenn  B^T^ 
bekannt  wäre.     Zieht  man  nun  B^  63  parallel  und  gleich  B^  T^ ,  so  ist 

B^C^==  B^T^^jr  ianh  sink. 

Hiernach  ist  ^^  7^  zu  construiren.  Bequemer  ist  es  jedoch,  zunächst  den 
Brennpunkt  f^  der  Grundrisscontourparabel  zu  ermitteln.    Dann  erhält  man 

BJ^  =  T'i A  -  ^1  ^i  =  f  *«^Ä  —  "l  ^^^'^  "'»**  =  4  ^^**' 

Es  ergiebt  sich  'also  folgende  Construction:  Man  mache  L  A^B^D=^h^ 
B^D  =  ^,  Df^±A^A\,  DE±B^D  nnd  f^T^z=  E  B^,    Im  Aufriss  hat  man 

analog  zu  verfahren. 

Es  kann  nun  noch  erwünscht  sein .  die  dargestellte  Fläche  durch 
einen  Parallelkreis  zu  begrenzen,  und  zwar  wiederum  ohne  Benutzung 
seitlicher  Projection.  Soll  die  als  Horizontalprojection  des  f^arallelkreise« 
auftretende  Ellipse  die  Grundrissparabel  in  dem  Punkte  P^  berühren,  so 
ziehe  man  in  P^  die  Normale  P^Q  und  fälle  auf  Ay^A\  das  Loth  Py^- 
Macht  man  dann  LSQR:=h,  SR±SQ  und  SO^±A^a\,  so  ist,  wenn 
wir  auf  Fig.  1  zurückblicken,  0^  Ellipsenmittelpunkt  und  50^  Richtung 
der  grossen  Axe.  Legt  man  hierauf  in  /\  an  die  Contourcurve  eine 
Tangente,   welche  SO^   in   ü  trijBFt,   und   fällt  von  P^  auf  SO^  ein  Loth 
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P|  F,   so  ist  UV  Snbtangente  des  Punktes  P^  in  Bezug  auf  die  Ellipse, 
deren  grosse  Halbaxe  mit  a  bezeichnet  werde.     Dann  ist 

ÜV== , 

also 


Hiemach  kann  a  construirt  werden.  Die  kleine  Halbaxe  ist  asinh,  — 
Die  angegebene  Construction  lässt  sich  für  jede  beliebige  Curve  anwen- 
den. Für  den  speciellen  Fall  der  Parabel  kann  man  sie  natürlich  noch 
vereinfachen. 

5.  Ist  als  Meridianfigur  eine  Ellipse  mit  der  grossen  Halbaxe  a  und 
der  kleinen  b  gegeben,  wobei  a  mit  ^3^3  zusammenfällt,  so  sind  die 
Contourcurven  bekanntlich  wieder  Ellipsen.  Für  diesen  Fall  gehen  -die 
unter  2  angeführten  Gleichungen  I),  II)  und  III)  über  in 

a  '^ 

y«  (cos^h  -  ^^^^^"^^  ^  sin^  hj  ==  iy«  cos^ h , 

b      ^— — —     ^  3j 

X  cos^k  -| ya^  —  0?*  .  — .  sin^h  =  |  coshy 

und  hieraus  folgt  als  Gleichung  der  Grundrisscontourellipse 

S*  «* 


fl*  cos^h  +  6*  5m*  Ä       6* 

Diese  Gleichung  liefert  wiederum  ein  Mittel,  um  die  Contouren  des  Ro- 
tationsellipsoids ohne  Benutzung  seitlicher  Projection  zu  construiren, 
wenn  der  Mittelpunkt  .4/,  a  und  b  gegeben  sind.  (Fig.  5.)  Man  mache 
nämlich  LDM^E^h,  J)M^  =  a,  f^M^=^b,  DE±EM^,  F^G±.EM^^ 
EH=GM^y  HMj^=  B^M^.  B^  ist  dann  der  eine  Endpunkt  der  grossen 
Axe  der  darzustellenden  Ellipse.  —  Eine  analoge  Construction  ist  im 
Aufrisse    anzuwenden,   wobei  natürlich  h  mit  e  vertauscht  werden  muss. 

6.    Hat  man  im  Meri dian System  -  eine  Hyperbel,   deren  Hauptaxe 
2a  mit  ^^A'.^  zusammenfällt  und   deren  Nebenaxe  26  ist,    so  lautet  die 
jrleichung  der  Grundrisscontourcurve 


«*  cos^  h^b^  sin*  h       b* 

Heraus   ergiebt   sich   wieder   eine  Construction  der  Contouren  ohne  Be- 

lutzung  seitlicher  Projection.     Die  Contour  des  getheilten  Rotationshyper- 

>oloids  kann,  wie  die  Gleichung  lehrt,  unter  Umständen  imaginär  werden. 

Für  den  Fall  eines  einfachen  Rotationshyperboloids  erhält  man  durch 

'Vtauschung  von  a  und  b  für  die  Grundrisscontour  die  Gleichung 


i^^'. 


^ 


t^ 


!r>. 
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a       a^  sin^h  —  6*  cos^h 


Die  Contoaren  dieser  Fläche  können  also  sowohl  Ellipsen,  als  anch  Hj- 
'£'-  perheln  sein. 

•V  Aus  den  ^nter  2  angegebenen  Gleichungen  I),  IV),  V)  ergiebt  sich, 

^  dass     die     seitliche    Projection    der    Grundrisscontourlinie 

jeder  Eotationsfläche  zweiter  Ordnung  ein  Durchmesser  der 
MeridiancuTve  ist.  Derselbe  geht  durch  die  Berührungspunkte  der- 
jenigen Tangenten  des  Meridians,  die  auf  AiA\  senkrecht  stehen.  Da 
sich  die  Grundrisscontourlinie  auf  der  verticalen  Hilfsebene  als  Gerade 
projicirt,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Ebene  der  Grundrisscontour- 
linie jeder  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  aufjenerHilfs- 
ebene  senkrecht  steht.     Ein  analoger  Satz  gilt  für  den  Aufriss. 

'  Betrachtet  man  einen  Kegelschnitt,  dessen  Abscissenaxe  mit  der  Ro- 
tationsaxe  zusammenfallt,  als  gegebene  Contourcurve  und  construirt  hieran 
die  Meridiancurve  und  die  zweite  Contourcurve,  so  erhält  man  in  vielen 
Fällen  nur  einzelne  Theile  dieser  Curven  und  nicht  den  vollständigen, 
durch  Rechnung  sich  ergebenden  Kegelschnitt.  ^ 

7.  Ist  im  Meridiansystem  ein  Kreis  mit  dem  Radius  r  gegeben,  des- 
sen Mittelpunkt  0^  von  A^A\  um  a  entfernt  ist,  so  entsteht  ein  cyklisches 
Annuloid,  und  die  Contouren  dieser  Rotationsfläche  sind,  wie  aus  der 
darstellenden  Geometrie  bekannt  ist,  bei  schiefer  Stellung  Ellipsenäqui- 
distanten.  Einem  gegen  A^j(^  allgemein  liegenden  Kreise  ent- 
sprechen also  als  Contourcurven  die  Aequidistanten  der- 
«  jenigen  Ellipsen,  welche  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  zu- 
geordnet sind. 

Dem  Kreisbogen  ed  (Fig.  6)  entspricht  'der  äussere,  dem  Bogen  hc 
der  innere  Theil  der  Grundrisscontourcurve;  die  Bögen  bä  und  ce  besitzen 
im  Grundrisse  keine  entsprechenden  Curven  theile. 

Die  Rückkehrpunkte  P^^  /^i,  öi»  Q\  werdea  dadurch  genauer  be- 
stimmt, dass  man  an  die  seitliche  Projection  der  Grundrisscontourlinie 
Tangenten  senkrecht  zu  A^Ä\  legt. 

Die  seitliche  Projection  der  Grundrisscontourlinie  .ist  eine  Curve 
vierter  Ordnung.  Wählt  man  A^a\  als  X-  und  eine  von  0^  auf  A^A\ 
gefällte  Senkrechte  als  F-Axe,  so  gehen  die  Gleichungen  I),  IV),  V) 
unter  2  über  in 


y  =  a  -p-  }/r^  —  a:*, 


X 


^  =  y  yianh  =  —  (fl  +  Yr^  —  x^)  --  ian h 

und  ^ 

und  hieraus  folgt  als  Gleichung  der  seitlichen  Projection  der  Grundriss- 
contourlinie 
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Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  lassen  sich  die  Rückkehrpnnkte  dnrch  Rech- 
nung bestimmen. 

Es  sei  femer  im  Gmndrisscontoursystem  ein  Kreis  mit  dem  Radius  r 
gegeben,  dessen  Mittelpunkt  0^  von  ^iA\  um  O^U^  =  a  entfernt  ist  (Fig. 7), 
und  es  soll  ermittelt  werden ,  welche  Rotationsfläche  die  Eigenschaft  hat, 
sich  im  Grundriss  als  ein,  resp.  zwei  Kreise  zu  projiciren.  Zieht  man 
einen  beliebigen  Durchmesser  P^  0^  Q^  und  bestimmt  im  Meridiansjstem  zu 
^i>  ^1»  Ol  di©  entsprechenden  Punkte  p,  o,  q^  so  ist 

po  =  oq  =  r. 

Nun  ist  c  bekanntlich  ein  Punkt  der  0^  entsprechenden  Hyperbel  und 
pq  eine  Normale  derselben,  folglich  liegen  p  und  q  auf  der  Aequidistante 
dieser  Hyperbel.  Einem  Kreise  im  Contoursystem  entspricht 
also  im  Meridiansystem  die  Aequidistante  der  dem  Kreis- 
mittelpunkte zugeordneten  Hyperbel. 

Zieht  man  in  dem  Kreise  einen  Durchmesser  Sl^  Sl\  parallel  A^Ai  ^^ 
so  gehören  zu  Sl^  und  Sl\  unendlich  ferne  Punkte  der  Meridiancurve. 
Den  Kreistangenten  J^Sl^  und  J\Sl\  entsprechen  also  im  Meridiansystem 
vier  Gerade  ^s^j,  ^'a^^'a»  ^s-^at  ^'a'^'at  welche  die  Hyperbeläquidistante 
in  unendlicher  Ferne  berühren  und  mit  den  Asymptoten  der  Hyperbel 
parallel  laufen. 

Die  Contourcurve  im  Aufrisse  ist,  wie  man  durch  eine  ähnliche 
Ueberlegung  erfährt,  die  Aequidistante  derjenigen  Curve,  die  dem  Kreis- 
mittelpnnkte  im  Aufrisse  entspricht,  d.  h.  Aequidistante  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel,  oder  ein  dem  gegebenen  congruenter  Kreis. 

Die  Grundrisscontourlinie  projicirt  sich  auf  der  seitlichen  Vertical- 
ebene  als  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  mit  J^J^  und  J*!^'^  den 
nnendlich  fernen  Punkt  gemein  hat.     Setzt  man  m^O^=^x  und  ^aC^a^^^« 

0O  ist 

a  b  icin  h 

3     8  1     i  /P^^ 

mithin   lautet   die  Gleichung   der  seitlichen  Projection  der  Grundrisscon- 
tourlinie 


r«r«  = 

■x'^ 

8  +  ««^« 

tonU 

a* 

laii*h 

X'      ~ 

1. 

8.     Wählt   man    statt   des  Kreises  einen  beliebigen  andern  Kegel- 

»fanitt  als  Meridianfigur,  so  ergeben  sich  je  nach  der  Lage  und  Gestalt 

ieseii  Kegelschnittes  ausserordentlich  mannichfaltige  Contourfiguren.  Einer 

-»rabel  entspricht  z.  B.  im  Contoursystem  eine  geschlossene  Curve,  oder 

le    Curve,  welche  aus  zwei  getrennten,  in  der  Unendlichkeit  sich  tref- 
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fenden  Theilen  besteht,  je  nachdem  die  Parabelaxe  mit  ^^J\  einen  Win- 
kel einschliesst,  der  grösser  ist  ak  (90^  — A),  oder  nicht. 

Einer  Ellipse  entspricht  eine  Contonrcurve ,  die  aus  zwei  geschlos- 
senen Theilen   besteht,   von   denen  der  eine  innerhalb  des  andern  liegt. 

Fig.  8  stellt  die  einer  Hyperbel  ent£prechende  Contonrcurve  dar. 
Der  Meridian  ist  so  gelegt,  dass  den  schwächer  gezeichneten  Curven- 
theilen  und  der  Asymptote  pq  kein  Theil  der  Contourfignr  entspricht 
Der  Asymptote  mn  sind  die  Geraden  ^V^iV^  und  Al\  l\l\  zugeordnet.  Die 
Contonrcurve  besteht  aus  zwei  getrennten  Aesten,  die  von  *^^i  i^i  und 
M\N\  in  der  Unendlichkeit  berührt  werden.  B^^  B^^,  £^^  E\  sind  Cul- 
minationspunkte  der  Contonrcurve,  P^  und  P\  Rückkehrpunkte  derselben. 

In  Fig.  9  ist  umgekehit  zu  einer  Ellipse  im  Contoursystem  die  za* 
gehörige  Meridianfigur  aufgesucht.  Dieselbe  besteht  aus  vier  getrennten 
Theilen,  von  denen  je  zwei  in  Bezug  auf  ^4^.4'^  symmetrisch  sind.  Oen 
auf  ^i^x  senkrechten  Ellipsentangenten  J^^^  und  J\Si\  entsprechen 
vier  Gerade,  welche  die  Meridiancurve  asymptotisch  berühren.  Die  Tan- 
genten in  den  Ellipsenpunkten  />|  und  E^  laufen  parallel  ^i^'i«  folglich 
sind  d^  tfy  ßj  e  Culminationspunkte  der  Meridiancurve.  Die  seitliche 
Projection  der  Grundrisscontourlinie  strebt  dem  unendlich  fernen  Punhte 

von  ^x*^!  ^^^  '^\^i  ^^' 

Eine  Parabel   als  Contourfignr   besitzt  immer  einen,   aber  auch  nnr 

einen  Punkt  ^,  dessen  Tangente  J^^^^  auf  ^i^\  senkrecht  steht.  Die 
entsprechende  Meridianfigur  setzt  sich  also  aus  vier  Theilen  zusammen, 
von  denen  je  zwei  in  Bezug  auf  ^^^^  symmetrisch  sind.  Sie  besitzt 
zwei  symmetrisch  liegende  Asymptoten.  Je  zwei  nicht  symmetrische 
Theile  der  Meridiancurve  haben  denjenigen  Punkt  gemein,  welcher  dem 
unendlich  fernen  Punkte  der  Parabel  entspricht. 

Ist  im  Contoursystem  eine  Hyperbel  gegeben ,  welche  nicht  zwei  auf 
A^A\  senkrechte  Tangenten  hat,  so  entspricht  keinem  endlichen  Hyper- 
belpunkte ein  unendlich  ferner  Punkt  der  Meridiancurve.  Dieselbe  besitzt 
also  in  diesem  Falle  keine  Asymptoten  ,  welche  von  Hyperbeltangenten 
senkrecht  auf  A^A\  herrühren  könnten,  wohl  aber  vier  Asymptoten, 
welche  den  beiden  Hyperbelasymptoten  entsprechen.  Die  Meridiancurve 
besteht  mithin  aus  vier  getrennten  Theilen,  von  denen  je  zwei  sym- 
metrisch sind  und  symmetrische  Asymptoten  besitzen.  Je  zwei  nicht 
symmetrische  Theile  liegen  dagegen  zwischen  denselben,  aber  auch  nicht 
symmetrischen  Asymptoten.  —  Wählt  man  die  Contourhyperbel  so^i  dass 
zwei  ihrer  l^angenten  auf  A^A\  senkrecht  stehen,  so  erhält  man  eine 
aus   acht  Theilen  zusammengesetzte  Meridiancurve  mit  acht  Asymptoten. 

9.  Eine  interessante  Beziehung  zwischen  Contour-  und  Meridiancurve 
besteht  femer  beim  Logarithmoid.     Ist 


y^be 


X 

a 
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••^■J-  ^\^V>.i'v 


die  Gleichung   der  Meridian cu rve ,   so    erhält   man   aus  den  Gleichungen 
IV)  und  V)  unter  2 

•P        f         4P 
.      -"       0       — 

to  =  feß«  .  -  e"  ianh 
a 

oder 

,  to  =  —  6"  tanh, 
a 

Hieraus  folgt  der  Satz:  Die  seitliche  Projection  der  Grundriss- 
contourlinie  des  Logarithmoids  ist  wieder  eine  logarith- 
miscbe  Linie.  Die  Contourcurven  selbst  sind,  wie  man  aus  den 
txleicbungen  I),  II;,  III)  unter  2  erfährt,  nur  logarithmische  Linien, 
wenn  hy  resp.  v  zu  Null  wird;  andernfalls  aber  nicht. 


^•HMhTlfl  f.  Matheoifttlk  a.  Phyiik,  XXI,  4.  19 


1 


XIII. 
Ueber  ein  besonderes  Liniencoordinatensystem. 

Von 

Dr.    K.    SCHWERING 
in  M  finster. 


§  1. 

Man  kann  mit  Recht  c(ie  Eigenschaften  der  Curven  in  metrische  und 
projectivische  unterscheiden.  Den  ersteren,  als  den  in  der  neueren  Greo- 
metrie  minder  hedeutenden,  ist  bei  Salmon,  „Higher  plane  curoes*%  das 
4.  Capitel  gewidmet.  Zu  Anfang  desselben  hebt  der  Verfasser  hervor, 
dass  die  Cartesischen  Coordinaten  sich  den  Dreieckscoordinaten  gegen- 
über bei  Erforschung  der  metrischen  Eigenschaften  der  Curven  im  All- 
gemeinen im  Vortheil  befinden.  Es  erscheint  daher  wtinschenswerth,  für 
die  Liniencoordinaten  ein  System  zu  besitzen,  welches  annähernd  diesel- 
ben Vortheile,  wie  bei  den  Punktcoordinaten  das  Cartesische  System, 
darbietet.  Als  solches  kann  ich  dasjenige,  welches  als  Coordinaten  einer 
Geraden  die  reciproken  Werthe  der  auf  den  Axen  abgeschnittenen 
Strecken  nimmt,  nicht  gelten  lassen,  weil  dasselbe  viel  zu  sehr  in  den 
Charakter  des  Punktcoordinatensystems  eingeht  und  es  andererseits  durch- 
aus wünschenswert!!  ist,  als  Coordinaten  nicht  reciproke  Werthe,  sondern 
direct  messbare  Strecken  zu  definiren.  Noch  weniger  dürfte  sich  der 
Vorschlag  Plücker's  empfehlen,  als  Liniencoordinaten  einen  der  von 
der  fraglichen  Geraden  auf  den  Axen  bestimmten  Abschnitte  und  die 
trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  derselben  zu  wählen. 
Dass  das  vt)n  mir  im  Folgenden  anzugebende  System  wirklich  das  an- 
gestrebte Ziel  erreicht,  wage  ich  nicht  zu  behaupten;  einen  Vortheil  an- 
derer Art  glaube  ich  aber  durch  Zugrundelegung  desselben  bei  meinen 
Vorlesungen  mit  Sicherheit  gewonnen  zu  haben.  Das  neue  Coordinaten- 
system  ist  nämlich  von  den  dem  Anfänger  bekannten  Punktcoordinaten 
so  wesentlich  verschieden,  dass  eine  aus  Verwechselung  der  Begriffe 
resultirende  Verwirrung  unmöglich  wird  undder  Lernende  das  Verschie- 
dene und  Gleichartige  der  beiden  Systemarten  leichter  und  klarer  einsieht 


J 


■vVi 


■.*-=.| 


■'■fi 


vi 
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Das  Coordinatensystem  besteht  aus  zwei  parallelen  Geraden,  die 
durch  ein  auf  ihnen  errichtetes  Loth  in  den  Punkten  0  und  Q  geschnit- 
ten werden.  Die  Strecke  OQy  die  Entfernung  der  beiden  Parallelen, 
nennen  wir  <?,  und  definiren  nun  als  Coordinaten  der  Geraden  Z,  welche 
die  Parallelen  in  den  Punkten  J  und  B  schneidet,  die  in  derselben  Rich- 
tung gemessenen  Strecken  OA  und  QB^     Wir  bezeichnen  dieselben  durch 

u  =  OA  und  v=QB 

und  nennen  die  beiden   Parallelen  OJ  und  QB  mit  Rücksicht  darauf  die 
U'  und    F-Axen. 

Aus  dieser  Definition  folgt,  dass  jede  im  Endlichen  liegende  Ge- 
rade zwei  endliche  bestimmte  Coordinaten  besitzt,  mit  Ausnahme  der- 
jenigen, welche  den  Axen  parallel  gehen.  Diese  letzteren  haben  zwei 
unendlich  grosse  Coordinaten,  die  zu  einander  in  einem  bestimmten  Ver-  v^ 

hältnisse  stehen,  nämlich  in  demjenigen  der  Entfernungen  der  fraglichen  ^^ 

Geraden  von  den  Coordinatenaxen.     Sie  spielen  also  dieselbe  Rolle,  wie  '^ 

im  Cartesischen  Coordinatensystem  die  Punkte  -  der  unendlich  fernen  Ge-  '  <M 

raden.  .^ 

Betrachten  wir  nun  die  lineare  Gleichung  M 

■  1^ 

1)  •  au  +  ßv  +-y  =  0.  '1 
Möge  die  Gerade  Uq,  Vq  derselben  Genüge  thun,  so  ist  durch  Subtraction 

2)  a{u-u,)  +  ß{v-^v,)  =  0. 

Die  geometrische  Bedeutung  von  a:ß  ist  also  das  mit  umgekehrtem  Vor-  . 
zeichen   genommene  Verhältniss   d<>r  Entfernung   des  Schnittpunktes  der  \j 

beiden  Geraden  Mj,  Vj  ;  Wq,  y^,  welche  der  Qleichung  1)  genügen,  von 
den  beiden  Axen.  Soll  daher  zu  einer  weiteren  Coordinate  u  die  zu- 
gehörige T  gefunden  werden ,  so  haben  wir  den  auf  der  Ü-Axe  gegebenen 
Punkt  mit  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  Wj,  v,;  Wq,  r^  zu  verbinden. 
Alle  Geraden,  deren  Coordinaten  m,  v  die  Gleichung  1)  befriedigen, 
laufen  also  durch  jenen  Schnittpunkt.  Mithin  ist  1)  die  Gleichungeines 
Punktes. 

Wenn  die  Coefficienten  a,  j3  in  Gleichung  1)  gleiche  Vorzeichen 
haben,  so  beweist  2),  dass  «/  — w^  und  p  —  Pq  entgegengesetzte  Vorzeichen 
besitzen,  und  daraus  leitet  man  ab,  dass  der  fragliche  Punkt  innerhalb 
der  beiden  Axen  liegt  Ist  das  Vorzeichen  von  «  und  ß  verschieden ,  so 
liegt  aus  dem  analogen  Grunde  der  Punkt  ausserhalb  der  beiden  Paral- 
lelen.    Insbesondere  bedeutet  jede  Gleichung 

3)  M  —  y  =  y 

einen  unendlich  fernen  Punkt. 

Um  diese  Betrachtungen  noch  genauer  zu  verfolgen,  ziehen  wir 
durch  den  Punkt  1)  eine  Parallele  zur  Geraden  (i/^,  t'o)*  Möge  dieselbe 
die  Coordinaten  t/Q+^,  Vq-\- A  haben.     Dann  findet  man 


3. 


^ 
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Dar&ns  folgt 

Damit  ist  die  geometriBclie  Bedeutung  de 
loger  Weise  erschlosBen ,  nie  es  bei  den  Pn 
nag  der  geraden  Linie  zn  geschehen  pfleg 
Normalfortn  der  Oleicbung  I)  die  Rede 
ein  ein  Factor,  Bo  dase  a-^-ß^l  wird,  so  l 
„Die  Entfemnog  des  l'nnktes  1)  vo- 
in  der  Ricbtnng  der  Axen." 

Die  senkrechte  Entfernung  des  l'miktt 
von  der  Geraden  (h,  d)  wird,  wie  man  t 
durch 

e  «"  + 


Hieraus  ergiebt  sich  alsbald  die  allgemeine 
Mittelpnnkt  der  Punkt  ij  und  deswen  Rad 
5)  i„u  +  ßc  +  y)'e*  =  [e^  +  {u- 

Stellen  wir  mit  derselben  die  Gleichung 
erhält  man  zwei  Werthepaare  u,  v,  die  dei 
welche  man  vi)m  Punkte  aus  an  den  Kreis 
paare  fallen  zueammen ,  wenn  der  fraglic 
angebölt.     Dies  ist  nun  der  Fall  bei  den 

deren  Oleicknngen  sind  von  fl  und  den  Cc 

sie  gehören  also  allen  Kreisen  der  Ebene  e 

sahen,  unendllcb  fern  und  spielen  unter  dem  Namen  unendlich  ferne 

Kreispnnkte  in  der  neueren  Geometrie  eine  hervorragende  Rolle. 

Suchen  wir  endlich  den   Inhalt  des  Dreiecks  zu  bestimmen,  welch« 
von  dea  Punkten  A  =  0,  5  =  0,  C=0  gebildet  wird.     Sei 

C^a^u  +  b^v  +  c^  =  0. 
Nehmen  wir  an,  die  Gleichungen   seien   auf  die  Normalfonn  gebracht, 
80  dass 

l  =  a,  +  (.^  =  o,+6,  =  «j,  +  6„ 

ziehen  wir  durch  A  und  C  Parallele,  durch  B  eine  Senkrechte  zn  der 
Axen;  möge  die  durch  A  gegebene  Parallele  der  Dreiecksseite  Bt 
im  Punkte  D  begegnen,  und  der  Schnittpunkt  der  Parallelen  dnrcb  f 
mit  der  Senkrechten  durch  B  möge  E  beissen.  Dann  ist  der  Inhalt  de- 
Dreiecks 
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Möge  die  Seite  B  C  die  Coordinaten  u',  v'  haben ,  so  ist 

(«2  ^3  —  ''s  ^2)  ^'  +  «2  ^3  —  S^2  =  ö. 

Werden   die  Werthe   m',  v    in  irf  für  w  und  v  eingesetzt,   so  ergiebt  sich 
Die  Länge  AD,     Ferner  hat  man 

BE:CE=e:v  —  u\     CE=:c^  —  c^, 

Setzt  man  diese  Werthe  von  B  K  und  A  D  ein ,  so  findet  sich 

6)  J=\e2+a^b^c^. 

§  2. 
Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades. 

Wir  'schreiben  dieselbe  in  der  Form 

7)  «ll"*+  ^»1%  Wt;  +  022«*+  2ai3M  +  2fl23«'  +  «83=  Ö« 

Dann  beweist  man   zunächst  auf  mannigfache  Art,  dass  dieselbe  in  das 
System  zweier  Punkte  zerfällt,  wenn 


8)  H  = 


«11 

«12 

«13 

^12 

«22 

«23 

''is 

«23 

«33 

=  0. 


Hiervon  überzeugt  man  sich  vielleicht  am  einfachsten,  indem  man  ver- 
sacht,  die  Bedingung  anzugeben,  unter  welcher  die  Curve  zweiter  Classe 
7)  eine  Doppeltangente  besitzt. 

Bei  den  ferneren  hierher  gehörigen  Discussionen  spielt  die  Betrach- 
tung der  parallelen  Tangenten  die  Hauptrolle.  Im  Allgemeinen  besitzt 
der  Kegelschnitt  7)  zu  jeder  gegebenen  eine  parallele  Tangente.  Denn 
ist  M,  V  die  gegebene  Tangente ,  so  wird  u  +  or,  f  +  cx  die  parallele  sein, 
wenn  er  durch  die  Gleichung  bestimmt  wird 

9)     («n  +  2  «12  +  «22)  «  +  2  [«u  "  +  «12 1«  + «')  +  «22  «^  +  «13  +  «23)  =  ö- 
Diese  lineare  Gleichung  ist  nur  dann  unerfüllbar,  wenn 

10)  «n  +  2aia  +  fl22  =  0. 

In  diesem  Falle  haben  wir  also  einen  Kegelschnitt,  der  im  Endlichen 
keine  parallelen  Tangenten  paare  besitzt,  also  eine  Parabel  vor  uns. 
Die  Frage,  ob  eine  Curve  zweiter  Classe  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  wird 
uun  durch  die  Betrachtung  der  Asymptoten  entschieden.  Dieselben  sind 
lir  die  erstere  Curve  reell,   für  die  letztere  imaginär. 

Damit   die  Tangente   (?/,  p)  Asymptote   der  Curve  werde,   muss  die 

hr  unendlich  benachbarte  Tangente  derselben  papallol  gehen,  oder  um- 
gekehrt,  die  parallele  Tangente  muss  mit  (i/,  v)  zusammenfallen.     Dies 

ritt,  wie  9)  beweist,  ein,  wenn 

11)  rtji u  +  a^jj (?/ ^v)  +  a^V'\-  r/j3  +  ajj3  =  0 
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wird,  denn  dann  resaltirt  für  a  der  Wertb  0. 
für  sich  die  Bedeutung  der  Gleicbnng  eines  f 
in  Verbindung  mit  7)  die  Aeymptotea  liefert, 
Scbnittpanktes  der  Asymptoten , -d.  b.  des  Mi 
Ftlr  die  Parabel  kann  man  ihr  die  Form  ertbe 

und  dief>e  Form  lehrt,  dass  der  Mittelpunkt  um 
wir  u  =  v,  so  wird  für  die  Parabel 

Sie  besitzt  demnach  nnr  eine  Tangente,  welch« 
senkrecht  steht,  im  Endlichen.  Bividirt  man  i 
Reenltal  aacb  dabin  aussprechen,  daes  die  nnen 
Coordinaten  ja  gleich  und  unendlich  gross  sind 
berahrt. 

Führen  wir  die  Elimination  zwischen  11) 
wir,  dass  reelle  Warzelu  u,  c,  also  reelle  Asym 
gefanden  wird,  wenn  der  Ausdruck 

negativ  ist;  dass  dagegen,  wenn  derselbe  posit 
Ellipse  sein  wird. 

Die  Rechnnng  kann  auch  in  der  Weise  g 
die  Entscheidung,  ob  die  Cnrve  Ellipse  oder 
Kealität  ihrer  unendlich  fernen  Punkte  führt, 
unendlich  fernen  Punktes 

u  —  v  =  y, 
so    muss    das  Elimination sresultat    zwei    gleiche 
fuhrt  für  y  zu  der  quadratischen  Gleichung 

>'('■'.!  -  '„'n)  +  ^r  I"bI"„  +",1)  -  «1: 
+  K.  +  "J'-",.{«„H 
deren  Discriminante  die  vorhin  angegebene  ist. 
so  schwierig,  als  sie  beim  ersten  Anblick  fich« 
nur  die  durch  "n  +  2«,,  +  «jg  theilbaren  Gli 
Seite  stellt. 

Die  Transformation  für  das  Coordini 
Theorie  der  Curven  zweiter  Classe  natürlich 
Wenden  wir  zunächst  einmal  die  Umformung  a 
U  =  au  +  ßv,  t  =  yu  +  i 
so  bedeutet  u  die  Entfernung  des  Punktes  01 
raden  u,  0  gemessen  nach  der  Richtung  der  Cot 
aber  dieser  Punkt  in  der  Linie  OQ  und  somit  •> 
Transformation   eine  Verschiebung  der  Cooi^: 
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sich  selbst  bewirkt,  ohne  dass  dabei  das  e  mit  dem  ursprüngliclieii  e 
übereinzustimmen  braucht.  Ersetzen  wir  u  durch  w"-}-«,  »'  durch  ?'"+j3, 
so  wird  eine  Aenderung  des  Systems  dahin  vorgenommen,  dass  die 
Punkte  0,  Q  im  Allgemeinen  aus  ihrer  zu  den  Axen  festgesetzten  bevor- 
zugten Lage  treten. 

Soll  eine  Drehung  der  Axe  erfolgen,  so  erhält  man  Ausdrücke  für 
ti,  p,  die  linear  in  t/^  v  sind  und  ohne  Schwierigkeit  abgeleitet  werden 
können.  Nennen  wir  die  Mittelpunkte  0\  Q'  des  neuen  Coordinaten- 
Systems  und  haben  dieselben  die  Gleichungen 

0'=  aM-f  6r;  4- c  =  0,     ()'— OjM  +  6ji;  +  Cj  =  0, 

dann  wird  die  senkrechte  Entfernung  derselben 

und  man  findet  zwischen  den  alten  Coordinaten  t/,  v  und  den  neuen  u^ 
ü   einer  beliebigen  Geraden,  wenn  wir  voraussetzen 

a  +  6=l,     01  +  ^1  =  1: 


(c  —  Cj)  (»  —  «)  +  (öj  --  a)  e*' 

Analog  wird  der  Ausdruck  für  u\     Der  Nenner  ist  derselbe. 

Nehmen  wir  die  parallelen  Scheiteltangenten  zu  Axen  unseres  Co- 
ordinatensystems ,  so  können  wir  die  Gleichung  der  Ellipse  und  Hyper- 
bel in  die  Form  setzen 

Ist  G  positiv,  so  haben  wir  eine  Ellipse,  ist  es  negativ,  eine  Hyperbel 
vor  ans.     Für  den  Kreis  mit  dem  Radius  r  =  ^e  wird 

und  daraus  erhalten  wir  eine  sehr  elegante  Construction  der  Ellipse  und 
Hyperbel  mit  Hilfe  eines  Kreises.  Bestimmen  wir  nämlich  am  Kreise 
durch  eine  Beihe  von  Tangenten  Paare  u,  v  und  tragen  diese  Paare 
dann  auf  die  Axen  0  U  und  Q  F,  die  eine  andere  Entfernung  von  ein- 
ander haben,  ab  in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne,  so  erhalten 
wir  ersteren  Falle  eine  Ellipse,  im  zweiten  eine  Hyperbel.  Bemerkens- 
werth  ist  dabei  die  gleichseitige  Hyperbel. 

Da  es  mir  durchaus  fern  liegt,  eine  Theorie  der  Kegelschnitte,  ge- 
gründet auf  unser  Coordinatensystem ,  zu  schreiben,  so  breche  ich  die 
Untersuchungen  hier  ab,  um  die  Anwendbarkeit  des  Systems  noch  bei 
Erörterungen  darzulegen,  die  einige  Curven  höherer  Ordnung  betreffen. 

§3. 
Weitere  Anwendungen  des  Systems. 

Nehmen  wir  die  Asymptote  der  Cissoide  zur  Axe  der  0,  die  durch 
den  Doppelpunkt  derselben  parallel  gehende  Gerade  zur  Axe  der  u,  fer- 


r  ein  besonderee 

□kt  selbst  als  den 
eren  Linien coordi 

den  wir  folgende 
g  der  Ciasoide  sc 

X>  =  g 
Jurve  vom  Oescblt 
ihalb  die  Coordin 
,  n&mlich 

2rl» 

e  Gleichung  der 

i{i»+3)^- 
ie  Gleichung  der 

nit  15)  identificirl 

;eencbte  Gleichnni 
npnnkte  unserer  ' 
die  Brennponk 
Q  beiden  unendlii 
I  Tdngenteu  an  ( 
len  in  n^  Punktei 
rennpnnkte  der  C 
L  für  onser  Coord 

le  Gleichung  n"" 
plei  sein  werden 
'o  liefern,  welche 
vir    dazu    die    cn 

„(,,_„,,_, („, 

Brnunpnnktes ,  nH 
iDtsprechenden  / 
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Daraus  folgt,  dast 
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die  Gieichangen 

3u  =  ti  and  3u  =  4ii. 
der  Linie  OQ  oder  der  ^-Äxe  UDSores  Pnnktcoordi- 
war  in  den  Entfernangen  x  ^  —  r  und  x  ^  8r.    Nen- 
ongen  eines  Cnrvenpnnktes  von  den  beiden  Brenn- 
I  findet  man 

|5*(i.»+3r*)  =  («*+I5r»)». 
I  znr  Eardioide,  so  ist  deren  Gleichnng  in  Punkt- 
ict 

B  /)  =  0  hat,  Bo  findet  man  x  und  y  als  rationale 
rametera  1,  nämlich 

vW  =  4H'{r«-l^), 

tC(i)  =  (r»+lV. 
'angente  wird 

l*_r^,_i(3r*-i»)y  +  4H  =  0, 
4-  )•'  abgeschieden  werden  kann.  Dieser  Umstand 
rameter  i  =  ri,  welcher  wegen  qi(ri):9{rt)^i  dem 
eispunkle  angehört,  einem  Rückkehrpunkte  unserer 
tun  foigt  aus  den  PlUcker'schen  Formeln,  indem 
Ordnung  drei  Rückkehrpuukte  besitst,  dass  sie  von 
D  muss.  Da  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  RUck- 
werden  alle  neun  Brennpunkte  «usammen fallen. 
I  Doppeltangente  der  Kardioide  —  es  ist  die  Linie 
]te  der  a,  die  dazu  parallele  x=  4r  als  Ate  dter  v, 
tieichung  der  Curve  in  uuGerem  System,  dessen  OQ 
tngente  ist, 

unendlich  grosse  Werthe  von  p  gehören ,  so  ist  die 
Doppeltangente.  Die  Berührungspunkte  haben  die 
^^.r.     Schreibt  man   18)  in  der  Form 

4««e-3r*iw  +  8«)  =  0, 
lie  Gerade  OQ  die  Rolle  spielt,   welche  bei  den  in 
;ebenen  Curven  dem  Mittelpunkte  sufällt. 
I  u  findet  man  die  parallelen  Tangenten  «+«,  c  +  a 
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Setzt  man  das  von  a  anabhSngige  Glied  dieser  Gleichung  gleich  Null, 
so  erhält  man  die  Bedingung,  unter  welcher  xwei  parallele  TangenteD 
zosammenfallen.  Durch  Combination  mit  der  Cunrengleichnng  ergeben 
sich  dann  die  (nicht  reellen)  Asymptoten. 

Da  in   unserem  Falle   e  =  ^r   ist,   so  hat  man  sur  Ermittelung  des 
Brennpunktes  die  Supposition 

M  =  r  +  f  ri,     r  =  2  — Jri. 

Dann  folgt  für  z  die  Gleichung  (z  +  Jri)'=0,  also  ergiebtsich,  wie  wir 
voraussahen,  ein  einziger  Brennpunkt.     Derselbe  hat  die  Gleichung 

Kr  liegt  auf  der  Ä-Axe  in  dem  Abstände  x  =  r\  er  fällt  also  mit  dem 
Centrum  des  festen  Kreises,  welcher  bei  Erzeugung  der  Cardioide  als 
Rollcurve  benutzt  wird,  zusammen. 


»: 


?^ 
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XVI.   üeber  die  geometrisohe  OarBtellung  der  Zastandsveränderung  eineB 
Körpers  durch  die  Wärme  nach  der  meohanisohen  Wärmetheorie. 

(Hierzu  Taf.  V,  Fig.  10  —  12.) 

§  1.  In  verschiedenen  Aufsätzen,  welche  der  königl.  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Stockholm  vorgelegt  sind,  habe  ich  von  einigen  Unter- 
suchungen, betreffend  die  geometrische  Darstellung  der  Zustandsverände- 
rung  eines  Körpers  durch  die  Wärme  nach  der  mechanischen  Wärme 
theorie,  Bericht  erstattet.  Ich  erlaube  mir,  einige  der  gefundenen  Re- 
sultate mitzutheilen ,  welche  zeigen,  dass  bemerkenswerthe  geometrische 
Beziehungen  stattfinden  zwischen  den  vornehmsten  der  in  der  mechani- 
schen Wärmetheorie  vorkommenden  Quantitäten. 

Wir  denken  uns  hierbei,  die  Gewichtseiuheit  eines  Körpers  werde 
einer  unendlich  kleineu  umkehrbaren  Wärmeveränderung  unterworfen. 
Der  äussere  Druck  sei  stets  normal  gegen  die  Oberfläche;  dp,  dv  und  dT 
mögen  die  Aenderungen  von  Druck,  Volumen  und  absoluter  Temperatur 
bezeichnen.     Dann  kann  man  bekanntlich  setzen 


la)         ^ 

Ib) 

Ic) 

Hier  bezeichnen  A,  x,  /, 


dg  =  idt>  +  ndp^ 
dq=:  l  dv  +  cdT^ 
dq  =  CdT+hdp. 

c,  C  und  h  Functionen  der  unabhängigen  Va- 
riabein V  und  p.  C  ist  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke, 
c  dieselbe  bei  constantem  Volumen,  /  die  latente  Ausdehnungswärme;  h 
kann  feiglich  latente  Druckver an derungs wärme  genannt  werden. 
Wir  geben  hier  die  verschiedene  Wärmemenge  durch  die  äquivalente 
Arbeitsmenge  an;  dg  ist  dann  die  elementare  Arbeit.  Die  Zustands- 
änderung  wird  nach  Clapeyron's  bekannter  Methode  bestimmt. 

§  2.  Wir  wollen  die  Gleichung  la)  transformiren ,  damit  sie  für  die 
Untersuchung  eine  bequemere  Form  erhalte.  Das  Bogenelement  ds  von 
ier  die  Zustandsveränderung  darstellenden  Curve  i^t 

2)    ' 
^ir  setzen 


.'> 


ds=ydu^  +  dp^. 


und  weiter 

4)  z=y^T^* 

und 

5)  -  =  ».«,f.,      ^=cosi 

Dann  ist 

6)  dgs=t(sin^cüsip  +  cosili  nntp)  ris  =  t  sin{i 
wenn  man  annimmt 

7)  V+f^I- 

Man    findet    ohne    Schwierigkeit,    dasB   q>   der 
Tangente   an    der  ZnataadacuTve   im  Punkte  r/. 
das  Sapplement    des  Winkels   zwischen   der  Ta 
an  der  adiabatischen  Curve  und  der  y-Ase;   % 
beiden  Tangenten. 

§  3.    Einen   analogen  Ansdrnck  kann  man 
der  innern  Arbeit  herleiten.     Man  hat  znfolge 

8)  dq  =  (tu  +  pdv, 

9)  dudq-pdv  =  (k—p)  dv  + 

Setzt  man  hier 


10}  :'=/a -;')'+«*, 

11)  ^  =  „„y/        -  =  cos, 

SO  orhSlt  man 

]2)  du  =  j'(smif.'f(.s.p  +  cvs^'smq)  ds  =  tsi„{, 
Hier  ist  «fi  das  Snpplement  znm  Winkel  zwiscl 
isodynamischen  Curve  und  der  e  Axe,  %  ^^^' 
Tangeate   and   derjenigen   an    der    die   Znstand 

§4,  Die  Gleichungen  .6)  und  12}  könne 
legnng  erhalten,  welche  eine  in  hohem  Grade 
der  erwähnten  Veränderung  gichl. 

Man  siehe  za  diesem  Zwecke  zwei  geg( 
Linien  ab  nnd  crf  (Fig.  10)  durch  den  Punkt 
angiebt,  worin  dor  Körper  hei  Anfang  der  Vi 
die  eine  ab  dieser  Linien  wird  so  gezogen,  i 
Curve  im  Pnnkto  o  tangirt.  Mit  einem  willk 
den  zwei  gleiche  Kreise  construirt ,  welche  dt 
Mittelpunkte  auf  der  Linie  cd  liegen.  Man 
gegeu  einander  winkelrechte  Linien  ab'  und  c 
gehen,    und  lasse  a'b'  die  isodynamieche   Cur^ 


i»\« 
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Z  COS 


(|-  —  zj  <^^  =  ^  sinxds  =  dq. 


iVird    z  =  oh   in   zwei  Componenten  oa  and  oc  zerlegt   parallel  mit  den 
J-  und  p-Axen,  so  ist,  wenn  der  Winkel  oba^='^  gesetzt  wird, 


*  Die  Darstellung  ist  analog  mit  Zeuner's  bekanntem  Diagramm  für  die 
'hieberbewegong. 


Vti-t:! 


» 


\ 


.7^ 

./•■;■* 


■?3a 


berühren.  Mit  einem  Halbmesser,  welcher  sich  zu  dem  Halbmesser  der 
ersten  Kreise  verhält  wie  z':  z,  zeichnet  man  zwei  Kreise  durch  o  un^ 
mit  den  Mittelpunkten  auf  der  Linie  cd.  Die  also  construirte  Figur 
giebt  die  Geschwindigkeit  der  Wärmevariation  in  verschiedenen  Rich- 
tungen.    Man  hat  kämlich 

dq  .  du        ,   .     , 

ds              ^'    ds               **  -vM 

Die   von    o   gezogenen  Sehnen    bestimmen  folglich  bei  einem  constanten  -  J 
Werthe   ds   die  Veränderungen,   welche    die   totale   und   innere  Wärme 
menge  erleidet.     So  z.  B.  giebt  die  Figur,   dass  bei  Veränderung  nach* 

ol    die  totale  Wärmemenge  constant  ist;  innere  Wärme  wird  zur  '.'.^ 

Arbeit  verwandelt.  '■■■„% 

02.  Wärme  wird  aufgenommen  von  aussen  und  eine  ebenso  grosse  "^1 
Veränderung  in  der  innem  Wärmemenge  findet  statt.  '% 

03.  Wärme   wird   aufgenommen  und  gänzlich  zur  Arbeit  verwan-  -  '■% 
delt;  keine  Veränderung  in  der  innem  Wärme.  -h 

04.  Die   grösste    Veränderung  in    der  totalen  Wärmemenge;    die  -5 
innere  Wärme  wird  vermehrt.  ;•  s 

ob.   Die  grösste  Veränderung  in  der  innem  Wärme.  .^i^ 

o6.   Aus  der  aufgenommenen  Wärme  wird  innere  Wärme.  '{^ 

§  5.     Man   kann   eine   andere   Auslegung    der   Gleichungen    geben,  -^ 

welche   als  Ausdruck  für  die  Veränderungen,   die  ein  Körper  durch  die  S 

Wärme  erleidet,  hergeleitet  wird.  >^ 

Sei  0  (Fig.  11)  .ein- Punkt,  welcher   den   Zustand   des  Körpers   be-  ,  ijj 


zeichnet,  und  od  die  Tangente  zur  adiabatischen  Curve  durch  Oy  ob  eine 
dagegen   winkelrechte  Linie ,   deren  Länge   z  ist.     Wir  betrachten  z  als  -^ 

eine  Kraft,  welche  auf  einen  materiellen  Punkt  in  o  wirkt,  der  sich  nach  ■'^. 

der  die   Zustandsveränderung   ergebenden    Curve   bewegt,    während    die  "i) 

Kraft  z  beständig  normal  gegen  die  adiabatische  Curve  durch  den  Punkt  /^ 

0,  wo  der  bewegliche  materielle  Punkt  sich  gelegentlich  befindet,  ge- 
richtet ist.  Man  findet  aus  6),  dass  die  Arbeit,  welche  die  Kraft  z  ver- 
richtet, während  ihr  Angriffspunkt  das  Bogenelement  ds  durchläuft;  =dq 
ist.     In  der  That  ist  der  Winkel  zwischen  der  Bichtungslinie  der  Kraft  -^ 

jr 

und  der  Bichtung  des  Wegelements  77  —  x ,  also  die  erwähnte  Arbeit  '  % 


,«.  =  1,  oc^: 
e  beiden  Compo 
1  Gleichung  la) 
rd,  rfc  und  dp 
n  oa  und  oc  sir 
[  der  isodyuamic 
ilreclit  gezogen, 
ilt  man 

cosp'  cosofg 
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dscurve  die  inne 
Helen   Coroponer 

aft  z  in  zwei  Cot 
bei  der  Bewegi 
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fihrend  der  Znsl 

die  Tangente  ni 


'■dp'     ■■* 

V„:Ta  =  -  dp:d 
/e  hat  man  zufo 

Curve 
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ad  iabati  Heben  C 
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Ebenso  folgt  ans  den  Gleichungen  la)  und  Ib),  wenn  man  v  con- 

stant  setzt, 

dq  =  Kdp=:cdT 
oder 

Endlich  erhält  man   ans   den  Gleichungen    Ib)   und    Ic),    wenn    in 
ihnen   T  constant  angenommen  wird, 

dg=-ldv  =  hdp 
oder 

Aber  nun  ist* 

Dadurch,  dass  man  die  Gleichungen  17),  18),  19)  und  20)  mit  ein- 
ander vergleicht,  findet  man 

fi-T  =  -'- 

Aus  den  Gleichungen  5)  folgt 

22)  —  =  tang  ii>. 

Weiter  hat  man,   wenn  &  das   Supplement  des  Winkels   bedeutet, 
welchen  die  Tangente  an  der  isothermischen  Curve  mit  der  v  -  Axe  bildet, 

23)  to„,e=-g)^=-l. 

Durch  Vergleichung   zwischen   den   Gleichungen   21),   22)   und   23) 

bekommt  man 

24)  C  ^tangt 

/  '     c       iangS' 

Diese  Gleichung  hat  eine  geometrische  Bedeutung.  Wenn  man  nämlich 
od  und  oi  (Fig.  12)  die  'I'angenten  zu  den  adiabatischen  und  isother- 
miscben  Curven  in  einem  Punkte  o  vorstellen  lässt,  entsprechend  dem 
Volumen  On  und  dem  Drucke  oi?,  so  ist 

on  ^      on 

tang'^  =  '-,      tangS^—:. 
nd  nt 

Hieraus  folgt 

C  _n% 

c      nd' 


*  Claufiiua,  AUhandlungen  fiber  die  mechanische  Wärmetheorie,   II,  S.  15. 
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Die  specifische  Wärme  bei  constantem  Dmcb 
apecifischen  WSrme  bei  constantem  Volamen 
die  ieotbermische  nnd  die  adiabatische  Carve. 

§  8.  Man  hat  ferner  .nach  Claasins* 
angenommenen  Bezeichnungen 

wie  Atich 

Darch  Mnltiplication  der  beiden  Qleichnngen 

und  mit  Benatsnng  der  Gleichung  2!i) 
27)  kl=-T{C-c). 

§  9.  Zieht  man  (Fig.  12)  eine  Linie  6s  ^ 
recht  gegen  die  Tangente  oi  der  isotherm ische 
ou  die  latente  Ansdehnnngs wärme  l  an  und 
DmckTeränderaDgswKrme  h.  Man  hat  nämlicli 
also  Lobu=^ili^B,  wie  auch 

ob  :  ou  =  sinbuai  sinobu  =  cosS 
woraus  folgt 

zsin{iti—S) 


■T*( 


CO!«      • 

Setzt  man  in 

den 

und 

X=*-8    - 

od«- 

rf, 

=  /dB  =  isin(*  — « 

Aber  nnn  ist 

(s). 

and  folglicli 

CO»  6 

In  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ous  ist 
os'^ou  .coloiu  =  lco 
Mit  Benutzung  der  Qleicbung  23)  findet  man 


*  Abhandlungen  Ober  die  mechanische  Wärme 
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os  =  —  Ä. 
Ans  den>^  zwei  ähnlichen  Dreiecken  ous  und  aub  erhält  man 

bu  :us  =  ua  :  uo^ 


bu-^  US  :u8  =rua'^uo  :uo 

Os  :  M5=  ao  :  uo  ==  A  :  /. 
US  :  bu  =  OS  :  ab^=^hi%. 


also 

oder 

Aber  ausserdem  ist 

Hieraus  folgt 

/;5  :  6tt  =  —  AÄ  :  x/ 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichung  21) 

bu      c  * 

Die  beiden  gegen  die  Tangente  der  isothermischen  Curve  winkelrechten 
Geraden  bs  und  bu  geben  also  die  relative  Grösse  von  C  und  c  an; 
werden  sie  mit  C^  und  q  bezeichnet,  so  hat  man  folglich 

28)  -^  =  -. 

c^       c 

Die  Linie  o/,  welche  einen  Theil  der  Tangente  an  der  isothermi- 
schen Curve  ausmacht,  steht  in  einer  bemerkenswerthen  Beziehung  zu 
der  absoluten  Temperatur,  dem  durch  den  Punkt  o  angegebenen  Zustande 
des  Körpers  entsprechend.  Man  hat  nämlich  aus  den  ähnlichen  Dreiecken 
ous^  ots^  uab  und  bcs 

ot:ou  =  ab:ub,     ol :  os  =  bc  :  bs. 

Wird  ot  mit  T^  bezeichnet,  so  findet  man  hieraus 

29)  ^^-7=-W- 

Aber    durch  Vergleichung  zwischen  den  Gleichungen  18),  26),  17)  und 
26)   erhält  man 

.30)  T=j^--, 

also   ist 

31)  Tc^T^c^,     TC=T^C^. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  die  doppelten  Flächen  der  Drei- 
ecke obu  und  abs  die  Producte  Tc  und  TC  darstellen* 

§  10.  Die  angegebene  geometrische  Darstellung  macht  es  leicht, 
mebrere  Relationen  zwischen  verschiedenen  Arten  der  Wärmecapacität 
hersnlGiten. 

VTeil  in  der  Fig.  12  die  Flächen 

obs  =  obu  +  osu 
und 

X0itmontifi  f.  Mathnniatik  u  PhysiV.  XXI,  4.  20 


294  Kleinere  Mittheilungen. 


OS .bc  hk 

ou  .  ab  lue 


obu:= 


osu  = 


2  2  ' 

ou .  OS  Ih 

""2~'^""y 


so  folgt  hieraus 


2  ""2      2  ' 

eihe  Gleichung,  welche  auch  in  die  Form  gebracht  werden  kann 

32a)  UJ^hX^lh 

oder 

32b)  X  +  T=l- 

Die  Fläche  des  Dreiecks  osu  kann  auch  durch 

oi.su_T^{L\''C^ 
2     "■         2 

ausgedrückt  werden.     Man  erhält  daher  mit  Benutzung  der  Gleichung  31) 

eine  Gleichung»  welche  wir  in  §  8  als  Gleichung  27)  auf  anderem  Wege 
hergeleitet  haben. 

Aus  den  ähnlichen  Dreiecken  osu  und  csb  findet  mau 

bs  \  su=^  sc  i  so 
oder 

bs  —  SU  :  su=:  sc  —  so  :so^ 
also 

Cj :  6?j  —  C|  =  x  :  — h 
oder 

33)  i.  =  _  ^LUli = ^z:£. 

In  derselben  Weise  findet  man 


%  c^  c 


34)  '      ^-^ 


G.  R.  Dahlandeb. 


XVn.    üeber  Bertrand's  Beweis  des  Parallelenaxioms. 

In  dem  6.  Hefte  yorigen  Jahrgangs  (S.  454)  dieser  Zeitschrift  bat 
Herr  Becker  zum  Beweise  der  Parallelen theorie  die  Bertrand'sche 
Methode  benützt,  in  welcher  der  Winkel  definirt  ist  als  der  von  den 
beiden  Schenkeln  begrenzte  Ausschnitt  der  Ebene,  und  die  Anhäoger 
der  nichteuklidischen  Geometrie,  die  jenen  Beweis  nicht  als  richtig  erken- 
nen,  aufgefordert,  anzugeben,  wo  der  Fehler  liege.     Als  Anhänger  der 
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augegriffenen  Theorie  erlanbe  ich  mir,  den  Pnnkt  zu  bezeichnen,  der 
nach  meiner  Meinung  fehlerhaft  ist,  besonders  auch  deshalb,  weil  er  in 
Bezug  auf  das  formale  Rechnen  interessant  ist. 

Nennt  man  Streifen  den  Theil  der  Ebene,  der  eingeschlossen  ist 
von  einer  Geraden  AJ^  und  den  beiden  auf  ihr  nach  derselben  Seite 
errichteten  Senkrechten  AB^  ^j^j,  so  beruht  der  Bertrand 'sehe  Be- 
weis auf  der  Unmöglichkeit,  dass  ein  Winkel  BAC^  ganz  in  dem  Strei- 
fen BAA^B^  liegen  könne.  Nach  Bert  ran  d  wird  sie  folgen  dermassen 
erkannt.  Gesetzt,  der  Winkel  BAC^  sei  grösser  als  der  n^^  Theil  eines 
rechten,  so  lege  man  die  n— 1  dem  Winkel  BAC^  gleichen  Winkel 
C^AC^^  C^ACq^  ...  Cn^\ACn  neben  einander,  so  erhält  man  «einen  Winkel 
BACni  d^^  grösser  ist  als  ein  rechter,  und  folglich  die  Linie  A  A^  ganz 
enthält.  Legt  man  aber  neben  den  Streifen  BAA^B^  die  «  —  1  ihm  con- 
gruenten  ß^Ay^A^B^^  ^%A^A^B^^  ...  Bn^iAn  —  xA^Bn^  so  entsteht  ein 
Streifen  BAAn-Bm  <lei'  ganz  in  dem  Winkel  BAC^  enthalten  und  folglich 
kleiner  ist  als  dieser.  Somit  ist  der  n  fache  Winkel  BA  C^^=a  grösser 
als  der  »fache  Streifen  BAA^B^^^b  oder  7ta>>;i6.  Daher  ist  auch, 
schliesst  Bertrand,  a>6,  was  mit  der  Annahme,  der  Winkel  liege 
ganz  im  Streifen,  im  Widerspruch  steht.  Der  Sohluss:  weil  na^nb^ 
ist  auch  a^by  ist  aber  nicht  richtig,  oder  doch  wenigstens  muss 
bewiesen  werden,  dass  man  so  schliessen  darf.     Wären  a  und  b  Zahlen, 

80  wäre  der  Schluss  richtig;  aber  auch  in  diesem  Falle  versteht  er  sich 
nicht 'ohne  Beweis  von  selbst,  sondern  er.  wird  aus  den  Definitionen  der 
Addition  und  des  „grösser**  hergeleitet.  Wieviel  mehr  ist  es  nöthig,  hier, 
wo  a  und  b  geometrische  Grössen  sind,  bei  welchen  die  durch  na,  resp. 
nb  ausgedrückte  Operation  eine  rein  geometrische  ist,  zu  beweisen,  dass 
man  so  schliessen  darf,  wie  Bertrand  thut.     Denn  dass  jene  Folgerung 

m 

nicht  gezogen  werden  darf,  wenn  a  und  b  Objecte  beliebiger  Art,  mit 
beliebig  definirten  Verknüpfungsgesetzen  sind ,  ist  leicht  zu  zeigen.  Ope- 
riren wir  z.  B.  statt  mit  Zahlen,  mit  Zahlengruppen  von  je  zwei  reellen 
Zahlen.  Unter  (a,  ß)  und  (y,  ö)  zwei  solche  Gruppen  (aus  den  reellen 
Zahlen  a,  ß^  y^  d  gebildet)  verstanden,  sei  festgesetzt:  es  ist  {a^ß)^  (^,  8\ 
wenn  «  +  /5>  y  +  ^>  tind  es  ist  2(a,  |3)  =  (a^,  ß^.  Ist  dann  a  gleich  der 
Grruppe  (4, — 3),  und  b  gleich  der  (2,  1),  so  ist 

2fl  =  (16,9),     26=  (4,1), 
&  IG  2a>26,  weil  16  +  9>4  +  l.     Dagegen  ist  a<ft,  weil  4  +  (— 3) 
<  2-|-l.     Also  bestehen  hier  die  Ungleichungen  2a>26  und  a^b  zu- 

81  nmen. 

Ein  directer  Beweis  der  Richtigkeit  jenes  Schlusses  fällt  nun  ersieht- 
li  h  mit  dem  Beweise  des  Parallelenaxioms  zusammen ;  mau  könnte  einen 
a:  dern  zu  liefern  suchen ,  indem  man  constatirte ,  dass  im  vorliegenden 
F  Ue  alle  jene  Prämissen  erfüllt  sind,  aus  welchen  rein  formell,  ohne 
B  ckflicht    auf   die  verknüpften    Objecte   und   die   Verknüpfungsgesetze, 
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folgt ,    dass   na^  nb   auch  a  >  6    nach  sich   zieht.     Meines  Wissens  sind 
jene  Prämissen   noch  nicht  aufgestellt;   man  kann  aber  behaupten,    dass 
die  Eigenschaften  der  Geraden  und  des  Winkels,  mit  welchen  man  das 
Parallelenaxiom    beweisen    will,    jene  Prämissen   nicht  eriiillen  können. 
Denn    diese   Eigenschaften    gelten  ^wörtlich    auch    für    die    geodätischen 
Linien   und   deren  Winkel   auf  der   pseudosphärischen  Fläche  von   con- 
stantem    negativem    Krümmungsmasse,    und    wenn    also    für    die    Ebene 
die  Prämissen    erfüllt  wären,    müssteu  sie  es  auch  für  die  PseudoSphäre 
sein.     Dass  aber  für  diese  der  oben  bestrittene  Satz  nicht  gilt,  ist  leicht 
zu  zeigen.      Nach  Beltrami   {Saggio  di  interpretatione  della  geomelria  non 
Euclidea,   Giorn,    Mai.    Nap.  1868)    kann   man   die    Punkte   einer  solchen 
Fläche  so  auf  die  Punkte  im  Innern  eines  Kreises  beziehen,  dass  sie  sich 
gegenseitig  eindeutig  entsprechen  und  jede  geodätische  Linie  der  Fläche 
durch  eine  gerade  Linie  in  der  Ebene  des  Kreises  dargestellt  wird.     In 
dem  Kreise  seien  nun  zwei  aufeinander  senkrechte  Durchmesser  gesogen 
MPj  MQ  und   ein   dritter  MR^    der   den   rechten  Winkel   PMQ  halbirt 
Wie  Beltrami  gezeigt,  entsprechen  diesen  drei  geodätische  Linien,  welche 
sich    in    dem  durch  M  dargestellten  Punkte  schneiden  und  zwei  Winkel 
=  45^    bilden.     Sie  begrenzen   zwei   Flächen  ausschnitte,   die  durch   die 
Kreissectoren  PMR   und  RMQ  abgebildet  werden,   und  miteinander  zur 
Deckung  gebracht  werden  können ,  weil  sie  bei  M  gleiche  Winkel  haben. 
Nennen  wir  einen  von  ihnen  a,  so  ist  der  Ausschnitt  der  PseudoSphäre, 
der  aus  beiden  gebildet  ist,  durch  2a  zu  bezeichnen.     Dieser  wird*  durch 
den   rechten  Winkel  PMQ  abgebildet.      Nun    sei  RSJ^MQy   so   ist  RS 
das  Bild   einer  geodätischen  Linie,   die  auf  der  durch  MQ  vorgestellten 
senkrecht  steht,   und  folglich  ist  PMSR  das  Bild  eines  Streifens  C  der 
PseudoSphäre,  der  den  Winkel  a  ganz  enthält  und  daher  grösser  ist  als 
dieser.      Bestimmt   mau   nun    auf  MQ  die  Länge  MT^=u   so,    dass    der 
ihr   entsprechende   geodätische  Bogen  doppelt  so  gross  ist  als  der  durch 
MS  dargestellte,   so  muss  nach  den  von  Beltrami  gegebenen  Formeln 
u  der  Gleichung  genügen 

wo  a  der  Kreisradius  ist.  Hieraus  folgt  u  =  0,95 .  a.  Also  fällt  der  Punkt 
T  noch  in  den  Kreis.  Eri*ichtet  man  in  T  die  Senkrechte  TV^  so  ent- 
spricht der  Figur  RS  TV  auf  der  Fläche  ein  Streifen,  der  mit  dem  durch 
PMSR  abgebildeten  zur  Deckung  gebracht  werden  kann,  weil  die  Strecken 
MS,  ST  gleichen  Bogen  angehören.  Der  durch  PM  TV  dargestellte  Flächen- 
streifen ist  also  2^,  und  es  ist  ersichtlich,  dass  er  nicht  ganz  mit  dem 
Winkel  2a  zusammenfallt,  sondern  um  das  durch  VTQ  abgebildete  Stück 
kleiner  ist.     Folglich  ist  2a^26,  obgleich  a^b  ist.    Also  ist  in  diebom 
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Falle  für  die  Pseudosphäre  jener  Bertran dusche  Scbluss  nicht  zulässig, 
und  damit  ist,  wie  ich  glaube,  gezeigt,  dass  er  auch  für  die  Ebene  nicht 
zum  Beweise  des  Parallelenaxioms  dienen  kann. 

Carl 6 ruhe,  Januar  1876.  J.  Lürotii. 


XVin.    Die  Malfatti'sche  Aufgabe  für  das  geradlinige  Dreieck. 

In  ein  gegebenes  Dreieck  sollen  drei  Kreise  so  beschrieben  werden, 
dass  jeder  derselben  die  beiden  anderen  .und  zwei  Seiten  des  Dreiecks 
berührt. 

Bezeichnen  a^  b,  c,  Aj  B^  C  die  Seiten  und  Ecken  des  gegebenen 
Dreiecks,  x^  y,  z  bezüglich  die  Abstände  der  Ecken  ^,  B,  C  von  den 
Berührungspunkten  der  die  Seiten  b  und  c,  c  und  a,  a  und  6  berühren- 
den Kreise  und  setzt  man  zur  Abkürzung  —  alle  Wurzeln  positiv  ge- 
dacht —  1  /    I  I,  I    \ 


SO    sind  die   noth wendigen  und  hinreichenden  Gleichungen  der  Aufgabe 

1)  y+  z  +  2aj/yj/z  =  a^ 

2)  z  +  x+2ßy^l/x=b, 

3)  x  +  y  +  2Y}/xj/y^c, 

wo  j/xy  Jr^y  j/z  mit  demselben  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  man  ausdrückt,  dass 
die  Seite  a  aus" den  Strecken  y,  z  und  dem  zwischen  den  Berührungs- 
punkten der  diese  Seite  berührenden  Kreise  enthaltenen  Stücke  besteht. 
Das  letztere  wird,  wenn  die  Halbmesser  dicker  Kreise  mit  r^  und  r^  be- 
seicbnet  werden, 

=  Vir,  +  r,)»  -  (r,  -  r,)"  =  2  /T^T, 

oder,  den  Gleichungen 
zufolge, 


''2 


=  2j/^E^=.2ayiVl 


Aehnlich  ergeben  sich  2)  und  3). 

Betrachtet  man  die  Gleichung  1)  einmal  in  Bezug  auf  die  Un- 
bekannte yy^  das  andere  Mal  in  Bezug  auf  die  Unbekannte  }/z  als  qua- 
dratische Gleichung,  so  ergiebt  sich  durch  Auflösung  derselben 
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f^^.fy.^-^^^^^^f'^*^.»^^^.^^^ 


4)  /y  +  «/z  =  ttY*-^i 

5)  /r+a^y=«YJ^, 

nnd  wenn  von  dem  Producte  dieser  beiden  Gleichungen  die  mit  a  mul- 
tiplicirte  Gleichung  1)  abgezogen  wird, 

(1  —  a*) }/yj/7=  a^j/s—y  j/s-'Z  —  aa 
oder  

6)  Wj/^  —  V^  —  U  j/s  —  z^'-sa. 

Multiplicirt  man    andererseits   die   aus  4)  und  5)  folgenden  Gleich- 
ungen 

Vy  ^^  a]/T+  a'j/T^z, 

yz  =  —  uYy  +a  Ys  —  y 
miteinander,  so  wird 

}/y}/7  =  a* YyYz  —  aa  {y^yj~t  +  ^1^ s - y)  +  «'* j/s-^y Ys—z 
und  mit  Hilfe  von  6) 

7)  YvV^^ + V^Y^-^y  =  *  «'• 

Die  Gleichungen   6)  und  7)  sind  am  leichtesten  in  der  Verbindung 

zu  behandeln. 

Ebenso  leitet  man  aus  2)  und  3) 

9)         (/r+fyr^)(^^+ry.^)==-.5(--/3+f/j'), 

ab. 

Die  Isolirung  der  Unbekannten   geschieht  nun   ohne  Schwierigkeit. 
Das  Product  von  9)  und  10)  durch  8)  dividirt,  giebt 

oder,  wegen 

(—  «  +  I  a')  (—  a  —  1«')  ==  1 : 

y^+»y^^^)*=5(-«-«a)(-/5+«/'')(-y+«/). 


Setzt  man  also  zur  Abkürzung 

±  Hf^^'V^)  i/'-¥-'/m  (/^+'/¥) 
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=  w  +  iw', 

alle  Wurzeln  positiv  gedacht  nnd  unter  ?/ ,  v^  tv  die  reellen  Theile  dieser 
Ausdrücke  verstanden,  so  findet  man 

11)  yx=:u,      j/y=f;,       j/z=zw. 

Da  überdies  /     •   •  'n  /         .  '\        2  .     '2      - 

und  demgemäss 

(ti  +  iuy  =  tt»  —  m'«  +  2imm'  =  2m«  —  5  +  2i  mm' 
ist,  so  wird 

2«*  -  *  +  2f mm'=  5  (— a  —  t« )(-  j5  +  ?/J')(-y  +  tyOi 

12)  x=,i2==^(5-r  +  /^-f^-Ä) 
und  ebenso 

13)  y=,;*  =  ^(,«r-/  +  f^-Ä), 

14)  z  =  «;«  =  ^(,-r-/^-^  +  Ä), 

wo  r  den  Halbmesser  des  eingeschriebenen  Kreises  und  /*,  ^,  h  die  Ab- 
stände des  Mittelpunktes   desselben   von  den  Ecken  Ay  B^  C  vorstellen. 
Es  ist  nun  umgekehrt  noch  zu  zeigen,  dass  die  Werthe  Uy  v^  w  für 

y^y  VVy  Y^  gesetzt  den  Gleichungen  1),  2),  3)  genügen  und  dasselbe 
Zeichen  besitzen. 

Zunächst  folgt  aus  der  Oleichung 

{v  + 1»')  (w  +  f  w')  =  ^(— a  +  ia) : 

0  «=  r  w  —  r'w'+  5« , 

nnd  wenn  mit  •ow'\'VW'\'  sa  multiplicirt  wiT4i 

0  =  (t;n;  ^  50)«  —  r'*w'«,=  (pw  +  saf  —  (5— »*)(5  —  w*) 
=  «(»*+«^*)  +  2sar«;—  5*(1— a*), 
d.  h. 

»*  + '^'^  +  2  of  1;  w  =  a. 

fibenso  bestätigt  man  die  Gleichungen 

w*-|- w*  + 2j5wM  =  ft,     M* +»*  +  2yM!;  =  c. 

Da  nun  hiernach  und  nach  13),  14) 

2avw=  a  —  v^  —  tv^  =:  r -i-  f —^[s — 0), 
2/JwM=  6— w*— M*  =  r  +  p  — (ä  — fr), 
2yut;  =  c  —  M* —  t7*  =  r  +  Ä  —  iß-^c) 

and  aus  geometrischen  Gründen 

ist,  80  müssen  vWy  wu^  uv  positiv  sein. 

Man  kann   zur  Auflösung  der  Gleichungen    1),  2),  3)  auch  in  fol- 
«render  Weise  gelangen. 


r 


300 


Kleinere  Mittheilungen . 


Löst  man  2)  und  3)  bezüglich  nach  "/z  nnd  j/y  auf«,  so  wird 

f/z^'-ßj/x  +  ß'  j/s  —  x ,      /y  =  —  y  ^^^  +  /  ys—x 
und  hieraus 

(ßy-  yf[)y^  =  ^y~y-  y  j/'i ,     {ßy-  y^)  )/7^x  ^ß^y-y-fz. 

Aus   dieseQ.  Gleichungen    beseitige  man  o?,   was  einfach  durch  Qua- 
drirung  und  Addition  erreicht  wird.     Wird  hierauf  das  Resultat 

y-\-z-2(ßy  +  ß'y')}/'yVz  =  s{ßy-y^f 
mit  der  Gleichung  1)  zur  Bestimmung  von  ^  +  ^  verbunden ,  so  ergiebt  sich 


Da  nun 


a 


-=«'«=  1 -«5 


8 


und  identisch 

ist,  so  wird 

aißy'-yß^)*+l.(ßy  +  ß'y')=.a-a{ßy  +  ßyy 

+  ßy  +  ß^7-<'*{ßr+h') 

=  («  +  /Jy  +  ^/)(l  -«/Jy-«^}f) 

und  demzufolge 

15)  l/  +  z  =  s  —  saßy  —  saß^y=s  —r  —  f. 

Ebenso  findet  man 

16)  z  +  a;  =  5  — r— y, 

17)  a:  +  y  =  5  — r  — Ä 

und  aus  15),  16),  17) 

a:='i(5-r  +  /'-^-Ä), 

j^  =  ^(5~r-/+öf-A), 

2  =  j(5-r  — /•-ö'  +  Ä). 

Krakau.  Dr.  F.  Mbrtens. 
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XIV. 
Das  System  der  polaren  Liniencoordinaten  in  der  Ebene. 

Von 

Dr.  Johann  Philipp  Weinmeistee, 

Oberlehrer  an  der  BealsohtQe  L  Ordnung  in  Leipzig- 


§  1. 

u 

In    der    analytischen    Oeometrie    der    Ebene    ifit    bekanntlich    die 
Gleichung  a:|  +  ,,  +  l=0 

einer  doppelten  Deutung  fähig.     Betrachtet  man  o;,  y  als  veränderliche 
rechtwinklige   Punktcoordinaten ,    so   repräsentirt   sie   eine   gerade   Linie, 

welche   von  den  CoordiSatenaxen  die  Strecken ~ , abschneidet; 

n 


betrachtet  man  dagegen  §,  r;  als  veränderliche  Linien- Coordinaten,  denen 
die  eben  erwähnte  Bedeutung  beizulegen  ist,  so  repräsentirt  sie  einen* 
Punkt,  welcher  von  den  Coordinatenaxen  die  bezüglichen  Entfernungen 
^9  y  besitzt.  Jene  Gleichung  ist  deswegen  das  unentbehrliche  Mittel- 
glied zwischen  Punkt"  und  Liniencoordinaten.  Ausser  den  Punktcoordi- 
naten  x,  y  macht  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  eiiien  ausgedehn- 
ten Gebrauch  von  polaren  Punktcoordinaten  r,  6,  dagegen  scheint  eine 
analoge  Einführung  polarer  Linien  -  Coordinaten  im  Gegensatze  zu  den 
gewöhnlichen  Liniencoordinaten  noch  wenig  Beachtung  gefunden  zu 
haben.  Wir  haben  in  Absicht,  im  Folgenden  eine  systematische  Ent- 
wickelung  der  auf  ein  solches  Coordinatensystem  bezüglichen  Lehren 
zu  geben  und  schreiten  zunächst  zur  Definition  desselben.  Statt  der 
oben  angegebenen  Gleichung  führen  wir  eine  andere  als  Normal  form 
ein,  nämlich  die  folgende: 

1)  Q  —  X  cos d  —  y  sind  =  0. 

Die   wohl  auch  unter  dem  Namen  Normalform  bekannte  Gleichung 
mit  den  Punktcoordinaten  or,  y: 

xcosB  +  y  sind  —  p  =  0 

stellt  eine  G(«rade  dar,  welche  vom  Anfang  den  Abstand  q  besitzt,  wäh- 
rend 6  der  Winkel  ist,  welchen  dieser  Abstand  mit  der  a:-Axe  bildet. 
Jene  Gleichung  ist  deswegen  wichtig,  weil  ihre  linke  Seite  bei  der  Sub- 
'titution  der  Coordinaten  eines  fremden  Punktes  dessen  negativen  Ab- 
fand von   der   Geraden   ausdrückt,    falls  jener  Punkt  mit  dem  Coordi- 
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naten- Anfang  auf  derselben  Seite  der  Geraden  gelegen  ist.  Die  linke 
Seite  der  in  1)  aufgestellten  Gleichung  wird  daher  diesen  Abstand  selbst 
angeben. 

Indem  wir  uns  an  das  Obige  anschliessen ,  setzen  wir  nun  fest: 
'  2)  Dem  System  der  polaren  Liniencoordinaten  liegen 
eine  unbegrenzte  Gerade  —  die  Coordinatenaxe  —  und 
ein  Punkt  auf  derselben  —  der  Cöordi  natenanfang  —  zu 
Grunde.  Die  polaren  Liniencoordinaten  bestehen  aus  einer 
Längencoordinate  q^  welche  die  Grösse  der  Senkrechten 
angiebt,  die  man  vom  Anfang  auf  die  Gerade  fällen  kann, 
und  aus  einer  Winkelcoordinate  ö,  welche  den  Winkel 
ausdrückt,  den  jene  Senkrechte  mit  der  Coordinatenaxe 
bildet.  ^ 

Wir  wollen  der  Grösse  q  kein  Vorzeichen  geben  und  die  verschie- 
denen Lagen  der  Geraden  dadurch  kennzeichnen,  dass  wir  B  die  Werthe 
von  —180^  bis  -|-180^  zukommen  lassen.  Aus  2)  geht  hervor,  dass  die 
polaren  Liniencoordinaten  identisch  sind  mit  den  polaren  Punktcoor- 
dinaten  des  Fusspuuktes  des  vom  Anfang  auf  die  Gerade  gefällten  Per- 
pendikels. • 

Stellen   wir   die  Polarcoordinaten    ^,  9  mit  den  rechtwinkligen  |,  ij 

zusammen,  so  haben  wir 

-  cosd  sinO 

^^ — :r'    '^'^ — T"- 

9  Q 

Die  Coordinatenaxe  hat  die  Coordinaten  (>  =  0,  Ö  =  90^;  eine  die 
Coordinatenaxe  im  Anfang  unter  dem  Winkel  t  schneidende  Gerade: 
p  =  0,  Ö  =  T-|-90^;  eine  der  Coordinatenaxe  unter  dem  Abstände  a 
parallele  GiBrade:  ^  =  a,.6  =  90®.  Bei  auf  der  Coordinatenaxe  senk- 
rechten Geraden  ist  9  =  0.  Die  Geraden  g^d^  und  0^62  schneiden  sich 
unter  dem  Winkel  (öi  — Ög).  Sie  sind  parallel,  wenn  öi  =  Ö2.  Ihr  Ab- 
stand ist  dann  (p^  +  pg)« 

Findet  zwischen  den  Polarcoordinaten  (i,  ö  einer  bestimmten  Ge- 
raden und  den  rechtwinkligen  Coordinaten  a-,  y  eines  bestimmten  Punk- 
tes die  Gleichung  1)  identisch  statt,  so  ist  das  ein  Zeichen  dafür,  dass 
der  Punkt  .r,  y  auf  der  Geraden  ^,  6  Hegt,  oder,  was  dasselbe  sagt, 
dass  die  Gerade  ^,  ö  durch  den  Punkt  a:,  y  hindurchgeht.  Lassen  wir 
nun  Q  und  d  variiren,  aber  so,  dass  sie  der  Gleichung  1)  stets  Genüge 
leisten,  so  erhalten  wir  unzählig  viele  Gerade,  welche  sämmtlich  durch 
den  Punkt  x,  y  hindurchgehen.  Wir  können  sagen:  die  Gleichung  1) 
ist  die  Bedingung  für  die  Coordinaten  ß,  0,  unter  welcher  die  durch  p,  6 
repräsentirte  Gerade  durch  den  Punkt  a:^  y  geht.  Setzen  wir  zur  Ab- 
kürzung 

3)  P^  Q  —  X  cosd  ^-y  sinOy 

so  gilt 


"■P"^^ 


^      ^  r  •  1»     f    ^ 
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•  -^-^  -•- 


4)  .        P=0 

mit  den  Veränderlichen  ^,  0  und  den  Constanten  .t,  j/  ist  die 
Gleichung  des  Punktes  o:,  y,  und  zwar  in  der  Normalform. 

So*  ist  z.  6.  die  Gleichung  des  Coordinatenanfanges 

Ist  der  Punkt  durch  seine  Polarcoordinaten  r,  /  ausgedrückt,  so 
wird  seine  Gleichung  in  Liniencoordinaten 

p  — r.cos(ö  — /)  =  0. 

Wir  hahen  daher  als  charakteristisches  Kennzeichen  der  Punkt- 
gleichung drei  Glieder,  eins  mit  ^,  eins  mit  rosO  und  eins  mit  stVid. 
F-«hlt  eins  der  beiden  letzteren  Glieder,  so  liegt  der  Punkt  auf  einer  der 
Coordinatenaxen ;  fehlt  das  erstere,  so  liegt  ler  im  Unendlichen.  Ein 
absolutes  Glied  besitzt  die  Pnnktgleichung  nicht.  In  der  allgemeinen 
Form  kann  die  Punktgleichung  verschieden  auftreten.     So  sind 

-4p  +  Ä  cos Ö  +  C 51«  Ö  =  0, 

^pH-     ^ro5(ö  +  cö)    =0, 

v^p+  5Ä/«(0  +  cö)  +  Cco5(Ö  +  a))  =0 

lauter  Punktgleich un gen.     Wir   erhalten   aus   der   allgemeinen  Form   die 
Normalform,  sobald  wir  erstere  durch  den  Coefficienten  von  p  dividiren. 

Die   drei   Geraden   Qi^^y   ^<jß^^  Q^^s  gehen   durch  denselben   Punkt 
a:,   y,  wenn  folgende  Gleichungen  erfüllt  sind: 

Pj  —  a:  cosd^  —  y  sm Öj  =  0, 

p2  —  -a:  cos  ©2  —  i^  stn  O^  =  0 , 

pg  —  ar  cos  03  —  y  sin  0^  ==  0 , 

d.   h.  wenn 

pj     cos  0j     sin  0j 


cos 


cos 


e 
e. 


2 


Stn 


sw 


2 


=  o; 


^2 

Nach   erfolgter  Multiplication   mit  (—  1)  kann    die  Gleichung  auch 
geschrieben  werden 

9i  *''*  (Ö2  —  Ö3)  +  Q2  sin  (03  —  0  J  -f  P3  sin  {d^  —  0,)  =  0. 

Nehmen   wir    eins   dieser  drei  Coordinatenpaare  als  variabel  an,   so 
können  wir  sagen: 


5)     Die  Gleichung 


oder 


Q 


cos  0       sin  0 
cosd^     sinB^ 
cos  0«     sin  0, 


=  0 


Q  sin  (0j  -—  0^)  +  pj  sin  (0g  —  0)  +  pg  sin  (0  —  0j)  =  0 

9t     die    Gleichung     des    Schnittpunktes    der    Geraden    p^  0| 

nd  Ps^2- 

21* 
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Bereits  oben  haben  wir  erwähnt,  dass,  wenn  ^,  B  die  Coordinaten 
einer  beliebigen  Geraden  und  x^  y  die  eines^beliebigen  Punktes  sind, 
die  Function  q  —  x  cosB  —  y  sinB  den  Abstand  jenes  Punktes  von  der 
Geraden  ausdrückt     Wir  können  das  jetzt  verwerthen,  indem  wir  sagen: 

6)  Setzt  man  in  die  linke  Seite  einer  Punktgleichung  in 
der  Normalform  P  =  0  die  Coordinaten  einer  beliebigen  Ge- 
raden ein,  so  erhält  man  den  Abstand  des  Punktes  von  der 
Geraden,  und  zwar  mit  negativem  Vorzeichen,  wenn  der 
Punkt  und  der  Coordinatenanfang  auf  derselben  Seite  der 
Geraden  liegen. 

Sind   zwei  Punkte  gegeben  mit  ihren  Gleichungen  in  der  Normal- 

form 

P^^Q^-x^cosB  —  y^  sinB  =  0 , 

Pg  =  P  —  x^cosB  —  y^  sin  ö  =  0 , 
so  ist  die  Gleichung 

ihrem  Bau  nach  wieder  die  eines  Punktes.  Da  die  Coordinaten  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  Pi=0,  ^2  =  0  die  Gleichung  X  =  0  iden- 
tisch befriedigen ,  so  geht  daraus  hervor,  dasd  der  Punkt  Z  =  0  auf  der- 
selben gelegen  ist.     Schreibt  man  letztere  Gleichung  in  der  Form 

so  sieht  man,  dass  jede  andere  durch  den  Punkt  Z  =  0  gezogene  Ge- 
rade die  Punkte  P^  =  0  und  P^  =  0  auf  verschiedenen  Seiten  liegen  bat, 
und  zwar  so,  dass  das  Verhältniss  der  Abstände  dem  absoluten  Wertiie 
nach  durch  l  angegeben  wird. 

7)  Die  Gleichung 

P,  +  XP^  =  0 

repräsentirt  einen  Punkt,  welcher  die  Verbindungslinie  von 
/>j  =  0  und  7^2  =  0  innerlich  im  Verhältniss  k:  1  theilt. 
Ist  A  <  0 ,  so  wird  die  Gleichung 

Jede  durch  ^  —  0  gehende  Gerade  hat  dann  P^  =  0  und  Pg  =  0  auf  der- 
selben Seite  liegen  und  wird  äusserlich  im  Verhältniss  A  :  1  getheilt. 
Im  speciellen  Falle  A  =  —  1   wird 

die  Gleichung  des  unendlich  entfernten  Punktes  der  Geraden  PiPs- 
Dies  geht  daraus  hervor,  dass  diese  Gleichung  frei  von  der  Coordinste 
Q  ist.     Der  dann  resultirende  Winkel 


arclgB  =  — 


2 


^1-^2 
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ist  das  Complement  des  Winkels,  welchen  die  Verbindungslinie  mit  der 
Coordinatenaxe  bildet. 

Ebenso  ergiebt  sich  die  Gleichung  für  die  Mitte  der  Verbindungs- 
linie als 

A  +  ^2  =  0 

oder  in  der  Normalform 

2  "• 

Verbinden  wir  diesen  Punkt  mit  einem  dritten,  dessen  Gleichung 
ist  7^3  =  0 ,  und  theilen  die  letztgezogene  Gerade  im  Verhältniss  1  :  2, 
80  ist  wegen  ^  =  4^  die  Gleichung  des  Theilungspunktes 

oder  auch 

^+^2  +  ^3  =  0. 

Dieses  ist  mithin  die  Gleichung  des  Schwerpunktes  der  drei  gegebe- 
nen Punkte.  Diox  Symmetrie  lüsst  erkennen,  dass  derselbe  auch  noch 
anf  zwei  andere  Arten  hätte  gefunden  werden  können.  In  der  Normal- 
form heisst  seine  Gleichung 

3  "• 

Wählen  wir  einen  vierten  Punkt  P^s=0,  verbinden  den  eben  gefuu 
denen  Schwerpunkt  mit  demselben  und  theilen  die  Verbindungslinie  im 
Verhältniss  1:3,  so  hat  der  neue  Schwerpunkt  die  Gleichung 

A  +  ^«  +  ^»^.^p^^O 
oder  auch 

Wir  können  also  im  Allgemeinen  sagen: 

8)     Sind 

i>^  =  0,  />2  =  0,  />3  =  0,  ...  P»  =  0 

Gleichungen   in   der   Normalform   von   n  Punkten,   so   ist  die 
Gleichung  ihres  Schwerpunktes 

oder  in  der  Normalform 

Fallen  mehrere  Punkte  mehrfach  je  in  einen  zusammen,  oder  — 
was  dasselbe  sagt  —  sind  die  n  Punkte  materiell  und  mit  den  bezüg- 
licben  Gewichten  g^y  g^^  gfj ,  ...  gn  versehen ,  so  wird  die  Schwerpunkt- 
gleichung in  der  Normalform 

^ZgnPn^^. 
n 
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Ihre   Symmetrie   beweist,    dass   ein  System   materieller  Punkte  in  einer 
Ebene  immer  nur  einen  einzigen  Schwerpunkt  besitzt« 

Wir  wenden  uns  npn  zur  Transformation  der  gewählten 
Coordinaten.  Es  seien  ^,  S  die  ursprünglichen,  q\  d'  die  neuen  Co- 
ordinaten.  Bleibt  der  Coordinaten  an  fang  derselbe ,  wird  aber  die  Axe 
um  den  Winkel  co  positiv  gedreht  —  wir  denken  entgegengesetzt  dem 
Lauf  der  Zeiger  der  Uhr  — ,  so  i^t 

Es  wird  also  ^  =  ^'     0  =  0-«. 

F{q,  0)  =  0  zu  F{q\  e'+  w)  5=  0. 

„.  Bleibt  alsdann  die  Coordinaten- 

Axe  ruhen,  wird  abejr  der  Anfang 
auf  derselben  um  r  yon  0  nach  A 
verschoben  (s.  Fig.  1),  so  ist 

9'=  Q  —  r,COsB  ,       ö'acz  0, 

-^  r^/        /         \  Nehmen   wir   ferner  an,   dass  der 

neue  Coordinatenanfang  A  eine 
beliebige  Lage  habe,  dass  z.  B. 
seine  Polarcoordinaten  q^  od  seien, 


SO  können  wir  zunächst  die  Coor- 
dinatenaxe  um  0  so  lange  drehen,  bis  sie  durch  A  hindurchgeht.  Be- 
zeichnen wir  die  Coordinaten  dieses  Hilfs  -  Coordinatensystems  mit  ^4,  Oa, 

'•»"*  w  =  e,    0*  =  e-a,. 

Verlegen  wir  jetzt  das  Cordinatensystem  nach  dem  neuen  Anfange, 
lassen  aber  dabei  der  Coordinatenaxe  ihre  eben  erhaltene  Lage,  so  ist, 
wenn  wir  die  jetzigen  Coordinaten  mit  ^'a,  %\  bezeichnen,  nach  dem 
eben  erhaltenen  Resultat 

ifk  =  Qh  —  f  cos9h  =  Q  —  r  cos (ö  —  o) ,     0'a  =  0a  =  0  — 10. 
Geben    wir   nun    der    Coordinatenaxe    wieder    ihre    alte    'Richtung, 
drehen  sie  also  um  j»  negativ,  so  ist 

(>'=(>'a  =  ^ — rcos(B  —  w),     0'=0'A  +  a)  =  0. 

Da  nun  aber  ^  =  ^'-fr.  co5(0  — w)  =  0  nichts  Anderes  ist,  als  die 
Gleichung  des  ursprünglichen  Coordinatenanfanges  in  der  Normalform 
im  neuen  System,  so  können  wir  sagen: 

9)  Hat  bei  der  Coordinatentransformation  der  ursprüng- 
liche Anfang  im  neuen  System  die  Gleichung  in  der  Nor- 
malform /7  =  0 

und    bleibt    die  Richtung   der  Coordinatenaxe   dieselbe,    so 
geht  die  Curvengleichung 

F{q.  0)  =  0 

über  in  die  Gleichung 
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Bleibt  dagegen  der  Coordinatenan  fang  derselbe,  und  wird 
die  Axe  in  positiver  Richtung  um  den  Winkel  a>  gedreht,  so 
heisst  die  nene  Gleichung 

Hat  also  der  neue  Coordinatenanfang  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  Xy  y^  und  wird  gleichzeitig  die  Axe  um  o)  positiv  gedreht,  so  heisst 
die  neue  Oleichung 

F[q—xcos(ß  +  (ü)'-ysin{ß  +  (ä)y  d— q)]==0. 

§2. 
Kreis  und  Eegelsohmtt 

Da  die  Kreistangente  die  Eigenschaft  besitzt,   dass  sie  immer  vom 

Mittelpunkte   um   die  Länge   des  Radius   entfernt  ist,   so   schliessen  wir 

unmittelbar : 

10)     Ist    ^=0    die    Gleichung    des    Kreismittelpunktes    in 

der  Normalform    und    r    der  Kreisradius,    so    ist    die   Kreis- 

gleichung 

M=±r. 

Das  doppelte  Vorzeichen  ist  noth wendig,  da  Plus  oder  Minus  ein- 
tritt, je  nachdem  der  Kreismittelpunkt  und  der  Coordinatenanfang  auf 
derselben  oder  auf  verschiedener  Seite  der  sich  bewegenden  Kreistan- 
gente gelegen  sind.  Wollen  wir  es  vermeiden,  so  schreiben  wir  die 
GleichuDg  in  der  Form 

Wir  sehen  daraus,  dass,  wenn  zu  den  drei  Gliedern  der  Punkt- 
gleichung  mit  p,  cosQ^  sind  noch  ein  Absolutglied  hinzutritt,  dieselbe 
eine  Kreislinie  vertritt,  welche  jenen  Punkt  zum  Mittelpunkte  und  nach 
geschehener  Reduction  auf  die  Normalform  das  Absolutglied  zum  Radius 
hat.     Umgekehrt  ist  der  Punkt  ein  Kreis  mit  dem  Radius  Null. 

Suchen  wir  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  Kreise 

8o   sehen  wir,  dass  dieselben  nothwendig  die  Gleichung  befriedigen 

— ^  =  +-?,   d.  h.  M,^-^M,  =  0, 


oder  auch  die  Gleichung 


M,__I^ 


,   d.  h.  iW, -f -i  iVj,  =  0. 


'■i  '•«  ''2 


Wir  haben  in  diesen  Gleichnugen  die  Aehnlichkeitspunkte  beider  Kreise. 
Sie  liegen  hiernach  auf  der  Centrale  und  theilen  sie  im  Verhältniss  r^ir^. 
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Die   obere  Gleichung   giebt   den   äussern,   die   untere   den  iunern  Aehn- 
lichkeitspunkt  an. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  so,  dass  die  Summe  oder  Differenz  sei- 
ner Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  eine  constante  ist,  so  be- 
schreibt er  eine  Ellipse,  resp.  Hyperbel.  Ist  das  Product  der  Entfer- 
nungen constant,  so  entsteht  eine  Curve  vierten  Grades,  im  speciellen 
Falle  eine  Lemniscate,  bei  constantem  Quotienten  beschreibt  er  einen 
Kreis.  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  dieselben  vier  Fälle  zu  untersuchen 
bei  Bewegung  einer  Geraden,  und  werden  wir  da  bedeutend  einfachere 
Resultate  erhalten.  Bewegt  sieh  zunächst  eine  Gerade  so,  dass  die 
Summe  ihrer  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  fi  =  0  und  P^  =  0 
immer  gleich  c  ist,  so  hüllt  sie  eine  Curve  ein  mit  der  Gleichung 

p  -|-p 
Sie  umhtlllt  mithin  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt,  wegen  A/=    ^  ^^    ^i 

c 

die  Mitte  der  Verbindungslinie  beider  Punkte,  und  dessen  Radius  r=r  — , 

der  Hälfte  der  gegebenen  Gonstanten,  gleich  ist. 

Wir  können  diesen  Satz  auf  n  Punkte  erweitern,  dann  ist 

M  =  ^£Pn  [s,8)]  und  r  =  -. 
n  n 

11)  Bewegt  sich  eine  Gerade  um  ein  System  von  n  festen 
Punkten,  ohne  dieses  zu  durchdringen,  so,  dass  die  Summe 
ihrer  Entfernungen  von  sämmtlichen  Punkten  eine  con- 
stante ist,  so  hüllt  sie  einen  Kreis  ein,  welcher  den  Schwer- 
punkt jenes  Systems  zum  Mittelpunkt  und  den  n^^"  Theil 
der  Constanten  als  Radius  hat. 

Wir  haben  auch  dann  noch  einen  Kreis,  wiewohl  mit  anderem  Mit- 
telpunkte, wenn  jene  Summe  eine  algebraische  ist  und  wenn  zu  einer 
jeden  Entfernung  ein  beliebiger,  sich  immer  gleich  bleibender  Factor 
hinzutritt.  Ausnahmefälle  liegen  vor,  wenn  die  gegebene  Constante  Null 
ist.  Alsdann  dreht  sich  die  Gerade  um  einen  festen  Punkt  herum.  Fer- 
ner  ist  noch  zu  beachten,  dass  bei  der  Summation  das  Glied  mit  q  her- 
ausfallen kann.  Die  Gerade  bleibt  dann  sich  stets  parallel.  Im  speciel- 
len Falle  tritt  dies  ein  bei 

d.  h.  wenn  sich  die  Gerade  so  bewegt,   dass  die  Differenz  ihrer  Entfer- 
nungen von  zwei  festen  Punkten  immer  dieselbe  ist. 

Ist  der  Quotient  der  Entfernungen  =  k  gegeben ,  so  ist  die  Gleichung 

Wie  wir  schon  oben  sahen,  dreht  sich  die  Gerade  dann  um  einen  festen  Punkt. 
Es  fehlt  uns  hiernach  noch  der  Fall,  dass  das  Product  der  Entfer- 
nungen  ein   gegebenes   ist.      Hier  rufen   wir  nun  einen  bekannten  Satz 
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der  Kegelschnittslehre  zu  Hilfe,  nämlich:  Fällt  man  von  den  Brennpunk- 
ten eines  Kegelschnittes  Perpendikel  auf  beliebige  Tangenten,  so  ist 
das  Product  derselben  constant,  nämlich  =6^,  dem  Quadrat  der  kleinen 
Halbaxe.     Hieraus  schliessen  wir  unmittelbar: 

12)  Sind  F^^=:0,  ^2  =  0  die  Gleichungen  der  Brennpunkte 
eines  Kegelschnittes  in  der  Normalforjn,  und  ist  dessen 
kleine  Halbaxe  ^,  so  ist  seine  Gleichung 

WO  Plus  oder  Minus  zu  wählen  ist,  je  nachdem  der  Kegel- 
schnitt eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  ist. 

Das  doppelte  Vorzeichen  erklärt  sich  daraus,  dass  bei  der  Ellipse 
die  Brennpunkte  immer  auf  derselben  Seite  der  Tangente,  bei  der  Hy- 
perbel immer  auf  der  entgegengesetzten  liegen.  Fallen  die  Brennpunkte 
zusammen,  so  entsteht  ein  Kreis  mit  reellem  oder  imaginärem  Radius, 
je  nachdem  die  Curve  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  war.  Durch  Va- 
riiren  von  6  erhält  man  ein  System  confocaler  Kegelschnitte. 

Wir  gehen  nun  zur  Ableitung  der  Ceutralgleichung  des  Kegel- 
schnittes über.     Ist  die  Mittelpunkt -Gleichung  in  der  Normalform 

13)  itf  =  ^  —  Xm  COsd  —  l/m  Sind  =  0 

nnd  sind  die  Brennpunkt  -  Gleichungen 

Fj  =  ^  —  a-,  cos  ö  —  ^1  si/i  Ö  =  0 , 
Fg  =  ^  —  .Tg  cos d  —  1/2  sind  =0^ 

Ist  2c  die  Entfernung  beider  Brennpunkte  und  a>  der  Winkel,  wel- 
chen die  Curvenaxe  2a  mit.  der  Coordinatenaxe  bildet,  so  ist 

a*g — äCj  =  2c  .  co^oo,     y^  —  y^=:2c,sin<0j 
also  , 

F^  —  F^^^^c  .cosiß  —  ©). 

Schreiben  wir  hierzu  die  gemäss  7)  zu  bildende  Gleichung 

F,  +  F2^2M, 
BO    finden    wir  durch  Quadrir^   und    Subtrahiren    mit  Berücksichtigung 
von  12)  «  . 

^f 8 -C».  cos« (0-0))  =  ±6». 

Wegen  c*  =  a*  +  b^  ist  auch 

M^  =  («8  q:  6«)  cos^  (Ö  -  (ö)  +  b^ 

aud  wir  können  schliessen: 

15)  Sind  a  und  b  die  Halbaxen  eines  Centralkegelschnit- 
teSf  ist  CD  der  Winkel,  welchen  seine  Axe  mit  der  Coordina- 
tenaxe bildet,  und  ist  ^/  =  0  die  Gleichung  seines  Mittel- 
punktes in  der  Normalform,  so  ist  seine  Gleichung 

M^=^a^.  cos^^ß-m)  ±  6«.  sin^iß  —  tü). 


^ 
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Die  Gleiehung 

XM^  =  aK  co^(ö-  (ö)  +  64.  5i>i2(ö-c») 

giebt  uns  durch  Variiren  von  X  eine  Schaar  concentrischer,  ähnlicher 
und  ähnlich  gelegener  Kegelschnitte  an. 

Wählt  man  den  Mittelpunkt  zum  Coordinatenanfang  una  lässt  die 
Axe  mit  der  Coordinatenaxe  zusammenfallen,  so  wird  die  Kegelschnitts- 
Gleichung 

oder  in  rechtwinkligen  Liniencoordinaten 

Wählen  wir  statt  des  Mittelpunktes  den  einen  Brennpunkt  zum  Co- 
ordinatenanfang, so  wird  die  Gleichung  • 

Ist  hierbei 

F—q  —  m  cosO  —  n  sin 0, 

so  können  wir  auch  schreiben 

Q^  —  mg  cos B  —  w p  si/i Ö  =  +  b^. 

Wir  wollen  uns  nun  daran  erinnern,  dass  die  polaren  Liniencoor- 
dinateu  der  Tangente  identisch  sind  mit  den  polaren  Punktcoordinaten 
des  Fusspunktes  des  vom  Anfang  auf  sie  gefüllten  Perpendikels.  Fassen 
wir  also  in  der  eben  entwickelten  Gleichung  q,  6  als  Punktcoordinaten 
auf,  so  lesen  wir  sofort  den  Satz  ab:  Die  Fusspunkte  der  Senkrechten, 
welche  vom  einen  Brennpunkte  auf  die  Tangente  gefällt  werden  können, 
liegen  sämmtlich  auf  der  Peripherie  eines  Kreises.  Aehnlich  können  wir 
auch  mit  der  Punktgleichung  verfahren.  Multipliciren  wir  eine  solche 
mit  Qy  so  erhalten  wir 

Q^  —  mq  cos 6  —  tiQ  sind  =^0, 

d.  h. :  Fällt  man  von  einem  Punkte  Senkrechte  auf  alle  Geraden,  welche 
sich  durch  einen  zweiten  Punkt  hindurchlege/i  lassen,  so  liegen  die 
Fusspunkte  auf  der  Peripherie  eines  Kreises. 

Allgemein  lässt  sich  sagen: 
*  16)  Liegt  eine  Gleichung  mit  einer  variabeleu  Längen- 
coordinate  und  mit  einer  variabelen  Winkelcoordinate  vor, 
so  können  diese  beiden  Grössen  sowohl  als  Punkt-,  als  auch 
als  Liniencoordinaten  aufgefasst  werden.  Von  den  beiden 
so  entstandenen  Curven  bildet  die  zweite  die  Fusspunkt- 
Curve  der  ersteren  in  Beziehung  auf  den  Coordinatenanfang 
als  Ausgangspunkt. 

Dieses  Verfahren  wollen  wir  nun  umgekehrt  zur  Anwendung  bringen, 
um  die  Gleichung  der  Parabel  zu  finden.  Bekanntlich  ist  die  Fnsspunkt- 
Curve  einer  Parabel  mit  deren  Brennpunkt  als  Ausgangspunkt  die  Schei- 
teltangente.     Wählen  wir   den  Brennpunkt   zum  Coordinatenanfang  und 
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die  Parabelaxe  ziir  Coordinatenaxe,  so  ist,  wenn  q  die  Focaldistanz  des 

Scheitels    bezeichnet,     die    Gleichung    der    Scheiteltangente   in    polaren 

Punktcoordinaten 

p  cos  B  =iq. 

Folglich  heisst  die  Gleichung   der  Parabel  in  polaren  Linien coordinaten 
ebenso.     Auf  Grund  der  Coordinaten transformation  9)  schliessen  wir: 

17)  Ist  F=^0  die  Gleichung  des  Brennpunktes  der  Parabel 
in  der  Normalform,  oo  der  Winkel,  welchen  ihre  Axe  mit  der 
Coordinatenaxe  bildet,  und  q  die  Focaldistanz  des  Schei- 
tels, so  ist  ihre  Gleichung 

F.  eo5{ö— (ö)  =  ö'. 

Wählen  wir  den  Scheitel  als  Coordinatenanfang  und  nehmen  a>=  180^, 
also  die  gewöhnliche  Lage  der  Parabel,  so  ist 

F=  Q  —  qcosQ 

und  die  Parabelgleichung  wird 

Q  cosB  —  q  cos^d  +  9  =  0 

Q  coid  +  q  sin  Ö  =  0. 

Von  Interesse  ist  noch  der  Uebergang  der  Gleichung  des  Central- 
kegelschuittes  in  die  der  Parabel.  Nehmen  wir  in  der  ersteren  den 
einen  Brennpunkt  zum  Coordinatenanfang  an  und  od  ==  180^,  so  wird 

Fj^^Q,     F^  —  Q  +  2c.co$d, 

Aladann  kann  die  Gleichung  des  Centralkegelschnittes  geschrieben  werden 

Beim  Uebergang  zur  Parabel  wird  c=:oo,  und  die  Gleichung  lautet 

Q  ,cosQ  =  lim  s-  , 

2c 

also  ist  ^ 

Wir  können  auch  leicht  durch  Liniencoordinaten  eine  Punktgleich- 
uug  der  Ellipse  herstellen.  * 

Der  EUipsengleichung  in  Punktcoordinaten 

wird  auch  genügt  durch 

xs=  a  cos  q)y     y  =  b  sinq>. 

Setzen  wir  diese  Wer'the  in  die  Punktgleichung  ein,  so  erhalten  wir 

Q=za, cos (p  cos B  -\-  b,  sinq)  sin B. 

Durch  Verallgemeinerung  des  Coordinatensystems  ergiebt  sich  fol- 
gender Satz: 


^ 
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Variirt  in  der  Punktgleichung 

Ms=a.  cos  q)  cos  (6  —  w)  -}-  ^  sin  <p  sin  (ß  —  ») 


oder  auch 


^=— S— C05(<]p  — 0  +  (a)+— s— CÖ5(<p  +  0  — ß)) 


der  Winkel  9?,  so  beschreibt  der  Punkt  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt 
die  Gleichung  M  =  0  befriedigt ,  deren  Halbaxen  a  und  b  sind  und  deren 
Hauptaxe  mit  der  Coordinatenaxe  den  Winkel  cd  bildet. 

Aehnliches  lässt  sich  von  der  Hyperbel  nachweisen. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  Gleichung  des  Berührungspunk- 
tes bei   dem  Centralkegelschnitt  zu  entwickeln.     Wir  stützen  uns  dabei 

auf  den  Satz,   dass  die  Ba- 


Fig.  2. 


dien  vectoren  des  Berüh- 
rungspunktes mit  der  Tan- 
gente gleiche  Winkel  bilden. 
In  Fig.  2  sind  von  den  Brenn- 
punkten F^  und  F^  auf  die 
Tangente  mit  den  Coordina- 
ten  q\  ff  und  dem  Berüh- 
rungspunkte D  die  Senkrech- 
ten F^S^  und  F^S^  geftllt 
worden.  Femer  ist  durch  B 
eine  beliebige  Gerade  mit  den 
Coordinaten  q  ,  0  gelegt  wor- 
den, und  sind  die  Senkrech- 
ten bis  zu  ihren  Schnittpunk- 
ten  Zj,  Zj   mit   dieser  ver- 


längert   worden.      Dann    ist  nach  jenem  Satze 

LF^BS^^LF^BS^,  also  A  F^BS^c^  A  F^BS^, 
und  verhält  sich  sonach 

F^ 0|  :  F2 S^=  BS^^i  B S^=  L^S^i  L^ S^* 
Hieraus  geht  hervor 

F,S, 


F^S^ 


F,S, 


^«^2 


F,S, 


^2^2_0 

F^S^ 


Ist  nun  die  Gleichung  des  einen  Brennpunktes  in  der  Norroalform 
^1  =  0,  so  ist  nach  6)  /\  die  Länge  desjenigen  Perpendikels,  welches 
von  diesem  Brennpunkte  auf  die  Gerade  qB  gefallt  werden  kann.  Die 
beiden  von  F,  ausgehenden  Perpendikel  bilden  nun  denselben  Winkel, 
als  die  sich  in  B  kreuzenden  Geraden,  nämlich  Z.(6  — 0'),  also  ist 
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Femer  erhalten  wir  die  Länge  des  Perpendikels  F^  S^  dadurch ,  dass 
wir  in  die  Gleichung  F^  =  0  die  Coordinaten  q\  6'  einsetzen.  Wir  wol- 
len den  so  erhaltenen  Werth  mit  F\  bezeichnen;  dann  ist 

hii^ ^i_ 

F,Si      F',cos(e-ö')* 
Analog  ist 

hf» ^% 

/•jS,  /•',  co*(ö-e')" 

Somit  wird  die  Oleichang  des  Bertthrungspanktes 

18)  |x.+^^=2co*(e-e'). 

Mnltipliciren   wir   die   Gleichung  mit   F\  F\  und   berücksichtigen ,   dass 
weil  q%'  Tangente  ist,   die  Gleichung  existiren  muss 

F\F\^±h^ 

so  erhalten  wir  für  die  Gleichung  des  Berührungspunktes 

19)  Fj  F\  +  F^F\  =  +  26^  cos(ß-Q'). 

In  dieser  Form  wird  uns  die  Gleichung  ihrer  Symmetrie  wegen  noch 
Dienste  leisten.  Ausserdem  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Entwickelung 
bei  der  Hyperbel  Im  Wesentlichen  dieselbe  ist  und  dass  das  Resultat 
vollständig  mit  dem  angegebenen  übereinstimmt. 

Im  speciellen  Falle  F^  =  F^  erhalten*  wir  die  Gleichung  des  Be- 
rührungspunktes beim  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  M  =  0  und  dessen 
Radius  r.ist,  in  den  beiden  Formen 

20)  ^,  =  cos{B-d'),     M=:  +  r.cüsid-^d'). 

M 

Die  Gleichung  des  Berührungspunktes  bei  der  Parabel  stützen  wir 
auf  den  Satz,  dass  die  Tangente  mit  der  Axe  denselben  Winkel  bildet, 
als  mit  dem  Radius  vector  ihres  Fig.  3. 

Berührungspunktes.  Es  sei  B 
der  Berührungspunkt  (Fig.  3). 
Durch  ihn  gehe  eine  Tangente 
mit  den  Coordinaten  q\  d\ 
welche  die  Parabelaxe  FX  in 
E  schneidet;  ausserdem  gehe 
durch  ihn  eine  andere  Gerade 
Pv  0.  Vom  Brennpunkte  F  sei 
auf  letztere  das  Perpendikel  FA 
und  auf  die  Tangente  das  FC 
gef&Ut.  Lassen  wir  die  obige  Bezeichnung  auch  hier  gelten ,  so  ist 
PA^Fy  FC^F\  Denken  wir  uns  ausserdem  die  Parabelaxe  der  Cur- 
▼enaxe  parallel,  so  ist 
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■  -^-^y^^^-^-^^^    ^-^-^  ^^^ 


.  L4F=9  und  LCFX^ff. 

Ferner  ist  nach  dem  obengenannten  Satze 

LßF=2.LBEF=2[LCF—90^]  =  2fi'-'l80, 

also  Z.^/'/^==  20- 6-180^  und     - 

F         _  ,_    F' 

cos(0-2ö'j  ^^'^7^'' 

da  LBFC=  LEFC,     Also  ist  die  Gleichung  des  Berühmngspunktes 

21)  Fco$d'=F'cos{e'-2e'). 

Wir  können  diese  Gleichung  auch  aus  der  entsprechenden  bei  dem 
Centralkegelschnitt  herleiten.  Läuft  wieder  die  Curvenaxe  der  Coordi- 
natenaxe  parallel  und  fallt  der  Anfang  mit  dem  einen  Brennpunkt 
F^  =  0  zusammen ,  so  ist  für  den  andern 

mithin 

F\         Q  a/ 

2c 

Geht   nun   der  Kegelschnitt  in   eine  Parabel   Über,    so  ist  2r  =  ao,    und 

jener  Bruch  wird 

F^      cos  0 

F\     cosW ' 
also  die  Gleichung  des  Berührungspunktes  [s.  18)] 

TT'  H ZT'  =  2  cos{ü  —ü). 

F       cosü  ^  ' 

Wegen  2  cos a  cos ß  =  cos (a  +  ß)  -{•  cos  («  —  ß)  ist  dann 

— —  i 1-  cosQ  =  cos  0  +  ro*  (0  —  2  0') 

oder  endlich 

F.cos6'=F\cos{d--2d'), 

Aus  der  Symmetrie  der  Gleichung  des  Berührungspunktes  einer 
Tangente,  19),  schliessen  wir  nun,  dass  die  Gleichung  des  Poles 
der  dem  Regelschnitt  fremden  Geraden  ^'0'  dieselbe  sei,  in  folgender 
Weise. 

Nehmen  wir  die  beiden  bestimmten  Tangenten  g'B'  und  ^"0"  an ,  so 
genügt  jede  Gerade,  welche  durch  den  Berührungspunkt  der  ersteren 
gezogen  wird,  der  Gleichung 

und   eine  jede  Gerade,  welche  durch  den  Berührungspunkt  der  zweiten 
gezogen  wird,  der  Gleichung 

^1  '^"s  +  P2^\=±2hKcos(e-  0"). 
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Bezeichnen  wir  nnn  die  Coordinaten  derjenigen  Geraden,  welche 
beide  Berührungspnnkte  miteinander  verbindet,  mit  p^,  9^,  so  muss  das 
System  der  beiden  Gleichungen  identisch  giltig  sein: 

F^F\  +  F^F\  =  +  26».  co5(e<>-e'r, 

F^  F\  +  F^  F\  =  +  2  6« .  C05  (60  -  6"). 
Stellen  wir  nan  die  Gleichung  auf 

SO  ist  dieselbe  ihrem  Bau  nach  die  eines  Punktes ,  und  zwar  wegen  der 
soeben  angegebenen  Identitäten  die  Gleichung  desjenigen  Punktes,  durch 
welchen  die  beiden  Geraden  p'0'  und  ^"0"  hindurchgehen,  d.  h.  des 
Schnittpunktes  heider  Tangenten.  Bekanntlich  wird  aber  dieser  Punkt 
äIs,  Pol  der  Geraden  ^^go  bezeichnet.  Wenden  wir  endlich  statt  der 
Coordinaten  ^^  die  anderen  (»'0'  wieder  an,  so  gilt  Folgendes: 
Die  Gleichung  des  Poles  der  Geraden  ^'0'  ist 

22)  Fy^  F\  +  F^F\=z±2h\  cos (0 - 0'). 

Schneidet  die  Gerade  q'B'  den  Kegelschnitt  gar  nicht,  so  kann  doch 
ihr  Pol  nach  22)  construirt  werden,  und  halten  wir  die  Bezeichnung 
„Pol  der  Geraden"  fest,  wiewohl  die  bisherige  Erklärung  nicht  mehr 
anwendbar  ist. 

Wir  können  auch  in  der  Gleichung  22)  beide  Coordinatenpaare  ^0 
und.  ^'0'  als  veränderlich  annehmen  und  sagen  dann,  jene  Gleichung 
ist  die  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Geraden  ^0  und  g'd'  harmo- 
nische Polaren  sind. 

Bei  Aufstellung  der  Centralgleichung  des  Kegelschnitts  15)  benutz- 
ten  wir  die  Gleichungen 

Fi+F^  =  2M  und  F^  —  f^  =  2c  .  co5(0-a>). 

lyem  entsprechend  ist 

F\  +  F\  =  2 M'  und  F\  -  F',  =  2c  .  cosiß'-  o), 

Durch  Multiplication  je  zweier  untereinander  stehenden  Gleichungen 
ergiebt  sich 

t\F\  -  F^F\  -  F^F\  +  F^F\==A€^.  ro5(^0~(o)  cos{6'-oi), 

also  durch  Subtraction 

^1  ^\  +  ^2^\  =  ^MM'—  2c2.  cos(0  — co)  cos[Q'-  w) ; 
nach  22) 

M M '—  c* .  cas  (0  —  ©)  cos  (0'—  oo)  =  +  ^* .  co5  (0  —  0').  • 

Da  c*  =  a*  +  6*  und  0  — 0'=  (0  — ©)  —  (0'— «),  so  ist 
die  Gleichung  des  Poles  mit  Hilfe  der  Centralgleichung 

23)  MM'^a\cos(ß  —  m)  .  ro.v(0'-  ü^  +  6^  5iw(0-eo)  5iw(0'-oi). 

Nehmen  wir  den  Curvenmittelpunkt  zum  Cqordinatenanfang  und 
setsen  <ios=0,  so  wird  diese  Gleichung 
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^•|^'=  a*  cos  0'  cos  Ö  +^  ft*  sin  d'si  n  0. 
Sind  also    x ,  y  die  Polarcoordinaten ,  so  ist 

^  »  C05  0'  ,    , ,  sin  0' 

a:  =  a* — 7—,     y  =  +  6* — 7-. 
9  '~         9 

Lassen  wir  noch  die  Accente  fort  und  denken  an  den  ZasammenhaDg 
zwischen  rechtwinkligen  und  polaren  Liniencoordinaten ,  so  können  wir 
sagen : 

24)  Sind  x,  y  Punktcoordinat en  und  §,  17  oder  ^,  0  die 
Liniencoordinaten  seiner  Polare  in  Beziehung  auf  den  Ke- 
gelschnitt 

so  ist 

cosQ     X          _                51«  0        y 
—  1  =  -—  =-5  und    — iy  = = 


Sind  r,  t  die  Polarcoordinaten  des  Poles,  so  ist 

Für  a:=y  =  0  wird,  da  wegen  co«^0 +  5in*0  =  1  nicht  cosd  ^sinB 
=  0  sein  kann ,  (>  =  oo ,  d.  h.  die  Polare  des  Mittelpunktes  liegt  im  Un- 
endlichen. I}iner  linearen  oder  quadratischen  Verbindung  der  rechten 
Seiten  entspricht  eine  ebensolche  der  linken.  D.  h. :  „Bewegt  sich  der 
Punkt  auf  einer  geraden  Linie  oder  beschreibt  er  einen  Kegelschnitt,  so 
dreht  sich  seine  Polare  um  einen  festen  Punkt,  resp.  beschreibt  auch 
einen  Kegelschnitt ,  und  umgekehrt.** 

§3. 

Discussion  der  EegeUchnitts  ••  Oleichnng  in  der  allgemeinen  Form. 

Die  KpgelschnittsgleichuDg  in  rechtwinkligen  Liniencoordinaten  lautet 
in  der  allgemeinen  Form     . 

25)  «ng'+2ori2|i?  +  a,2^«  +  2«j3g  +  2«,3i2  +  «33  =  0. 

Durch  Substitution  von 

.           cos  0                  sin  0 
g  = ,    1^= 

9  9 

geht  dieselbe  in  folgende  Gleichung  mit  Polarcoordinaten  über: 

26)   «33  ^*  —  2  ^  (»jg  cos  0  +  cTgg  sin  0)  +  or^j  cos^  0  +  a^^  sin^Q  +  of|2  sin  20  =  0. 

Wir  fragen  zunächst:  Unter  welcher  Bedingung  zerfällt  der  Kegel- 
schnitt in  die  beiden  Punkte  mit  den  rechtwinkligen  Coprdinaten  X/^^  y/- 
und  Xg,  y^?     Alsdann  muss  sein 

«33  (^  —  Xf  cos  B  —  yf  sin  6)  (q  —  Xg  cos  0  —  y^  sin  0) 
=  '^83^*  —  2  ^  (ffj3  cos  0  +  «23  sin  0)  +  «11  cos^  0  +  «^2  sin^  0  +  «jg  ^"**  ^ 
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Setzen  wir  nacheinander  ^^0,  B=^0^  6=90^  so  ergiebt  sich 

^83^r^ff     =    «11»  «38  »ry^       =   «22» 

Hieraus  folgt: 

26*)     — ,  —  sind  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Mitte 

«83     «83 

der  Verbindungslinie   beider  Punkte. 

Xf  und  Xg  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

ebenso  yf  und  Pg  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
"Rb  ist  mithin 


«38  ^r  =  «18  ±  ^"«^18  -  «11  «881 
«83  ^i?  =  «18  + /^[V;^^;!!^» 
«83  y/  =  «23  ±  /«^3"  «22  «83  t 
«SS  y^r  =  «28  + /«*28  -  «22 «88- 

Die  Bedingung,  unter  welcher  die  Zerlegung  möglich  ist,  lautet  dann 

«18 «23  —  ^''«V--«Ü«88  •  V^i3  —  «22 «38  ~  «12 «38- 

Wir  setzen  zur  Abkürzung 


^  =  —  [(«^8  —  «11  «33)  («*23  —  «22  «33)  —  («13  «28  ^  «12  «Ss)*] 
«33 


27) 


=  2  «12  «18  «28  -  «^i  «83  -  «*23«11  "  «*13  «22  +  «11  «22  « 


33 


«11 

«12 

«18 

«12 

«22 

«23 

«18 

«28 

«3» 

Alsdann  lautet  das  gefundene  Kesultat: 
28)     Unter  der  Bedingung 

zerfällt  der  Kegelschnitt  in  zwei  Punkte. 

Nehmen  wir  femer  an,  dass  die  Gleichung  26)  einen  wirklichen 
Kegelschnitt  vertritt,  so  können  wir  rücksichtlich  der  Grösse  a^  die  bei- 
den Fälle  unterscheiden: 

I.     a33  =  1 ;         II.     «33  =  0. 

Jeder  andere  Fall  lässt  sich   leicht  auf  den  ersten  zurückführen.     Wir 
wollen  zunächst  diesen  ersten  Fall  festhalten. 

Die  kleine  Halbaxe  des  Kegelschnitts  sei  6.  Ihr  Quadrat  b^  denken 
wir  uns  stets,  um  gleichzeitig  beide  Curvengattungen  zu  betrachten,  als 
mit  doppeltem  Vorzeichen  rersehen,  lassen  es  aber  der  Einfachheit  hal- 
ber fort.     Bann  lässt  sich  die  Gleichung  26)  auch  so  schreiben: 

Zaitsolurift  f.  M*tbem*tik  o.  Physik,  XXI,  6  ^ 
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^  „^ -^  ^ -*--' «^  ■»^  >- - 


^^  *' -^  ^•.^rf^--^. 


Q* -  2^  («13  eosd  +  Bgj  si«0)  +  («11+6«)  cos*ö  +  (««+**) ,  ««»0 
^'  +«„«n2Ö  =  6«. 

Diese  Gleichung  mius  femer  aaf  die  Form  12) 

gebracht  werden   können,    d.  h.    die  linke  Seit&  muss  sich  in  zwei  Fac- 
toren  zerlegen  lassen,  oder  6^  ist  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

«11+**  «12  «12 

30)  ««         cc^+b^     ?j3    =0 

«13  «23  «83 

oder  auch  der  Gleichung 

31)  6*-6«(«^3  +  «^^-ajj-«„)  +  ^  =  0. 

Sind  Xm^ffm  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Mittelpunktes,  so 
erhalten  wir  aus  26*)  sofort  ihre  Werthe,  da  der  Mittelpunkt  die  Ver 
bindungHÜnie  der  Brennpunkte  halbirt.     Es  ist  also 

^m  ==  «13  »       ym  =  «SS 

die  Mittelpunktsgleichung 

32)  ^  =  ^  — «^3  cosd  —  a28  sinB  =  0. 

Hiernach  lässt  sich  die  Kegelschnittsgleichnng  auch  so  schreiben: 

2Mq-^q^  +  «11  cos^Q  +  a^  sin^d  +  a^^ sm29  =  0 
oder  auch 

33)     ^»  =  (a\3-aJco5«e  +  (a\3-aj,)««^e  +  (a,3cr^--ff,,)m2e  =  ö. 

Vorgleichen  wir  sie  in  dieser  Gestalt  mit  der  Gleichung  15) 

il/2  =  a2  cos«  (ö  -  0))  +  6^  5j;i2  (0  -  G,) , 
so  ergiebt  sich 


34) 


«*j,  —  a^  =  a^ .  sin^  (o  +  b^,  cos^ 


•22 


Gt) 


/    2        Li^     «w2o> 
«18  «28  -  «12  =  (ö*  -  n  •  — 2" ■ 


Durch  Addition  der  beiden  ersten  Gleichungen  erhalten  wir 

35)  a«j8  +  a«j3  —  aji  —  «^  =  «*  +  6«. 
Setzen  wir  diesen  Werth  in  31)  ein,  so  wird  dieselbe 

d.  n. 

36)  J  =  aKb^. 

Aus  35)  und  36)  erkennen  wir,  dass  a^  die  andere  Wurzel  der  q«*- 
dratischen  Gleichung  30)  ist. 

a*  und  6*  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen  Glei-chung 


«11  +  2 


37) 
oder 


'11 
a 


a 


12 


a 


13 


I       « 


12 


i;} 


«29+2     a 


'22 

a 


23 


er 


23 
33 


=  0 


V":  Vi 
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>'>w'^-^,^ 


2^  -  ^  («*13  +  «*23  -  «11  —  «22)  +  -^  =  0. 

Dividiren  wir  die  dritte  Gleichung  von  34)  durch  die  Differenz  der 
beiden  ersten,  so  haben  wir 

38)  <g2M=  %  ^^"'»"«'"''"^     . 

"  IS  —  "  2S  -  «11  +  «2J 

_  ■  ' 

Aus  der  Gleichung  37)  scheint  hervorzugehen,  dass,  wenn  wir  die 
Kegelschnittsgleichung  in  der  Form  schreiben : 

Q^—2Q(a^^cosB  +  «23  sind)  +  («11  +  «^)  <^o«*ö  +  («22  +  «*)  ^'«^^ 

+  «jg  sin  20  =  «*, 

sich  die  linke  Seite  derselben  ebenfalls  in  zwei  Factoren  zerlegen  las6<^n 
müsse.  Man  erhält  dann  in  der  That  auch  zwei  Brennpunkte,  aber 
zwei  imaginäre;  sie  liegen  auf  der  reellen  kleinen  Axe  des  Kegelschnit- 
tes, um  4^1  ^n*  — 6*  vom  Mittelpunkte  entfernt.  Wir  haben  so  die  fünf 
wichtigsten  Momente  des  Kegelschnittes,  nämlich  seinen  Mittelpunkt, 
seine  Halbaxen  und  die  Richtung  seiner  Axe  auf  einfache  Weise  aus  der 
allgemeinen  Gleichung  bestimmt.  Bei  der  Berechnung  der  quadratischen 
Gleichung  37)  kann  man  nie  im  Zweifel  sein,  welche  Wurzel  a^  und 
welche  b^  angiebt.  Erhält  man  nämlich  zwei  positive  Werthe,  so  ist  die 
Curve  eine  Ellipse,  also  .der  grössere  Werth  a^  und  der  kleinere  b^. 
Erbält  man  eine  positive  und  eine  negative  Wurzel,  so  ist  die  Curve 
eine  Hyperbel,  und  die  positive  =a\  die  negative  =6^  Sind  die 
Wurzeln  beide  negativ,  so  wird  allerdings  die  Curve  imaginär.  Dies 
tritt  ein,  wenn  J'^O  und  «^13  +  o^s  ^ ''^11  "^ ''22 •  ^^*  Benutzung  von 
27)  können  die  Bedingungen  auch  geschrieben  werden 

(<3  —  «11)  («*23  —  «22)  ^  ("18  «28  —  «12)^       i^\s  ~  «ll)  +  («*2S  -  «22)  <  ^^ 

Ist  nun  aber  die  Summe  zweier  Grössen  negativ,  aber  ihr  Product 
positiv,'  so  muBS  jede  einzelne  negativ  sein.  Also  können  wir  auch 
sagen 

«U>«^81      «22>«*28i       ^>0. 

Die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  würden  complez  sein, 
wenn 

0>[{«*i3-«u)  +  («'28-«22)P-4^  nach  27), 

0>   [(«^3-«ll)  +  K2S-«22)?-4(a«l3-    au)(«%3-«22)  +  4(«,8tt23-«12^^ 
^  >  [(«^8  -  «u)  -  («*23  -  «22)?  +  4  C«!»«»  -  «12)^ 

'AB  niemals  möglich  ist. 

Also  ist  der  einzige  Fall,  in  welchem  bei  reellen  Grössen  a  der  Ke- 

elschnitt  imaginär  wird ,  der,  dass  die  quadratische  Gleichung  zwei  nega- 

IVB  Wurzeln  besitzt.     Denn  in  jedem  andern  Falle  lässt  sich  a^  6^,  Xm, 

f„    und   (0   in   brauchbarer  Weise  bestimmen.     Man   stösst  nirgends  auf 

'ch  wierigkeiten . 

Soll  die  Curve  einen  Ejreis   mit  dem  Radius  r  darstellen,   so  muss 

cb  den  Gleichungen  34)  sein 

22* 


't 


1 


k'' 
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«13«23  -  «12    ^nd    r«  =  ««13  -  üf^i  =  0f«23  -  «jjg . 

Dann  wird  auch,  wie  das  sein  mnss,  Gleichung  38) 

Für  «^  +  ft*  =  0  haben   wir  eine  gleichseitige  Hyperbel ,   d.  h.  wenn 

i^  <  0,  a*i3  4"  «*28  ~  «11  H"  «22*     Dann  ist  nämlich  a  =z  y—J,    Wir  fassen 
nun  das  gefundene  Resultat  zusammen. 
39)     Die  Gleichung 

stellt  eine  Ellipse,  ein  Punktpaar  oder  eine  Hyperbel  dar, 
je  nachdem 

Die  Ellipse  wird  imaginär,  wenn 

«11>«\3»       «22>«M- 

Sie  wird  ein  Kreis  mit  dem  Radius  r,  wenn 

«13  «23  =  «12  »       «*13  —  «11  =  «*28  ""  «22  =  '^• 

Zur  Bestimmung  der  Brennpunkte  x^,  yf  und  Xg^  yg  bedienen  wir 
uns  der  bei  Gleicbung  26)  gefundenen  Werthe.  Wir  müssen  dabei  be- 
rücksichtigen, das^  die  Grössen  «j,  und  »22  ^^^^  Vermehrung  um  6^ 
erlitten  haben,  und  erhalten  dann 

Wir  haben  nun  zur  Bestimmung  der  Brennpunkte  vier  zum  Theil 
quadratische  Gleichungen  mit  vier  Unbekannten.  Setzen  wir  Xg-=:^a^^ 
—  X/-=  2ai3  — a?  und  yg'=^^^^  —  y/'=^2ofj3  —  y  in  den  anderen  Gleich- 
ungen ein,  so  erhalten  wir  als  Bestimmungsgleichungen  der  Brenn- 
punkt-Coordinaten 

«y  —  «23*  —  «13»  +  «12  ==  ^» 

a;2  _  y2 _  2orjg.T  +  2a23y  +  «n  —  «22  =ö 

41)     oder  auch 

(^  —  «13)  f  y — «23)  =  '«13  «28  —  «12 » 

(^  —  «13)^  -  (y  -  «23)^  =  «*13  -  «*23  —  «11  +  «22  • 

Beide  Gleichungen  sind  miteinander  verwandt.  Betrachten  wir  nämlich 
X,  ^  nicht  als  Unbekannte,  sondern  als  Veränderliche,  so  drücken  beide 
Gleichungen  gleichseitige,  dem  Kegelschnitt  concentrische  Hyperbeln  aus, 
und  zwar  sind  die  Asymptoten  der  einen  Hyperbel  die  Axen  der  an- 
deren, und  umgekehrt.     Schreiben  wir  die  Kegelschnittsgleichung  in  der 

Form 

9*  -  2(>(a,3  CQ$%  -h  «23  sin^)  +  /5ii  cos^^-if  ßi2  «'>'2Ö  +  /?  =  0, 

wo  j5jj  =^'a^  —  «22'  ft2  ^  «12  ^^^  /^  =  «22»  ^^  sehcu  wir,  was  schon  Gleich- 
ung 12)   folgern  Hess,    dass  durch  Variiren  von  ß  eine  confocale  Kegel- 
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schnittsschaar  entsteht.  Lassen  wir  weiter  auch  noch  ß^^  variiren,  so 
beschreiben  die  Brennpunkte  die  zweite  der  in  41)  angegebenen  Hyper- 
beln; variirt  dagegen  j?^^,  so  beschreiben  sie  die  erste. 

Sind   Tf,  df  und   r^,  dg  die  Polarcoordinaten    der  Brennpunkte,   so 
werden  die  letzten  Gleichungen  von  40) 

r/-r^  .  co5(0;r-f  0j^)  =  cfjj  —  ofgg, 
durch  Division 

42)  tg^^er+e,)=-^. 

Verbindet   man   die  Brennpunkte  mit  dem   Coordinatenanfang  und 

halbirt  den  Winkel  der  Verbindungslinien ,  so  schliesst  diese  Halbirungs- 

0/-+Ö 
linie  mit  der  Coordinatenaxe  den  Winkel  -^—^ — -  ein.     Wir  sehen  daher, 

dass  wir  diesem  Winkel  durch  Drehung  der  Coordinatenaxe  jeden  belie- 
bigen Werth  geben  können.  Hat  er  den  Werth  Null,  so  ist  auch  «jg  —  O 
und  die  Brennpunkte  liegen  auf  der  ersteren  der  in  41)  angegebeneu 
Hyperbeln ,  welche  durch  den  Coordinatenanfang  hindurchgeht  und  deren 

Asymptoten    den    Coordinatenaxen    parallel    laufen.      Ist  — ^ — ^==^45^ 

also  'ö'CÖf  +  ö^)  =  Qo,  und  «n  — a^g^O,  so  erhalten  wir  als  Ort  der 
Brennpunkte  die  zweite  Hyperbel,  welche  durch  den  Anfang  geht,  die 
neuen  Coordinatenaxen  aber  zu  Curvenaxen  hat.  Da  eine  Drehung  von 
45^  stattgefunden  hat,  so  finden  wir  das  Obige  bestätigt. 

Die  Gleichungen  41)  sind  dann  von  Wichtigkeit,  wenn  die  Grössen 
et  von  einer  Veränderlichen  abhängig  gemacht  sind,  wodurch  die  allge- 
meine Gleichung  zweiten  Grades  eine  Schaar  Kegelschnitte  vertritt. 
Eliminirt  man  dann  aus  beiden  Gleichungen  diese  Veränderliche,  so 
erhält  man  den  Ort  der  Brennpunkte  der  genannten  Kegelschnittsschaar. 

Die  Halbaxen  des  Kegelschnittes  ergeben  sich  dann  besonders  leicht, 
-«renn 

«13  «23  =  «12  1       «^3  -  «11  <  «^3  —  «22 ' 

Dann   ist  nach  38)   /^2co  =  0,   also   entweder  ©  =  0  oder  »  =  90^   und 

z'war 

für  (0  =  0  nach  34) :  a*  =  a^^^  —  cTjj  ,  b^  =  cc^^  —  a^g» 
und 

fUr  OD  =i  90^ :  «*  =«^23  ~  «22  >  f^^  =  0*13  —  «n  • 

Hiermit  stimmt  überein,  dass  Hir  «^ig^^gs'"'' «12  ^  ^  nach  41)  sein  muss 

'  (^f  —  a:«)  (yf  —  y^)  =0, 

d.  h,  entweder  ^c^-^^Xm,  dann  ist  00  =  90^  oder  yf^ymt  dann  ist  00  =  0. 

Für  a*i3  —  Äjj  =  a\3  —  «22»  «13  «28^  «12  ^^^^  /^2a)  =  oo,  also  w  =  45« 
oder  o>=:135^     Dann  ist  [Gleichung  34)] 
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Diese  Fälle  kann  man  bei  jedem  Kegelschnitte  durch  Azendrehung  her- 
beiführen. 

Ist  der  Anfang  aach  Curven mittel p an kt ,  so  ist  wegen  ci^^  =  a^^O 
die  Gleichung  des  Kegelschnittes 

Q^  +  «jj  cos^  0  +  «22  sin^d  +  «12  **"  2  ö  =:  0. 

Steht  eine  der  beiden  <]!urvenaxen  aaf  der  Coordinatenaxe  senk- 
recht, so  ist  0^2  =  0  und  die  Gleichung  selbst 

Q^  +  «jj  cos^d  +  «22  sin^S  =  0. 

Ist  die  grosse  Axe  Coordinatenaxe,  so  ist  «j^  =  —•  a*,  «g«  ~  —  ^*>  ^®* 
die  kleine  Axe  Coordinatenaxe,  so  ist  «11=-  —  &^  «22^""^**  ^®^  einer 
Neigung  von  45^  ist  «ii  =  «8if  ^Ibo  die  Curvengleichung 

Q^  +  «n  +  «18  «>»  20  =  0, 

und  zwar  ist  «j,  = s —  1  «12^^ 5 — •     ^*°  vergleiche  bei  diesen 

Werthen  die  Centralgleichung  15). 

Wir  Collen  noch  Einiges  durchnehmen  über  die  geometrische  Be- 
deutung der  Coefficienten  der  allgemeinen  Gleichung  in  der  Form 

^*  -—  2 ^ («13  co$ 0  +  «23  sind)  +  «11  cos^d  +  «22  sifi^ 0  +  «jg  ««20  =  0. 

Die  nothwendige  Homogeneität  der  Gleichung  zeigt  uns,  dass  «^3  und  a^ 
Strecken,  «j^,  «22  und  0^2  Flächen  sind.  Ersteres  haben  wir  schon  con- 
statirt.  Es  sind  nämlich  «13  und  «23  die  Entfernungen  des  Mittelpunk- 
tes von  den  beiden  Coordinatenaxen.  Um  «^^  und  «22  zu  interpretiren, 
übertragen  wir  den  Begriff  der  Potenz  des  Punktes  beim  Kreise  auf  die 
Potenz  einer  Geraden  beim  Kegelschnitt.  Wir  wollen  unter  derselben 
die  Differenz  verstehen,  welche  wir  erhalten,  wenn  wir  vom  Rechteck 
aus  den  Abständen  der  Brennpunkte  von  der  Geraden  das  Quadrat  der 
kleinen  Halbaxe  subtrahiren.  Es  ist  klar,  dass  eine  Gerade  mit  dem 
Kegelschnitt  zwei,  einen  oder  gar  keinen  Punkt  gemeinsam  hai,  je  nach- 
dem ihre  Potenz  negativ,  Null  oder  positiv  ist.  Wir  sehen  aus  der  Ke- 
gelschnittsgleichung Fjfg""^*—^,  dass  wir  die  Potenz  einer  beliebigen 
Geraden  erhalten,  wenn  wir  ihre  Coordinaten  in  die  linke  Seite  der 
Kegelschnittsgleichung  einsetzen.  Da  die  Coordinatenaxe  (x-Axe)  die 
Coordinaten  9  =  0 ,  0=:9O^  besitzt,  so  ist  ihre  Potenz  =«22»  nnd  da  die 
^-Axe  die  Coordinaten  e  =  0,  0  =  0  hat,  so  ist  ihre  Potenz  =«11.  l^* 
ferner  nach  42)  ai2  =  4^''f .  ^^.  ^««(öf  +  0^)i  so  können  wir  sagen:  «12  i^^ 
die  Fläcbe  desjenigen  Dreiecks,  welches  den  Coordinatenanfang,  den 
einen  Brennpunkt  und  den  Spiegelpunkt  des  andern  in  Beziehung  anf 
die  Coordinatenaxe  zu  Ecken  hat. 

Nach  dieser  Ausführung  scheint  die  Discussion  dor  allgemeinen 
Kegelschnittsgleichung    und    die   Bestimmung    der  für  den  Kegelschnitt 


r^ 
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wichtigsten  Grössen   a,  b^  x^t  l/my  oi  in  Liniencoordinaten  einfacher  zu 
sein  als  in  Panktcoordinaten. 

Es  bleibt  uns  nur  noch  übrig,  den  Fall 

IL  <^88  =  0 

näher  zu  untersuchen.     Die  Kegelschnittsgleichung  lautet  dann 

43)  2  Q  («jj  cos  0  +  «23  sin  ö)  =  a^j  cos^  0  +  «22  ^'''^  ^  "I"  **i2  ^'^  ^  ^* 
Ist  ausserdem  noch  «is  =  ff2d^^^>  ^^  S^^^  ^^^ 

44)  cfj  j  cos^  0  +  »22  ^'"^  ^  "I"  ^'la  ^''^  20  =  0 
hervor 


tgB='^  <^12  +  ?^<^12-  «ll<^22 

«22 


Ist  auf  diese  Weise  0  als  Constante  bestimmt,  so  repräsentirt  die  Gleich- 
ung 44)  den  Schnittpunkt  sämmtlicher  unter  (90®  —  0)  gegen  die  Coordi- 
natenaxe  geneigten ,  also  einander  parallelen  Geraden.  Da  die  Gleich- 
ung quadratisch  ist,  so  können  wir  sagen,  sie  stellt  zwei  im  Unend- 
lichen gelegene  Punkte  dar,  die  allerdings  imaginär  werden  oder  auch 
in  einen  einzigen  zusammenfallen  können. 

Ist  dagegen   nicht  a^^  =  or^j  =  0 ,   so   kann  die  Gleichung  43)  durch 

Division  mit  der  Wurzelgrösse  2  ^«^13  +  a*2S  *^f  ^^®  Form  gebracht 
werden 

g  (cos  0  coÄ  CO  +  51«  0  sin  co)  =  j3^^  cos^  ^  +  /S^^  sin^  0  +  ß^^  sin  2  0 , 
wo 

i„^. ?[»      a    —  *^ii  Q    __  «22 o    _  «12 

«13  2  /a2^3  +  ««23  2  K«^3  +  «^'28  2  K  «^8  +  «'28 

Diese  Gleichung  repräsentirt  aber  nach  17)  eine  Parabel,  deren  Axe 
unter  Winkel  w  gegen  die  Coordinatenaxe  geneigt  ist.  Hat  ihr  Brenn- 
punkt die  Coordinaten  Xf,  tjf^  und  ist  q  die  Focaldistanz  des  Scheitels, 
so  lässt  sie  sich  auch  schreiben 

(^  —  Xf  cos  0  —  yf  sin  0)  [cos 0  cos  o  +  sin  0  sin  0})  =  g  (cos^ 0  +  sin^d) , 

und  wir  erhalten 

/S^j  =  aYC05ü)  +  g, 

2  /Sjg  =  a*f  5m  CO  -{-  yf  cos  cd  , 

-SO 

i^ii  -*  1^22  ^^  ^f  ^^^  ^  —  yf  ^^"  ^ » 
.  b. 

Xf=2 /3i2  sin  w  +  (|5^i  —  ß^^)  cos  <o , 
46)  yf  =  2  /3j2  C05  ©  —  ( j3n  —  jSjjg)  sin  co , 

(i  =^-  ßii  sin*  03  +  1^22  C05- CO  —  j5j2  sin2o}, 

ir   haben    immer   eine  Parabel,   so   lange  nicht  ^  =  0.     Dann  geht  die 
rabel  in  ihren  Brennpunkt  über;  also  wenn 


324  Das  System  etc.     Von  Dr.  J.  P.  Wbinmbibtbr. 


1 


r^.^^^^^^^ 


oder 

«11  «*28  =  2 «ij  «18  ajH  +  a„  «^8  =  0. 

Der  OleichuDg  39)  ist  noch  nacbzntrageü : 
47)     Für  «33  =  0  stellt  die  Gleichung 

^n^+^^i^^V  +  «22*?*+  ^ttisS  +  Sagst?  +  «83  =  0 
eine  Parabel  dar,  so  lange  nicht 

«U  «*28  -  2  «12  «IS  «23  +  «22  «^3  =  0. 

Ist  aber  diese  Bedingung  erfüllt  nnd  nicht  gleichzeitig 

«11  =  «28  =  ^ » 

so  repräsentirt  die  Gleichung  einen  im  Endlichen  gelege- 
nen Punkt,  im  andern  Falle  ein  im  Unendlichen  gelegenea 
Punktepaar. 


XV. 

LenmiBcatische  Geometrie ,  Verwandtechaft  und  Ei 
abgeleitet  mit  Hilfe  der  Function  complezen  Arguments 

Von 

Dr.  Gustaf  Holzmülleb, 

Direotor  der  Pxoriiulal-GeweTbMohale  ku  Hag«n. 


(ffierzu  Taf.  VI,  Fig.  l  -  6.) 

§  1.    Vorbemerkungen. 

In  Folgendem   soll   die   durch   die  Function   complexen   Arguments 

Z  :=  yz    vermittelte   Abbildung    in   Bezug   auf  ihre   geometrischen    Con- 
sequenzen  einer  speciellern  Untersuchung  unterworfen  werden. 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  bei  dieser  conformen  Uebertragung  jedem 
beliebigen  Kreise  in  der  Ebene  des  Arguments  eine  lemniscatische  Curve 
p.p^z=.c  in  der  Ebene  der  Function  entspricht,  die  stets  den  Nullpunkt 
zum  Centmm  hat,  die  jedoch  nach  Gestalt,  Axenlage  und  Brennweite 
ohne  Einschränkung  variiren  kann.  Ist  im  speciellen  Falle  der  Kreis 
eine  Gerade,  so  geht  die  Lemniscate  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  über, 
deren  lemniscatische  Brennpunkte  im  Unendlichen  zu  denken  sind. 

in  einem  bestimmten  Bereiche  der  Geometrie  wird  demnach  jedem 
Satze  über  Kreis  und  Gerade,  über  Kreisbüschel  und  Kreisschaar,  über 
Strahlenbüschel  durch  einen  Punkt  und  Punktreihen  auf  einer  Geraden 
ein  solcher  über  Lemniscaten  und  gleichseitige  Hyperbeln  desselben  Cen- 
trums, über  Lemniscatenbüschel  und  Lemniscatenschaar,  über  Büschel 
gleichseitiger  Hyperbeln  durch  zwei  Punkte  und  Punktreihenpaare  auf 
gleichseitiger  Hyperbel  entsprechen,  und  ebenso  wird  jede  dahin  gehörige 
Constructionsmethode  ihr  Analogon  finden.  -" 

Besonderes  Augenmerk  soll  auf  eine  aus  dei  Transformation  durch 
reciproke  Kadii  vectores  entspringende  Operation  gerichtet  werden,  die 
man  als  „isothermische  Spiegelung  gegen  die  Lemniscate** 
bezeichnen  könnte.  Dieselbe  ist  mit  elementaren  Hilfsmitteln  durchführ- 
bar und  hat  eine  Reihe  interessanter  Consequenzen  aufzuweisen.  Ueber 
den  Specialfall  der  Spiegelung  gegen  die  gleichseitige  Hyperbel  habe  ich 
bereits  in  den  „Beiträgen  zur  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften" 
-n   dieser  Zeitschrift  XVIII,   S.  227  flgg.,   einige  Mittheilungen   gegeben 
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und  aaf  den  Reicbtham  geometrischer  Beziehungen  hingewiesen,  die  ans 
dieser  Transformation  hervorgehen. 

Bekanntlich  liefert  die  Abbildung  durch  reciproke  Radii  vectores 
Gebilde,    die   in    Kreisverwandtschaft  stehen,   und  umgekehrt  Iftsst  sich 

4 

jeder  Fall   der   Kreisverwandtschaft,    die   allgemein   der  Transformation 

durch    die    Function    complexen    Arguments    2=  ---~7— ;    entspricht,    im 

Wesentlichen  auf  eine  Abbildung  durch  reciproke  Radii  vectores  zudick- 
führen.  So  wird  auch  die  isothermisehe  Spiegelung  gegen  die  Lem- 
niscate  auf  eine  Verwandtschaft  führen,  bei  welcher  jedes  Individuum 
unter  den  Lemniscaten  desselben  Centrums  in  der  einen  Ebene  einem 
solchen  unter  den  Gurven  desselben  Charakters  in  der  andern  entspricht, 
eine  Beziehung,  die  man  zweckmässig  als  „lemniscatiscbe  Ver- 
wandtschaft** bezeichuen  kann.  Dieselbe  wird  wiederum  durch  eine 
bestimmte  Function  complexen  Arguments  repräsentirt  sein. 

Die  Kreisverwandtschaft  hat  eine  ausgedehnte,  aber  wohlbegrenzte 
Gruppe  von  sonst'  schwierigen  Problemen  aus  dem  Gebiete  der  Geo- 
metrie, der  Wärraetheorie  und  der  conformen  Abbildungen  zur  Lösung 
geführt.  Dasselbe  ist  hier  zu  erwarten.  Zwar  scheiut  in  dem  Umstände, 
dass  nur  von  Lemniscaten  desselben  Centrums  gesprochen  wird,  im  Ver- 
gleich zur  Kreisverwandtschaft,  wo  die  Lage  des  Kreiscentrums  ganz 
beliebig  ist,  eine  gewisse  Beschränkung  zu  liegen;  es  stellt  sich  jedoch 
heraus,  dass  der  beliebigen  Lage  des  Kreiscentrums  die  unbeschiankt 
willkürliche  Lage  des  einen  lemniscatischen  Brennpunktes  entspricht,  und 
dass  im  Gegensatz  zur  Aehnlichkeit  sämmtlicher  Kreise  die  unendliche 
Mannichfaltigkeit  der  lemniscatischen  Gestaltung  zur  Geltung  kommt. 
Schon  der  Umstand  ist  bemerkenswerth ,  dass  die  Transformation  durch 
reciproke  Radii  vectores  als  der  Specialfall  der  lemniscatischen  Spiege- 
lung zu  betrachten  ist,  bei  dem  die  beiden  Brennpunkte  der  spiegelnden 
Curve  in  einen  zusammenfallen. 

Von  besonderem  Interesse,  ist  wohl  die  Bemerkung,  dass  der  von 
Möbius*  bewiesene  Satz  über  die  Doppelverhältni^se  und  Doppelwinkel, 
die  für  entsprechende  Punktquaternionen  in  kreisverwandten  Systemen 
übereinstimmen ,  auch  hier,  wenn  auch  in  neuer  Form ,  erhalten  bleibt, 
so  dass  die  Theorie  der  lemniscatischen  Verwandtschaft  zu  vollstän- 
diger Allgemeinheit  geführt  werden  kann.  Damit  ist  auch  der  Weg 
gezeigt,  die  bei  anderen  isogonalen  Verwandtschaften  den  Doppel  Verhält- 
nissen entsprechenden  Beziehungen  zu  ermitteln  und  so  ihre  Theorie 
zum  Abschluss  zu  bringen,  was  bis  jetzt  nur  bei  der  Aehnlichkeits- und 
Kreisverwandtschaft**  erreicht  war. 


*  Möbius:  „Die  Theorie  der  Kreisverwandtschaft",  Abhdl.  der  königl.  sächs. 
Ges.  d.  Wiss.  IV,  S.  644  ^^g. 

**  Vergl.  die  Bemerkung  bei  Dur 6 ge:  „Elemente  der  Theorie  der  Functionen 
etc.",  S.  33. 
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Die  Theorie  der  krammlinigen  Coordinaten  wird  insofern  einen  Bei- 
trag erhalten)  als  die  von  Lam^  behandelten  lemniscatlschen  Coordinaten*^ 
eine  wesentliche  Verallgemein ernng  erfahren,  analog  der  Ausdehnung  der 
Kreiscoordinaten  durch  Einführung  des  Kreisbüschels  ^  —  ^^s=y  und  der 

P 
orthogonalen  Ereisschaar   —  =  c. 

Bei  der  Wichtigkeit,  die  Jacobi**  solchen  Substitutionen  für  die 
Integration  der  DifTerentialgleichuDgen  und  die  Lösung  mechanischer  Pro- 
bleme beilegt,  mag  dies  nicht  unerwähnt  bleiben. 

Ueber  Lösung  von  Problemen  conformer  Abbildung  durch  Einführung 
der  verallgemeinerten  lemniscatischen  Coordinaten  in  die  Differential- 
gleichung ^2  ^      ^jj  ^ 

auf  dem  von  Jacobi  (Crelle's  Journal  Bd.  36)  gegebenen  Wege  sollen 
einige  Andeutungen  folgen. 

Am  Schlüsse  finden  sich  noch  Bemerkungen  über  die  jetzt  an- 
gebahnte Kinematik  conform  veränderlicher  Systeme,***  speciell  der  lem- 
niscatisch  verwandten,  so  dass  sich  die  Fruchtbarkeit  der  Methode,  jedoch 
auch  die  Grenzen  ihrer  Tragweite,  hinreichend  klarlegen  werden. 


•  ^  •  •■{' 


2  +  T3=^ 


§2.    Allgemeiner  Charakter  der  Abbildung  Z=yz. 

Zum  Zweck  der  Präcisirung  des  Folgenden  sei  es  gestattet,  über 
den  Charakter  der  vorliegenden  Abbildung  einiges  Bekannte  vorauszu- 
sehieken. 

Zwischen  beiden  Ebenen  besteht  die  Beziehung 

j    X+Yi^}/x  +  ,,i, . 

f     R  \cos  0  +  i  sin  0]  =  j/r  [cos  gp  +  f  sin  q)) , 

so  dass  R  =  +  yr  und   0  entweder  gleich  ^  oder  gleich    180^ +«"    is*^» 

Jedem  Punkte  J  der  z  -  Ebene  entsprechen  also  zwei  Punkte  J^  und  //^ 

der   Z- Ebene,  deren  Verbindungslinie  durch  den  Nullpunkt  halbirt  wird. 

Zwei  so  zusammengehörige  Punkte  sollen  stets  als  Punkt  paar  bezeich- 
et  werden.  Die  Construction  des  einem  gegebenen  Punkte  entsprechen - 
en  Puuktpaares  geschiebt  durch  Halbirung  der  Abweichung  q>  und  Con- 
tmction    der   mittleren   Proportionale  zwischen  r  und  der  Einheit.     Die 

Qebertragung  geschieht  also  mit  elementaren  Hilfsmitteln. 


•  Lam^:  fyLegans  sur  les  coordonnäes  cwrvilignesf',  S.  217. 
**  Jacobi:  „Vorlesungen  über  Dynamik",  S.  199. 

***  Burmester:  „Kinematisch -geometrische  Untersuchungen  der  Bewegung 
«etzmässig  veiUuderHcher  Systeme^*,  diese  Zeitschr.  XX,  S.  381 9i^g. 


328  Lemniscatisehe  Geometrie  etc. 


'^^af  ^^^^^^  ^  ^  -f  y^-^^^nf^^^^^^mr^^^j 


Jeder  Tom  Nallpnnkte  anter  der  Neigung  ^  gegen  die  positive  reelle 

Axe  ausgehenden  Geraden  entspricht  eine  unter  -^  geneigte  Gerade  der 

Z- Ebene   und   ihre   Rückwärtsverlängemng   über  den  Nullpunkt  hinaoB. 
Der  vollständigen  Geraden   durch   den  Nullpunkt   der  z- Ebene  entspre- 

mm 

chen  zwei  orthogonale  Gerade  mit  den  Neigungen  -^  und  -^  +  90^. 

Jedem  Kreise  mit  Radius  r  um  den  Nullpunkt  der  2 -Ebene  ent- 
spricht ein  Kreis  mit  Radius  ^^um  den  Nullpunkt  der  Z- Ebene,  dem 
doppelten  Umgange  auf  dem  ersteren  der  einfache  Umgang  auf  dem  letz- 
teren. Um  dies  zu  veranschaulichen  und  gleichzeitig  die  obige  Zwei- 
deutigkeit aufzuheben,  muss  man  nach  Riemann  die  z- Ebene  als  zwei- 
blätterig  betrachten,  und  zwar  so,  dass  beide  Blätter  längs  einer  beliebi- 
gen, sich  selbst  nicht  schneidenden  Linie  vom  Nullpunkte  nach  dem 
unendlich  fernen  Punkte  sich  gegenseitig  durchkreuzen.  Man  denke  sieb 
diesen  „Schnitt"  längs  der  positiven  reellen  Axe  gelegt  und  setze  fest, 
dass  dem  oberen  Blatte  der  z  -  Ebene  der  erste  und  zweite  Quadrant  der 
Z- Ebene,  dem  unteren  Blatte  der  dritte  und  vierte  Quadrant  entspricbt 
Vermeidet  man  es  alsdann ,  den  Schnitt  zu  überschreiten  und  so  aus  dem 
oberen  Blatte  in  das  untere  zu  gelangen,  so  kann  man  die  Geometrie 
jedes  Blattes  eindeutig  auf  eine  Halbebene  übertragen. 

fm  Nullpunkte  aber  ist  es  zweifelhaft,  in  welchem  Blatte  man  sieb 
befindet.  In  ihm  hängen  beide  Blätter  zusammen,  was  dem  Zusammen- 
fallen der  beiden  Wurzelwerthe  für  z  =  0  entspricht.  Während  man  also» 
wenn  ein  Punkt  der  z- Ebene  von  irgend  einer  Stelle  eines  bestiirnnteo 
der  beiden  Blätter  aus  sich  beliebig  bewegt,  im  Allgemeinen  stets  weiss, 
in  welcher  Schicht  man  sich  befindet,  so  dass  also  der  entsprechende 
Punkt  der  Z- Ebene  eindeutig  bestimmt  ist,  hört  diese  Eindeutigkeit  aaf, 
sobald  der  Punkt  den  Nullpunkt  passirt.  Man  kann  dort  willkürlich  in 
beiden  Blättern  weitergehen,  der  Weg  verzweigt  sich  in  zwei  sich 
deckende  Arme,  in  der  Z- Ebene  entsprechend  in  zwei  sich  rechtwink- 
lig schneidende  Züge.  Der  Nullpunkt  der  z- Ebene  ist  also  ein  Ver- 
zweigungspunkt. Ein  einfacher  Umgang  uip  denselben  führt  ohne 
Unstetigkeit  in  das  andere  Blatt,  der  doppelte  Umgang  führt  ins  erste 
zurück.  Man  nennt  deshalb  den  Punkt  einen  Windungspunkt  er- 
ster Ordnung,  dessen  Bedeutung  sich  mit  Hilfe  des  in  Fig.  1  dar- 
gestellten Modells  veranschaulichen  Hesse.* 

Nimmt  man  an,  dass  nui  ein  unendlicher  Punkt  existire,  so  müssen 
dort  die  Blätter  ebenfalls  zusammenhängend  gedacht  werden,  und  er  ist  ebenso 


•  Vergl.  Figurentafel  bei  Neu  mann:  „Vorlesungen  über  Biemann's  Theorie 
der  Aberschen  Integrale". 
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als  Windungspunkt  erster  Ordnung  anfznfassen ,  wodurch  die  unbestimmte 
Vorstellung  des  unendlich  fernen  Bereiches  zu  einer  präcisen  wird. 

Die  Transformation  Z  =  ^2  giebt,  wie  jede  durch  eine  Function 
complexen  Arguments  vermittelte,  in  der  Z- Ebene  Gebilde,  die  den  ent- 
sprechenden der  7-Ebene  conform,  d.  h.  in  den  kleinsten  Theilen  ähn- 
lich sind.  Zwei  Curven  der  einen  Ebene  schneiden  sich  also  unter  dem- 
selben Winkel,  wie  die  entsprechenden  der  andern.  Im  Nullpunkte 
aber  hört  diese  Aehnlichkeit  auf,  denn  jeder  Winkel,  der  in  ihm 
seinen  Scheitel  hat,  wird,  wie  oben  gezeigt,  auf  die  Hälfte  reducirt. 
Aehnlich  ist  das  Verhalten  des  unendlichen  Punktes  zu  denken. 

Ferner:  Das  Dimensionsverhältniss  kleiner  entsprechender  Bereiche 
beider  Ebenen  hängt  ab  vom  absoluten  Betrage  des  Differentialquotienten* 

_-l^[„,(,80.-|)  +  ,.„(,80.-|)]. 

Folglich:    In   der   Entfernung  r  vom   Nullpunkte    ist   das  Ver- 

erösserunffsverhältniss  1: — ;=.  Auf  dem  Kreise  mit  Radius  r  =  4- 
^  ^  2/r  ^ 

ist  es  gleich  der  Einheil ,  a»sserhalb  desselben  kleiner,  innerhalb  grösser, 
und  zwar  wird  die  Umgebung  des  Nullpunktes  unendlich  fach 
vergrössert,  die  des  unendlichen  Punktes  unendlichfach 
verkleinert  dargestellt.  Beide  Punkte  sind  also  in  mehr-facher  Hin- 
sicht singulären  Charakters. 

Die    Abweichung    des  Differentialquotienten    -«->    resp.    180° —  -s- 

zeigt  an,  dass  die  Tangente  einer  Cnrve  in  einem  Punkte  der  z- Ebene 
um  diese  Winkel  gedreht  werden  muss,  wenn  sie  mit  den  Tangenten  in 
den  correspondirenden  Punkten  der  entsprechenden  Curven  der  Z- Ebene 
parallel  und  gleichgerichtet  werden  soll. 

Erhebt  man  Gleichung  1)  zum  Quadrat,  so  ergiebt  sich  aus  der 
Gleichsetzung  der  reellen  und  der  imaginären  Theile  . 

2)  A2-F«  =  .T, 

3)  2A'F=y. 
Folglich : 

Die  Curve  /*(a-,y)  =  0  der  ^-Ebene  verwandelt  sich  durch 

die  Transformation  Z  =  ][/7in  die  Curve  /"[(A'^-F«),  (2AT)J  =  0 
der  Z-Ebene. 

Curven  w*^"  Grades  gehen  also  in  solche  vom  2w**"  Grade  über, 
deren  Gleichung  sich  nicht  ändert ,  wenn  man  gleichzeitig  die  Vorzeichen 


*  Siebeck:  „üeber  graphische  Darstellung  imaginärer  Functionen",  Crelle'ß 
Tournal  Bd.  55. 
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.  ^v^.^^-» 


von  X  und  Y  ändert.  Klappt  man  eine  solche  Curve  erst  nm  die 
^-Axe,  dann  nm  die  F-Axe,  so  deckt  sie  sich  in  letzterer  Lage  mit 
ihrer  ersten  Lage. 

Umgekehrt  lässt  sich  mit  üilfe  der  Transformation  Z  =  z'  die  Be- 
handlang einer  ausgedehnten  Curvengruppe  2«*^"  Grades  auf  die  von 
Curven  n'*"  Grades  reduciren. 


§  3.    TJebertragung  der  Geraden  und  de«  Kreises  durch  die  Abbildung 

2  =  ^z  und  die  daraas  entspringenden  verallgemeinerten  iemnisoatiichen 

Coordinaten.     * 

Nach  Gleichung  2)  verwandelt  sich  . die  verticale  Gerade  x^a\n 
die  gleichseitige  Hyperbel 

4)  -r«-F*  =  ö, 

deren  Centrum  der  Nullpunkt  ist  und  deren  Scheitel  +  ^a  und  Brenn- 
punkte +  y^a  auf  der  reellen  oder  imaginären  Axe  liegen,  je  nachdem 
a  positiv  oder  negativ  ist.  Dass  der  Punkt  2a,  das  Spiegelbild  des 
Nallpunktes  gegen  die  Gerade,  in  den  Brennpunkt  der  Hyperbel  trans- 
formirt  wird,  giebt  später  Veranlassung  zu  einem  interessanten  Satze. 
Allgemein : 

Die  verticale  Parallelenschaar  der  z-Ebene  geht  über  in 
eine  Schaar  gleichseitiger  Hyperbeln  desselben  Centrnms, 
die  sich  im  Endlichen  nicht  schneiden  und  deren  Brenn- 
punkte auf  der  reellen  und  imaginären  Axe  liegen. 

Bilden   die  Schnittpunkte  der  Verticalenschaar  mit  der  reellen  Axe 

die  Reihe 

...—3«,  — 2flf,  ~a,  0,  a,  2a,  3a,..., 

so  liegen  die  Schnittpunkte  der  Hyperbeln  mit  beiden  Axeu  in  den  Ent- 
fernungen 

0,  /a,  yYa,  /3^,  ... 

vom  Nullpunkte  (vergl.  Fig.  2). 

Nach  Gleichung  3)  entspricht  der  horizontalen  Geraden  y  =  ^  die 
Curve 

5)  2^-7=6. 

Dies  ist  gleichfalls  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Axe  die  Linie 
+  45^  oder  —45®  ist,  je  nach  dem  Vorzeichen  von  b.  Der  Beweis  liegt 
als  specieller  Fall  in  folgender  Betrachtung.  Die  Curven,  welche  die 
verticale  Axe  unter  dem  Winkel  a  schneiden,  werden  gefunden,  wenn 
man  untersucht,  was  der  Verticalenschaar  bei  der  Abbildung 

Z  =  y^cos o  +  f  sin  or) .  r  =T  (  cos  ^  +  t  sin  -^  \  J^s 
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entspricht.      Diese    leistet    aber    dasselbe,    wie    Z=^z,    nur    muss   die 

Z- Ebene  um  den  Winkel  -^  gedreht  werden.     Folglich: 

Der   Parallelenschaar    mit   Neignng    a    gegen    die   reelle 

Axe    entspricht   eine   Schaar  gleichseitiger   Hyperbeln   des- 

(X  a 

selben  Centrnms,  deren  Axe  die  Linie  -^  +  45*^  oder  -57  —  45^  ist. 

2  2 

Gleichzeitig  ergiebt  sich  folgende  Consequenz : 

Jede  isogonale  Trajectorienschaar  der  gleichseitigen 
Hyperbelschaar  ist  wieder  eine  gleichseitige  Hyperbel- 
schaar.      Ist    a    der    constante    Schnittwinkel,    so    sind    die 

Axen  beider  Systeme  um   ^  gegen  einander  gedreht. 

So  ist  z.  B.  die  durch  Gleichung  5)  dargestellte  Schaar  die  Ortho- 
gonalschaar  der  durch  Gleichung  4)  repräsentirten.  Dies  bestätigt  den 
Satz  vom  constanten  Inhalt  des  Rechtecks  Ä.  Y  für  die  gleichseitige 
Hyperbel,  der  sich  durch  Orthogonalprojection  in  den  Satz  vom  Paral- 
lelogramm constanten  Inhalts  der  allgemeinen  Hyperbel  verwandelt. 

Der  isogonale  Charakter  der  Verwandtschaft  2  =  ^2  kann  an  dieser 
Stelle  selbstständig  nachgewiesen  werden. 

Die  oben  besprochenen  Vergrösserungsverhältnisse  werden  besonders 
veranschaulicht  durch  die  Abbildung  orthogonaler  Parallel enschaaren, 
welche  die  Ebene  in  ein  System  von  Quadraten  eintheilen.  In  Fig.  2 
ist  dies  durchgeführt.  Die  beiden  orthogonalen  Hyperbelschaaren  theilen 
die  Z- Ebene  in  ein  System  von  rechtwinkligen  Flächenräumen  ein,  die 
mit  zunehmender  Kleinheit  der  Aehnlichkeit,  und  zwar  der  quadratischen 
Gestalt,  zustreben. 

Es  handelt  sich  also  um  zwei  Isothermenschaaren ,  deren  Schnitt- 
punkte mit  den  Axen  und  den  Linien  +45^  vom  Centrum  die  Entfer- 
nungen 0,  ya^  ^2a,  f^3a,  ...  haben.  Der  singulare  Charakter  des  Null- 
punktes ist  sofort  zu  erkennen,  denn  an  Stelle  des  rechten  Winkels  tritt 
dort  ein  Winkel  von  45  ^ 

Nun  ist  bekannt,  dass  für  Radii  vectores,  die  von  den  Durchschnit- 
ten einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  einer  durch  das  Centrum  gehenden 
Geraden  nach  ihren  einzelnen  Punkten  gezogen  sind,  die  Winkelsumme 
-J- f^ji  =- co?/s/.  resp.  =  1 80 ^  +  <^ows/.  ist,  und  zwar  ist  die  Constante  das 
>oppelte  des  Winkels,  unter  dem  die  Asymptote,  an  welche  sich  der  eine 
[yperbelarm  anlehnt,  gegen  die  Schnittlinie  geneigt  ist.     Folglich: 

Die  Gerade   durch   den  Punkt   {a  +  bi)^  welche  gegen  den 

Radius**  desselben  um  den  Winkel  j3,  resp.   180^  +  1^  g®^®'g* 

t,  geht  durch  die  Transformation  Z  =  ^r  über  in  diegleich- 

'tige   Hyperbel   durch    das  Punktpaar   Ya  +  6 / ,  deren  Radii 
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vectores,  Ton  den  Punkten  ya^ bi  &aag«hfi 
bindungslinie  derEelben  dasGeaetz  &+i 
=  180»+^  befolgen. 

Nimmt  man  jedoch,  wie  es  bei  Polaicoordin 
den  Rading  nur  positiv,  so  kann  man  sagen: 

Die  Abbildung  Z=j/7  verwandelt  die 
Bezug  auf  den  „Radius"  eines  Punktes  n-f 
&  +  e,T=ß  in  Bezug  auf  das  Punktpaar  J/ 
Verbindungslinie,  d.  b.  z.B.  die  Gerade  (p==ß  g 

Geitige  Hyperhel  orc.lan ■^  +  arc.lan =  = 

a.  +  /c  x-j/e 

nung  des  Schnittpunktes  der  Geraden  und  der  r 
punkte  mit  e  bezeichnet  wird. 

Einem   Strahl cnbilschel   durch  jenen  Pnnkt, 
die  arithmetische  Reibe  0,  y,  2y,  'iy,  ...   bilden,    ' 
gleichseitiger    Hyperbeln,     deren     benachbarte    Int 
schneiden  und  deren  Winkelaummeu  (#+&,)  diesel 
bilden       Die  Asymptoten    des  BQachels   folgen    eini 

Um  die  entsprechenden  Butrachtnngen  fUr  dei 
beschränke  man  sich  auf  den  Fall,  daas  das  Kreist 
Axe  in  der  fintfernung  e  vom  Nullpunkte  liegt, 
erledigt  sich  dann  durch  die  t^nction  Z^y^ri 
wie  oben. 

Pie  Gleichung  des  Kreises 

(■'— <^/  +  !/'  =  c* 
geht  durch  nusere  Transforuiation  nach  Gleii^hung 
Um  form  an  gen  über  in 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  lemniacatischen 
punkten    +  f/e  und  dem  constanten  Prodnct  der  R 

Das  allgemeine  Resultat  ist  also: 

Der  Kreis  um  den  Punkt  a  +  bi  mit  der 
über    in    die    Lemniscate   p.py^^c  mit   dem 

Dass  das  Kreiscentrum  in  die  Brennpunkte 
formirt  wird ,  bt  besonders  bemerkenswerth. 

Nur  der  doppelt  zu  denkende  Kreis  geht  in 
niscate  ttber.     Schliesst  er  den  Nullpunkt  aus,  so 


r 


A^i 


..i" 
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zwei  Ovalen  bestehende  Lemniscate ;  schliesst  er  ihn  ein,  so  entsteht  die 
einfache  Lemniscate;  geht  er  durch  den  Nullpunkt,  so  verwandelt  er 
sich  in  die  gewöhnliche  Schleifenlemniscate. 

Die  gleichseitige  Hyperbel  ist  als  Lemniscate  zu  betrachten,  deren 
lemniscatische  Brennpunkte  im  Unendlichen  liegen. 

Der  Extract  des  Obigen  liegt  nun  in  folgendem  sehr  verwerthbaren 
Resultate : 

Ist  die  Gleichung  einer  Curve  in  Bezug  auf  den  Punkt 
(a+6i)   und  den  Radius  desselben  in  Polarcoordinaten  f{rq>) 

=  0,  so  geht  sie  durch  die  Transformation  Z  =  j/2  über  in 
die  Curve  /[(/>.  A^i),  (O  +  'O'i)]  =  0,    deren  Radii  vectores  auf  das 

Punktpaar  ya+^i  und  dessen  Verbindungslinie  zu  beziehen 
sind.* 

Das  System  concentrischer  Kreise  und  der  orthogonalen  Radien  kann 
zur  Eintheilung  der  Ebene  in  ähnliche  rechtwinklige  Flächenstticke  be- 
nutzt werden,  die  zur  Construction  und  Untersuchung  der  logarith- 
mischeu  Spiralen  verwendbar  sind.  Die  Abweichungen  der  Radien  bil- 
den dabei  eine  arithmetische,  ihre  Längen  eine  geometrische  Reihe. 
Polglich: 

Die  confocale  Lemniscatenschaar  wird  von  dem  durch 
ihre  Brennpunkte  gehenden  Büsckel  gleichseitiger  Hyper- 
beln desselben  Oentrums  orthogonal  durchschnitten.  Man 
erreicht  die  Eintheilung  der  Ebene  in  rechtwinklige  Flä- 
chenstticke, die  der  Aehnlichkeit  zustreben,  wenn  man  die 
Parameter  (0  +  0^)  in  arithmetischer,  die  Parameter  p.p^  in 
geometrischer  Reihe  aufeinander  folgen  lässt. 

In  Fig.  3  ist  die  Bintheilung  in  kleine  „Quadrate^'  durchgeführt,  die 
man  z.  B.  erreicht,  wenn  die  Winkelsumme  {O'  +  O^)  die  Reihe  0,  «,  2«,. 
3ö,  ...,  die  Producte  p,p^  die  Reihe  e^^  /?**,  ß'^*,  e^°,  ...  bilden.  Letz- 
teres geht  aus  der  logarithmischen  Abbildung**  hervor. 

Man  vergleiche  hier  die  Bemerkungen  über  diese  Curven  und  ihre 
isothermischen  Parameter  in  dem  bereits  citirten  Werke  von  Lam^. 

Dort  wird  unter  Anderem  bemerkt,  wie  aus  der  Differentialgleich- 
ung der  Gleichung  6) 

(^2+1^2_e).(ZrfZ+  rdy)  +  2eydF  =  0 

f(  gt,    dass  die  confocalen  Lemniscaten  ihre  Maxima  zum  Theil  auf  der 

ii    kgioären  Axe,  zum  Theil  auf  dem  Kreise  mit  Radius  f/e  um  den  Null- 


*  Vergl.  an  dieser  Stelle  die  entsprechenden  Bemerkungen  in  den  „Beiträ- 
ge zur  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften"  im  18.  und  20.  Bande  dieser 
Zi     a/^hrift. 

„üeber  die  logarithmische  Abbildung  etc.",.  16.  Bd.  dieser  Zeitschrift. 

»cbiift  f.  M«thom»tik  u.  Physik,  XXI,  5.  23 
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ben ,  femer,  dass  ilerflelbe  Kreia.in  bestii 
buchteten  Lemniacdten  von  der  der  nicb 
ei  biet  Folgendes  hinzugefügt: 

Brenapankte    des   gleichseitigen 
ämmtlicb  auf  der  orthogonalen  Si 
die  Bäscbelpunkte  zu  Brennpnnk 
te  Hegen  auf  der  im  VerbKltniss 
:ate. 

Beweis  ergiebt  sich  ans  der  Bemerknng, 
lunktee  gegen  ein  StrahlenbUschel  auf 
ren  liegen,  der  durch  den  Nullpunkt  gi 
i  lemniscat lachen  Coordinaten  sind  jedi 
Ilgemeinerung  fShig,  die  sieb  ans  der 
durch  zwei  Punkte  nnd  der  orthogonal 
Ipunkte  jeder  dieser  Schaaren  Hegen  auf 
ie  der  andern,  die  selbst  ein  Individui 
lieh: 

mtliche  Lemniecaten  desselben  0 
ite  Funktpaare  geben,  haben  ihi 
eichseitigen    Hyperbel,    die   orth 

gehörigen  Hyperbel  ist.  Die  0 
m  ein  System  von  Lemniscaten  d 
rennpnnkte  auf  der  zweiten  der 
Igen.  {Fig.  5  stellt  ein  solches  Lemii 
le  Lemniscatenscbaar  dar.) 
Scheitel  beider  Lemniscaten  bliscbel  lie 
1,   die   im  Verhältniss   ^2:1    grösser   si 

Infig  sei  bemerkt,  dass,  wenn  sich  zwei 
schneiden,  sämmtlicbe  Schnittwinkel  gl 
Frage  nach  den  Parametern  der  verall 
ordinalen  erledigt  sich  folg<^ndermassen : 
a-^bi  and  n, +  //jt  die  Schnittpunkte 
Individuum  die  Gleichung  ^  —  ^^~ß, 
ikel  gegen  die  Verbindungslinie  der  bi 
Misst  man  jedoch  die  Winkel  gegen  di 
10  wird  zwar  die  Constante  ß  eine  ande 
t  aber  wird  sonst  nicht  geändert-  Nacl 
ier  Abbildung  die  Coordinate  |  in  eine 
)  Winkelaumme  ix  +  Xj)  über,  also: 
Lemniscatenbiischel  durch  die 
+  l>ji,  welches  dem  obigen  Kreis 
das  Gesetz: 
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7)  (^  +  ^^)-.(5^  +  -^^)  =  „,  resp.  (180«-a),* 

wobei  die  Winkelsnmme  •^  +  '9'i  gQgen  die  Verbindungslinie  des  einen, 
X+Zi  g^g^Q  d^c  <^63  andern  Punktpaares  zu  messen  ist. 

Die  Orthogonalscbaar  des  KiyBisbüscbels  bat,  wenn  p  und  p^  die  von 
0  +  61    und    a^  +  6j  I    ausgebenden   Eadii    vectores   sind ,    die   Gleicbung 

—  =c.  Bezeicbnet  man  also  die  von  dem  Punkt  paare  Ya  -}-  i*i  ausgeben- 
den Badii  vectores  mit  p,  p^,  die  von  j/oi  +  b^i  ausgebenden  mit  ^,  ^1, 
so  folgt: 

Die  Radii  vectores  der  Ortbogonalscbaar  des  Lemnis- 
catenbüscbels  befolgen  das  Gesetz 

8)  ^^^  =  .. 

Beide  Resultate,  zusammengefasst,  geben  den  Satz: 

Der  geometriscbe  Ort  für  die  constante  Differenz  der 
Winkelsummen  ('^  +  ^1)  und  (x  +  Xi)  der  von  zwei  Punktpaaren 
ausgebenden  Radii  vectores  ist  eine  durcb  beide  Punkt- 
paare gebende  Lemniscate.  Der  geometriscbe  Ort  für  das 
constante  Verbältniss  der  Producte  p.pj  und  g  »  Qi  der  Radii 
vectores  ist  eine  zur  vorigen  orthogonale  Lemniscate. 

Aus   den  entsprecbenden  Sätzen  über  Kreisscbaaren  folgt,   dass  die 

Fälle 

l    (^+^i)-(z  +  Zi)  =  0,  resp.  180S 

9)  j  ^1^  =  1 

auf  die  beiden  genannten  gleichseitigen  Hyperbeln  führen,  die  man  nach 
Analogie  der  Potenzlinien  als  „Potenzbyperbeln"  des  Büschels,  resp. 
der  Scbaar  bezeichnen  kann.  Wird  eine  von  diesen  Hyperbeln  zu  zwei 
finrcb  den  Nullpunkt  gehenden  orthogonalen  Geraden,  so  findet  gegen 
dieselben  Symmetrie  statt.  Werden  beide  zu  je  zwei  Geraden,  was  dem 
Falle  entspricht,  dass  die  Potei;izlinien  der  beiden  Kreisscbaaren  durch 
den  NuU^nkt  geben ,  so  findet  gegen  alle  vier  Gerade  Symmetrie  statt. 
in  diesem  FjiUe  gehört  zum  Büschel  ein  Kreis,  gegen  welchen  Recipro- 
cität  stattfindet. 

Geht  das  Kreisbüscbel  durch  den  Nullpunkt,  so  fällt  eins  der  ent- 
i  rechenden  Punktpaare  mit  diesem  zusammen,  und  es  entsteht  ein  Bü- 
s  jel  von  Scbleifenlemniscaten  durch  den  Nullpunkt  und  ein  Punktpaar 
i    t  der  Gleicbung 

10)  (9  +  9^)-2x  =  a 
X    d   die  Ortbogonalscbaar 


*  Das  Gesetz  entspricht  auch  dem  Satze  vom  conatanten  Peripheriewinkel 
dem  Kreise. 

23* 
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11)    .  p.p^  =  c.qK 

Dass  beides  Curveo  sind,  die  man  durch  Tra 
focalen  LemniscatenschuLr  nnd  des  orthogoDälen  E 
teist  reciiiroker  Radii  vectoree  vom  NiUlpnnkte  an 
leiclit  zu  zeigen.  Dieser  Satz  wird  sich  jedoch  als 
gemein ereu  erledigen. 

Fig.  4  stellt  dieses  Curveusystem  dar,  nnd  zwi 
der  Ebene  in  „Quadrate"  durchgeführt.  Die  gewä 
gegen  die  reelle  Axe  liegende  Schleifenlemniscste  b 

die  entsprechende  Hyperbel  bat  die  Gleichung 

P-P,  =  f,' 
HO  dasB  stets  daa  Rechteck  ans  dem  einen  Paare  der 
dem  Quadrate  des   dritten  ist  (es  handelt  sich  ebei 
tores  und  drei  „Brennpunkte"). 

Bilden  die  Parameter  des  allgemein 
büschels,  d.  fa.  die  coostanten  Differenzen 
eine    arithmetisch«,    die  Parameter    der   C 

d.   h.    die   constsnten    Verhältnisse   ^^,    e 

Reihe,  so  lässt  sich  die  Ei-otbeüung  der  '. 
Stern  von  „Rechtecken"  erzielen,  die  der 
streben. 

Die  Eintheitung  in  „Quadrate"  wird  erreicht  d 
Reihen 

...   -3o,  -2«,  -o,  0,  «,  2o,  3c 
...   g— *",    e-'",    £—',   e",  e",  e'",  e*' 

Durch  Verbindung  der  aufeinander  folgenden 
„Rechteck"- Netzes  erhfilt  man  mit  beliebiger  Genau 
Trajecturien  des  Lemniscatenbttschels.  Dieselben  ei 
ritlimischen  Doppelspiralen",  die  ich  in  der  citirten 
logarithmische  Abbildung)  ansfilbrlicher  behandelt 
fachste  Gleichung  ich  in  dieser  Zeitschrift  XX,  S.  i 


*  Auf  die  Analogie  der  beiden  Gleichungen,  die  ücfa 

sin  [(»+», )  -  2  iJ  ^  1  und  ^^  =  1 

schreiben  laswn,  wird  besondera  iuifiiierkMiiiii  gemacht.    (V 
in  dtr  Kreii Verwandtschaft  von  Möbiua.) 
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aufstellte,    wo    x=«*   und  -7-   Tangente  des    constanten   Schnittwinkels 

gegen  das  Kreisbüschel  ist.  Die  Gleichung  der  allgemeinsten  „lemnis- 
catischen  Spiralen*^  (wenn  man  wegen  der  Form  der  Gleichung  die- 
sen Namen  beibehalten  will)  ist  also 

12)  ^^  =  C.X<V  + Vi) -</+/»>. 

Diese  transcendenten  Curven  befolgen  also  das  Gesetz: 

Das  Verhältniss  der  Producte  je  zweier  zusammengehörig 
ger  Radii  vectores  nimmt  geometrisch  zu  oder  ab,  wenn  die 
Differenz  der  entsprechenden  Winkelsummen  arithmetisch 
wuchst. 

Die  Eigenschaften  derselben  lassen  sich  aus  denen  der  logarithmi- 
schen Doppelspiralen  einfach  ableiten,  was  später  an  einigen  Beispielen 
gezeigt  werden  soll.  Für  jetzt  sei  bemerkt,  dass  ihre  Parallelschaaren 
als  Isothermensysteme  zu  betrachten  sind,  als  deren'  isogonale  Trajec- 
torien  sich  Curven  desselben  Charakters  ergeben. 

Für  den  Fall  der  confocalen  Lemniscaten  vereinfacht  sich  die  Gleich- 
ung zu  folgender: 

13)  p./ii  =  c.x^+^S 

wie  schon  in  der  citirten  Abhandlung  aus  der  Gleichung  der  logarith- 
mischen  Spirale  r-=.c,%^  geschlossen  wurde. 

Auch  die  anderen  Specialfälle,  bei  denen  Symmetrie  auftritt,  sind 
leicht  zu  erledigen. 

Die  Allgemeinheit  des  durch  die  Gleichungen  7)  und  8)  dargestell- 
ten Coordinaten Systems  ist  eine  sehr  bemerkenswerthe.  Bei  ausserordent- 
licher Mannichfaltigkeit  der  Gestaltung  umfasst  es  neben  einer  Reibe 
von  symmetrischen  Fällen  die  von  Lame  eingeführten  confocalen  Lem- 
niscaten, ferner  das  System  der  beiden  orthogonalen  Hyperbelschaaren, 
das  der  beiden  orthogonalen  Kreisschaaren  und  endlich  die  Polarcoordi- 
naten  und  die  gewöhnlichen  geradlinigen  als  specielle  Fälle.  Als  noch 
allgemeinere  Coordinaten  Hessen  sich  die  dorch  Gleichung  12)  dargestell- 
ten lemniscatischen  Spiralen  betrachten;  die  praktischjs  Verwerthbarkeit 
derselben  mag  jedoch  für  jetzt  dahingestellt  bleiben. 


4.    Die  Oeometrie  des  Kreises,  der  Geraden-  und  der  projeoti vischen 
Qebilde,  transformirt  durch  die  Function  Z  =  ^z. 

Es   handelt  sich  jetzt  darum,   die  Grundlagen  der  aus  vorliegender 

einsformation    entspringenden    Geometrie,     die    als    lemniscatische 

"•metrie  bezeichnet  werden  soll,  kurz  zu  skizziren.     Dass  dabei,  wie 
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vorher,  stets  nur  von  Hyperbeln  ntid  Lemniscateu 
die  Rede  iitt,  soll  nicht  mehr  besonders  faervoigehnl 

Der  Grundfiatz ,  dass  zwiacheu  zwei  Punkten  ax 
lieh  ist,  geht  in  folgenden  über: 

Dnrch  zwei  Puuktpaare  ist  nnr  «in«  gle 
bei  möglich. 

Die  beiden  PostuUte  der  Geometrie  verwandeli 

1.  Die    dnrch  zwei  Punktpaare  beatim 
Hyperbel  zu  zeichnen; 

2,  um   ein    gegebenes  Brennpunktpaai 
mit  gegebenem  Parameter  p.Pi  =  c  j 

Beide  sind  mit  elementaren  HilfsmittelD  ausrührbar. 

An  Stelle  gleicher  Strecken  treten  Hyperbelboj 
dirende"  genannt  werden  sollen.  Sie  stehen  nnterf 
Ziehung,  die  als  specieller  Fall  der  unten  behandelten 
wandtschaft  zu  betrachten  ist.    Beispiele  werden  dies 

Kreise  der  i- Ebene  mit  demselben  Badius  c  1 
gebracht  werden,  indem  man  den  Mittelpunkt  des  < 
des  andern  wandern  läBst.  Dem  entspricht  in  der 
Bewegt  man  den  einen  Brennpunkt  einer  Lemnisc 
Z-£bene  auf  beliebigem  Wege,  z.  B.  auf  gleichseil 
dem  einen  Brennpunkte  einer  Lemniscate  dessell 
jedoch  eine  andere  Brennweite  und  Axenlage  hat,  s< 
während  der  Wanderung  einer  stetigen  Veränderung  i 
sich  in  jedem  Momente  neuen  Bedingungen  an  und 
mit  der  zweiten  Curve.  Der  andere  Brennpunkt  ft 
Bewegung  so,  wie  es  der  Begriff  des  Pnnktpaares 

In  diesem  Sinne  also  lassen  sich  Lemniscaten 
p.Py  =  c  zur  Deckung  bringen.  Wir  sagen:  sie  aii 
congruent"  oder  „correBpondirend". 

Femer:  Correspondirende  Hyperbelbogen,  di 
LKoge  l  entsprechen,  haben  die  Eigenschaft,  dass  i 
niscatiscben  Kadii  vectores,  die  ron  den  Durchsei 
mit  irgend  einer^Aze  dnrch  den  Nullpunkt  ausgehen 
p. /»,  —  ?.?!  =  '  ist.  Sie  lassen  sich  unter  stetiger  G 
dem  Wege  zur  Deckung  bringen,  welcher  der  pai 
nnd  schli esslichen  Drehung  einer  Geraden  entspricl 
dem  zur  Deckung  gebracht  werden  soll. 

In  dem  Momente,  wo  der  Hyperbelbogen  de 
degenerirt  er  in  eine  oder  zwei  oiibogonale  Geradt 
niscate  in  dem  Momente,  wo  ihr  Brennpunkt  den 
dert,  znm  Kreise,  wo  er  hingegen  den  unendliche 
gleichseitigen  Hyperbel  wird. 
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Das  Resnltat  solcher  Bewegungen  unter  dauernder  Gestaltverände- 
rung  im  ,,lemniscatisch  veränderlichen  System"  ist  stets  identisch  mit 
einer  Abbildung  durch  eine  einfach  zu  bestimmende  Function,  die  ein 
specieller  Fall  der  die  lemniscatische  Verwandtschaft  repräsentirenden 
Function  ist.  So  fremdartig  auch  diese  Bewegungen  auf  den  ersten  Blick 
erscheinen  mögen,  so  kommen  sie  doch  in  der  Wärmetheorie  zur  Gel- 
tung, sobald  es  sich  nicht  um  einen  stationären  Wärmezustand  handelt, 
sondern  um  eine  Bewegung  der  Isothermen  durch  fortschreitende  und 
sich  ausbreitende  Erwärmung.  In  der  Optik  tritt  eine  hierher  gehörige 
Bewegung  sogar  in  die  reale  Erscheinung.  Es  handelt  sich  um  das 
System  der  Interferenzlemniscaten  und  des  gleichseitigen  Hyperbel- 
büschels, welches  durch  Polarisation  entsteht.  Die  bei  Drehung  des  Kry- 
Stalls  oder  des  NicoT sehen  Prismas  entstehenden  Bewegungen  sollen 
noch  einmal  zur  Sprache  kommen.* 

Das  Gegebene  reicht  hin ,  die  Fund  amen  talsätze  und  Constructionen 
eines  gewissen  Bereiches  der  Elementargeometrie  richtig,  und  zwar  mit 
elementaren  Hilfsmitteln,  zu  fibertragen.  Stets  wird  man  zum  Ziele  kom- 
men ,  wenn  man  die  einfachere  Construction  mit  den  durch  z  =  Z^  in  die 
2: -Ebene  transformirten  Daten  in  letzterer  durchfahrt  und  das  Resultat 
in  die  Z* Ebene  zurticktransformii*t.  In  den  meisten  Fällen  sind  jedoch 
erhebliche  Abkürzungen  möglich.  Einige  Beispiele  von  Aufgaben,  deren 
Lrösung  auf  der  Hand  liegt,  werden  genügen: 

a)  Theilung  eines  gegebenen  Hyperbelbogens  in  zwei  oder -mehr 
correspondirende  Theile  und  Verlängerung  desselben  um  correspondirende 
Theile ; 

b)  Errichtung  der  Orthogonalhyperbel  im  gegebenen  Punkte  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  und  Fällen  derselben  von  einem  ausserhalb  liegen- 
den Punkte  auf  dieselbe; 

c)  Halb! rung  des  von  zwei  sich  schneidenden  gleichseitigen  Hyper- 
beln gebildeten  Winkels  durch  eine  dritte  u.  s.  w. 

Correspondirende  Hyperbeldreiecke  sind  solche,  die  congruenten 
Dreiecken  der  z- Ebene  entsprechen  und  sich  auf  dem  besprochenen 
W^ege  zur  Deckung  bringen  lassen.  Liegen  sie  nicht  gleichstimmig,  so 
ist  das    eine   Dreieck  vorher  um  die  reelle  oder  imaginäre  Axe  zu  klap- 


*  Durch  ein  einfaches  Experiment  kann  man  sich  einen  vorläufigen  Begriff 
von  solchen  Bewegungen  im  gesetzmässig- veränderlichen  System  machen.  Man 
stelle  einen  geraden  Ereiskegcl  mit  spiegelndem  Mantel  auf  eine  mit  zwei  ortho- 
gonalen Parallelflchaaren  bedeckte  Papierfläche  und  bringe  das  Auge  senkrecht 
über  die  Spitze  des  Kegels.  Bewegt  man  dann  die  Zeichnung  in  beliebigem  Sinne 
unter  deili  Kegel  fort,  so  bewegen  sich  die  Spiegelbilder  der  Parallelschaar,  zwei 
sich  schneidende  Curvensysteme,  unter  stetiger  Gestaltveränderung.  Die  Bewegunsf 
rines  gefärbten  Kreises  in  einem  der  Parallelstreifen  würde  im  Spiegelbilde  die 
»ben  besprochene  Bewegung  der  Lemniscate  einigermassen  veranschaulichen  können. 
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pen.  Daag  die  Winkel  solcher  tlreiecke  gleich  sii 
gonalen  Charakter  der  Verwandtschaft  Z  =  y^.  . 
gleichheit  tritt  Folgendes:  Bezeichnet  man  die  ] 
■  Dreieck  ABC  bildenden  gleichseitigen  Hyperbeln 
liehigen  Geraden  durch  den  Nullpunkt  bezüglich  n 
so  sind  die  „lemniscati gehen  Entfernungen"  der  P 
einander  charakterisirt  durch  die  Differenzen  folg 
Cootdinaten : 

14)  l'C.PtC-  PB.Ptß,  QJ  .OiJ-QC.Q^C, 
Sind  diese  Relationen  für  zwei  Hyperbeldreieeke 
Dreiecke  correspondirende.  Die  Uebertragung  d« 
sStzQ  ist  ohne  Schwierigkeit.  —  Sind  übrigens  k 
Winkel  der  lern nis'cati sehen  Kadii  vectores  gegen  ■ 
Gerade,  so  stimmen  in  correspondirenden  Dreieckt 
Differenzen  der  Winkelsnmmen 

15J     (v  +  vj-{i+i.),    (A  +  i,)-(ft  +  f.^),     (^. 
überein. 

Sind  die  Ausdrücke  14)  fUr  zwei  Hyperbeldre 
stimmen  die  Dreiecke  gleichfalls  in  den  Differens 
sind  „lemniscatisch  iihnlich".  In  leicht  zu  ermittel 
Lage  kann  die  temniscatische  Aehnlicbeit  in  die  ; 
koit  übergehen. 

In  ähnlicher  Weise  findet  die  gesammte  Gea 
Uebertragung,  während  die  Geometrie  des, Masses 
len  der  Uebersetanng  fähig  ist. 

Aus  den  wesentlichsten  Eigenschaften  der  Poti 
man  auf  die  analogen  der  Po tenzhyp erbein.  Die 
licbkeitspnnkten ,  von  Pol  und  Polare,  der  Fasi 
cbon'sche  Satz  (zunächst  für  den  Kreis)  sind 
Offenbar  ist  auch  das  Tactionsproblem,  eine  Len 
die  drei  gegebene  Lemniscaten  desselben  Centrnmi 
taren  Hilfsmitteln  durchführbar. 

Sind  ferner  P,  0  und  B,  S  zugeordnete  härm 
:- Ebene,  nnd  p,  g,  r,  s  ihre  Entfernungen  vom 
raden  mit  einer  durch  den  Nullpunkt  gelegten  Ai 
verhältniss 

r  —  q's~p 

Durch  Transformation    Z^f/t    gehen    die   vif 

einer  gleichseitigen  Hyperbel  liegende  Punktpaare 

<:atisch -harmonische"    nennen  kann.     Die  lemnisct 

jeder  der  beiden  Punktgrappen ,  bezogen  auf  die  Dt 
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bei  mit  der  doich  den  Nnllpnukt  gelegten  Axe,  geatlgen  dem 
Relation 

16)  ■^r.-p^p,    ..,,-y.,,.^_^ 

Die  Relation  für  die  Winkel  barmoniBcber  Strahlen  a,  b,  c,  d, 
■  m(,c)sm(td) 

'■'>  ..»(ic)  „■»(»<)-      '■ 

bleibt  für  die  von  den  entsprechenden  Hyperbeln  gebildeten 
unverändert  bestehen.  Für  die  lemniscati sehen  Radü  vectores, 
suf  die  Verbindungfllinie  des  Pnnktp&ares,  von  dem  die  Hypert 
strithten,  verwandelt  de  eich  bei  entsprechender  Bezeichnnng  in  f 

,fi^      "''Kr+j-i)-("+".)l.^'"l(a+a,)-(^ff;i]^    , 

Die  SStze  fiber  harmonische  Punkte  und  Strahlen  sind  d 
Weiteres  auf  die  lemniscatisch- harmonischen  Pnnktpaare  anf  gl 
ger  Hyperbel  und  anf  lemniscatisch-harmonische  Hyperbeln  d 
Funktpaar  zn  Übertragen. 

■Jetzt  ist  es  leicht,  die  Fand  amen  taleigen  Schäften  projec 
Gebilde  in  die  lemniscatiscbe  Geometrie  einauführen.  Wir  we: 
Kürze  halber  dabei  im  Allgemeinen  nur  von  Funkt quaternionen 
Halbebene  sprechen.  Für  die  paarweise  zugeordneten  Pnnkte  { 
dasselbe. 

Schneidet  man  vier  von  einem  Punktpaare  ausstrs 
gleichseitige  Hyperbeln  durch  beliebige  gleichseitl 
perbeln  desselben  Centrnms,  so  ist  fär  die  lemnisca 
Coordinaten  der  Schnittpunkte,  bezogen  auf  die 
schnitte  der  schneidenden  Hyuorbeln  mit  einer  bell 
Geraden  durch  den  Nullpunkt,  das  lemniscatiscbe  I 
verhfiltniss  stets  constsnt,  also: 

r.r,—p.pi   s.s,  ~  g  .qf  _sin(ac)  sinjl'd) 
r.rj-g.g^'s.S,-p.p^       fin  (b  c)  sin  (a  rf) 

Femer: 

Zieht  man  durch  vier  auf  gleichseitiger  Hyperl 
{  jde  Punktpaare  beliebige  Büschel  gleichseitiger 
1  In  desselben  Centrums,  so  ist  stets  das  lemnisc 
1      ppelverhällnisB  constaut,  also 

»-» («  c)  sin  (fr  d)  ^  sm  [{y  +  y,)  ~(a  + 1^.)]  sin  [( S+S,)~  (ß+  ^ 
^j    »w{bf)sin(ad)      sm[(j.+y,)-(^+,SJ]„-„[(d-i-i,)-(o  +  , 
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Das  Princip  der  Dnalität  bleibt  in  voll 
So  entBprechea  sieb  z.  B.  folgende  Sätze: 

a)  Die  Dorchschnitte  entsprecbei 
leranificatisch-prujectiviachen  Büschel 
beln  desselben  Centrums  liegen  anf 
Grades  mit  zwei  Brennpunktpaaren 
lemniscatischen  Coordinaten  sich  an 
Formen  rednciren  ISsst: 

/  p.pi  +  g-gi  =  c,  der  Ellipse  enteprech 
2jiJ  P-Pi  — «■9'i  =  c,  der  Hyperbel  entspre 

i  p.p^cas* — — ?  =  — ,    der   Parabel    enl 

b)  Die  Verbindungshyperbeln  enti 
zweier  lemniscatisch-projectiviscb er  F 
seitigen  Hyperhein  desselben  Centru 
21)  genannten  Cnrven  vierten  Grades 

In  Betreff  der  Parabel  sei  heraerkt,  dass 
Nnllpuiikte  liegt,  die  Gleicbnng  der  traneforn 

worane  folgt,  dass  sKmmtliche  Parabeln ,  die  d 
haben,  dnrcb  die  Abbildang  Z  =  yT  in  Gerac 
ans  SXtzen  Über  Parabel  and  Gerade  entspr 
gleichseitige  Hyperbel  ableiten  kann. 

Dass  von  den  Gurren  21)  der  Pascal's 
Satz  etc.  Geltnng  haben,  nur  dass  man  stal 
„gleichseitige  Hyperbel",  ist  selbatverständlicl 

Als  besonders  interessant  seien  erwähn 
S  i  e  h  e  c  k '  sehen  Cnrvenschaaren ,  *  die  mit  d 
znsammenhängen- 

Die  Analoga  der  Methode  der  reciprok« 
Kreisverwandtflchaft,  hei  welcher  die  Doppelv* 
nerer  Gestalt  auftreten,  sollen  im  folgenden 
handelt  werden. 


i^  5.    LemniioatiBohe  Reoiprocität  und  lenmi 

Augenommt>n,   zwei  Ebenen    stehen    in    d 
Punkipaare  der  einen  ein  und  nur  ein  Punkt] 

"  Siebeck:  „Ueber  eine  Gattung  von  Curven 
Journal  Bd.  57  und  59. 
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nnd  dass  je  vier  Panktpaaren  der  ersteren,  die  auf  einer  der  Lemnis- 
caten  desselben  Ceutrums  liegen,  jedesmal  vier  Funktpaare  der  andern 
entsprechen,  die  gleichfalls  auf  einer  solchen  Lemniscate  liegen,  kurz, 
dass  unter  allen  Lemniscaten  eines  gemeinschaftlichen  Centrums  der  einen 
Kbene  jedes  Individuum  einem  solchen  unter  den  Lemniscaten  desselben 
Centrums  in  der  andern  Ebene  entspricht,  dann  steht  jedes  Gebilde 
der  einen  Ebene  zu  dem  entsprechenden  der  andern  in  einer  bestimmten 
geometrischen  Beziehung,  die  man  als  lemniscatische  Verwandt- 
schaft l)ezeichnen  kann. 

Die  Eealität  ihrer  Existenz  und  ihr  isogonaler  Charakter  gehen 
schon   daraus   hervor,   dass   kreisverwandte  Gebilde  der  z- Ebene   durch 

die  Abbildung  Z=J^jr  in  lemniscatisch  verwandte  übergehen.  Der  Be- 
reich dieser  Verwandtschaft  ist  ferner  ein  scharf  begrenzter,  da  die 
Abbildung  z  =  Z^  lemniscatisch  verwandte  Systeme  in  kreisverwandte 
überführt,  sobald  der  Nullpunkt  der  Transformation  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Centrum  jedes  Systems  zusammenfällt.  Jedoch  dürfte  auch 
der  rein  geometrische  Nachweis,  der  dem  von  Mob  ins  für  die  Kreis- 
verwandtschaft gegebenen  entsprechen  würde,  ohne  Schwierigkeit  durch- 
führbar sein.  Hier  soll  dieser  Weg  nicht  eingeschlagen  werden,  da 
schon  das  Studium  der  Möbius^schen  Abhandlung  dem  Anfänger  einige 
Schwierigkeiten  bereitet,  die  hier  in  erhöhtem  Masse  eintreten  würden. 
Directer  führt  Folgendes  zum  Ziele: 

Die  Eigenschaften  der  Kreisverwandtschaft  werden  besonders  über- 
sichtlich  durch  den  Umstand,  dass  sich  dieselbe  im  Wesentlichen  auf  die 
Transformation  durch  reciproke  Radii  vectores  zurückführen  lässt.  Man 
hat  nur  vom  Massstabe  der  Zeichnung,  von  der  speciellen  Lage  des 
abbildenden  Centrums  (des  Nullpunktes)  und  von  einer  Drehung  des 
Systems  (Richtung  der  reellen  Axe)  abzusehen.  Alle  diese  Neben- 
umstände  beeinflussen  den  geometrischen  Charakter  der  Gebilde  nicht 
und   erledigen  sich  durch  Congruenz  oder  Aehnlichkeit.     Analytisch  ge- 

sprochen:    Die  Abbildung  Z  =  — --—  lässt  sich   durch  lineare  Substitu- 
tionen auf  Z= —  reduciren. 

z 

Ganz   analog  lässt  sich   die   lemniscatische   Verwandtschaft  zurück- 

hren   auf   eine  Operation ,   die   bei  der  Abbildung  Z  =  y z   der  Trans- 

rznation   durch   reciproke    Radii   vectores   entsprechen  würde,   die   man 

enuiach  als  lemniscatische  Reciprocität  oder  als  isothermische 

.piegelung   gegen   die   Lemniscate   bezeichnen   dürfte.     Letzterer 

^ame   empfiehlt   sich  deshalb,   weil  jede  isothermische  Spiegelung  durch 

rsDsformation   vermittelst   einer  bestimmten  Function  complexen  Argu- 

BDts    in   die   wirkliche  Spiegelung   gegen  eine  Gerade  verwandelt  wer- 
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den  kann,   woraus  gleichzeitig  folgt,   dass  alle  diese  Spiegelungen  inYo- 
lutorisch  sind. 

Wiederum  müsste  bei  der  Keduction  der  lemniscatischen  Verwandt- 
schaft auf  die  lemniscatische  Reciprocität  von  den  genanfiten  Neben- 
umständen zu  abstrahiren  sein. 

Da  die  Lemniscate  im  speciellen  Falle  zum  Kreise,  resp.  zur  gleich- 
seitigen Hyperbel  wird ,  so  ist  die  Methode  der  reciproken  Badii  vectores 
und  ebenso  die  isothermische  Spiegelung  gegen  die  gleichseitige  Hyper- 
bel, die  ich  in  der  bereits  citirten  Abhandlung  als  „Uebertragung  von 
Hyperbel  auf  Complementarhyperbel"  bezeichnete,  als  specieller  Fall  in 
der  jetzt  zu  behandelnden  Spiegelungsmethode  enthalten.  Dort  geschab 
die  Uebertragung  durch  confocale  Ellipsen.  Man  wird  jetzt  sehen,  dass 
sie  auch  durch  orthogonale  Hyperbeln  und  Lemniscaten  vermittelt  wer- 
den kann,  ebenso,  wie  jedes  Spiegelbild  gegen  die  Gerade  nicht  nnr 
durch  Lothe,  sondern  überhaupt  durch  orthogonale  Curvenschaaren  erzeugt 
werden  kann,  die  symmetrisch  gegen  die  Gerade  sind. 

Die  Spiegelung  gegen  die  Lemniscate  ist  also  eine  Operation  von 
bemerkenswerther  Allgemeinheit. 

Um  ihren  Charakter  zu  skizziren,  sind  in  Folgendem  die  entspre- 
chenden Eigenschaften  der  Kreis-  und  der  leroniscatischen  Reciprocität 
tabellarisch  zusammengestellt.  Der  Radius  des  spiegelnden  Kreises  sei 
r  =  1 ,  die  Entfernung  seines  Centrums  vom  Nullpunkte  der  Tranefor- 
mation Z^^Yz  sei  e.  Entsprechend  sei  der  Parameter  der  spiegelnden 
Lemniscate  />.Pi  =  l,  die  Entfernung  der  Brennpunkte  vom  Nullpunkte 
der  Z- Ebene  sei  Ye.  Da  e  ganz  beliebig  sein  kann,  so  ist  durch  diese 
Bestimmungen  die  Allgemeinheit  nicht  beschränkt,  die  ganze  Mannicb- 
faltigkeit  der  Lemniscaten  kommt  zur  vollen  Geltung. 


Reeiproke  Radii  vectores. 

1.  Jeder  concentrische  Kreis  mit 
Radius    r  =zc    geht   über    in   einen 


concentrischen  mit  Radius  r  = 


1 


2.  Jeder  Radius  der  concentri- 
schen Kreisschaar  erzeugt  sich  selbst 
wieder. 

3.  Der  äussere  und  innere  Raum 
des  Kreises  werden  eindeutig  auf- 
einander abgebildet.  Der  Nullpunkt 
und  der  unendliche  Punkt  entspre- 
chen  einander.    —   Die   Abbildung 


Leniniscatisclie  Reciprocität. 

1.    Jede    confocale    Lemniscate 
p,p^  =  c  geht  über  in  eine  confo- 
cale i».  »,  =  — . 
'       c 

2.  Jede  gleichseitige  Orthogor  1- 
hyperbel  der  Confocalschaar  erze;  ;t 
sich  selbst  wieder. 

3.  Streng  genommen  ist  die  I  »- 

bildung  eine  zweideutige.     So  e  • 

spricht   der   unendliche  Punkt  d  n 

beiden  Brennpunkten,  die  imagini  e 

Axe   und   die  Verbindungslinie  r 
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wird   mit   elementaren   Hilfsmitteln 
bewerkstelligt. 


4.  Ein  Kreis  mit  Radius  r  =^c>^ 
in  Bezug  auf  den  die  Potenz  des 
abbildenden  Ceutnims  i^  ist,  geht 
über    in    einen    Kreis    mit    Radius 

r  =  -|- ,   in  Bezug  auf  den  die  Po- 
tenz de3  abbildenden  Centrums  -^  ist. 


Die  Mittelpunkte  beider  Kreise 
entsprechen  einander  im  Allgemei- 
nen nicht.  Ist  der  eine  vom  abbil- 
denden Gentrum  um  a  entfernt,  so 

hat   der  andere  die  Entfernung  -^. 

Beide  liegen  auf  einer  durch  das 
Abbildungscentrum  gehenden  Ge- 
raden. 


Brennpunkte  führen  gleichfalls  auf 
Zweideutigkeit,  die  Spiegelung  gegen 
die  gleichseitige  Hyperbel  ist  durch- 
aus zweideutig.  BeschrHnkt  man 
jedoch  die  Betrachtung  auf  die  Halb- 
ebene rechts  von  der  imaginären 
Axe,  so  kann  man  die  Zweideutig- 
keit vermeiden.  Nur  muss  die 
Strecke  von  0  bis  ^ e  aufgeschnitten 
gedacht  werden.  —  Die  Abbildung 
wird  elementar  bewerkstelligt. 

4.  Eine  Lemniscate  mit  beliebi- 
gem Brennpunktpaare  und  dem  Pa- 
rameter 5^.0^1  =  ^,  in  Bezug  auf 
welche  die  lemniscatische  Potenz* 
der  abbildenden  Brennpunkte  p^^Pi 
=  /^  ist,  geht  über  in  eine  Lemnis- 
cate mit  dem  Parameter  ^  •  ö'i  =  75 » 

in  Bezug  auf  welche  die  lemnisca- 
tische Potenz  der  abbildenden  Brenn- 

I 


punkte  />*.Pi^  = 


ist. 


Die  Brennpunkte  beider  Lemnis- 
caten  entsprechen  einander  im  All- 
gemeinen ^  nicht.  Ist  für  das  eine 
Paar  die  lemniscatische  Entfernung 
vom  abbildenden  Brennpunktpaare 
p. Pj  =  fl,  60  ist  für  das  andere  Paar 


a 


p,pj^  =  -^.     Beide  Paare  liegen  auf 

der  durch  das  abbildende  Brenn- 
punktpaar gehenden  gleichseitigen 
Hyperbel. 


*  Der  Begriff  der  lemniBcatischen  Potenz  ist  leicht,  nur  etwas  umständlich 
^zudrücken : 

Liegt  ein  Punktpaar  ausserhalb  der  Lemniscate,  so  lege  man  durch  das 
nktpaar  eine  tangirende  Hyperbel.  Ist  der  Parameter  des  Berührungspunktes 
Bezug  auf  das  Punktpaar  p,pi  =  ty  so  ist  t^  die  lemniscatische  Potenz  des  Punkt- 
ares  in  Bezug  auf  die  Lemniscate.  Liegt  hingegen  das  Punktpaar  innerhalb,  so 
^e  man  eine  gleichseitige  Hyperbel  durch  das  Punktpaar  und  die  Brennpunkte 
1  errichte  auf  dieser  im  Punktpaare  die  Orthogonalhyperbel,  Jetzt  ist  das  Qua- 
it  vom  Parameter  des  Schnittpunktes  (gegen  das  Punktpaar)  als  Potenz  zu  be- 
-»liten. 
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5.  Schlieast  der  abznbildpnde 
Kreis  das  AbbildnDgBcentrum  ans, 
80  ist  letzteres  äasserer  Aehnlicb- 
keitspnukt  der  beiden  sich  entspre- 
chenden Kreise;  acbliesst  er  es  ein, 
so  ist  es  innerer  Aehnlichkeitspankt. 
Alle  drei  Kreise  haben  gemeinschaft- 
liche Potenzlinie. 


6.  Einfacher  ist  Alles  auszD- 
drtlcken ,  wenn  der  abzabildende 
Kreis  den  abbildenden  unter  einem 
Winkel  a  schneidet.  Der  reciproke 
schneidet  dann  in  denselben  Fask- 
ten  unter  dem  Winkel  — a.  Ortbo- 
gonalkreise  des  abbildenden  gehen 
also  in  sich  selbst  über.  Zwei  be- 
liebige Pnnkte  and  ihre  Abbildun- 
gen liegen  stets  anf  einem  Ortbo- 
gonalkreise  des  abbildenden  Kreises, 

7,  Jede  Gerade  in  Entfernung 
c  vom  Trans  forma  tionscentinm  geht 
über  in  einen  durch  letzteres  geben- 
den Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf 
der  Nonnale  der  Geraden   in  Ent- 


ferm 


™g  K-  'om  Centrnm  liegt. 


Umgekehrt  verwände  In  sich  Kreise 
durch  das  Centrnm  in  entsprechende 
•  Gerade. 


5.  Scbliesst 
abbildende  Bren 
schneiden  sich 
'meinschaftlicben 

ungsbyperbeln  t 
den  Lemniscate: 
ein,  so  ist  d 
Durchschnitt  eii 
renden  Hyperbe 
Brennpunktp  aar 
seitigeu  Hyperl 
niscaten  haben 
liehe  Poten2hy[ 

6.  Einfache! 
wenn  die  abznl 
die  abbildende 
schneidet.  Die 
dann  In  densel 
dem  Winkel  — 
niscaten  der  abt 
in  sich  selbst  fil 
Pnnktpaare  unc 
liegen  stets  aal 
lemniscate  der  i 
cate. 

7.  Jede  gle 
in  der  lemaisca 
p.Pi  =  c  vom  a 
(welche  also  di< 
cate  p.p,  =  c  b( 
eine  durch  das 
punktpaar gehen 
Brennpunkte  vo 

nisuatiscbe    Eot 

haben  und  aafd 
bäl  liegen ,  die 
Centrum  anf  di 
perbel  zu  föllen 
Umgekehrt  v 
niscaten  durch  < 
sprechende  glei( 
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8.    Das  Kreisbüschel   durch   die 
Pankte  r,  q>  und  r^,  (jpj  verwandelt 

sich  in  das  Kreisbüschel  durch  --,  w 

r 

nnd  — ,  9?i-     Die  Orthogonal schaar 

des  ersteren  geht  in  die  des  letz- 
tem Über.  Jede  isogonale  Trajec- 
torienschaar  des  erstem  (logarith- 
mische  Doppelspiralen)  wird  in  die 
entsprechende  des  letztern  verwan- 
delt. 


9.    Die  Keciprocität   gegen  den 
Kreis    mit    Radius    r  =  1    nm    den 
Punkt    a'\-h\  ist,    abgesehen   vom 
Umklappen  um  die  reelle  Axe,  iden 
tisch  mit  der  Abbildung 

2  —  (a  +  Ofj 


Die  Spiegelung  gegen  den  Kreis 
mit  Radius  r  ^=c  um  a  4~  ^<  ist  im 
Wesentlichen  identisch  mit  der  Ab- 
bildung 

2  — (/l+6l) 

10.  Die  Spiegelung  gegen  die 
^  rticale  Gerade  x  =  n  ist  im  We- 
i  itlichen  identisch  mit  der  Trans- 
1    Tnation 


8.  Das  Lemniscatenbüschel  durch 
die  Punktpaare 

[p.Pi  =  r,  ^  +  ^j  =  g>] 
und 

verwandelt  sich  in  das  Lemniscaten- 
büschel durch 


und 


die  orthogonale  Lemniscatenschaar 
des  erstem  in  die  des  letztem.  Jede 
isogonale  Trajectorienschaar  des  er- 
stem (allgemeine  lemniscatische  Spi- 
ralenschaar)  geht  in  die  entspre- 
chende des  letzt ern  über. 

9.  Die  isothermische  Spiegelung 
gegen  die  Lemniscate  p.  p^  =  1  um 

das  Punktpaar  j/a  +  öi  ist  im  We- 
sentlichen identisch  mit  der  Abbil- 
dung 

Die  Spiegelung  gegen  die  Lem- 
niscate p.pj^  =  c  um  j/a  +  h i  redu- 
cirt  sich  auf  die  Abbildung 

r  z^—{a  +  b%) 

10.  Die  Spiegelung  gegen  die 
gleichseitige    Hyperbel    durch    das 

Punktpaar  Ya  mit  den  Brennpunk- 
ten ]/2a  wird  repräsentirt  durch  die 
Function 

Z  =  /2«-i^ 

Sind  z.  B.  die  Brennpunkte  +  1, 
so  ist  die  abbildende  Function 


also 
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Uei  dieser  Spiegelang  bleibt  der 
Radius  des  gespiegelten  Kreises  un- 
geändert.  Geometriscli  bann  die 
Operation  durch ge fährt  werden  durch 
Lnthe,  die  um  sich  selbst  verlängert 
werden.  —  Gerade  gehen  in  Gerade 
über. 


11.  Ist  der  abbildende  Kreis  mit 
Radius  r  =  c  um  den  Nullpunkt  ge- 
schlagen, so  ist  die  abbildende  Func- 
tion 


12.  TransforroiTt  man  ein  Kreis- 
btlscfael  durch  reciproke  Radü  vec- 
tores  mittelst  beliebigen  Kreises,  der 
einen  der  Büschelpunkte  zum  Cen- 
tram bat,  so  geht  das  Kreisbilschel 
in  eine  Radienschaar,  die  Kreis- 
scbaar  in  ein  System  concentiischer 
Kreise  über.  Die  logarithmischen 
Doppelspiralen,  welche  die  isogona- 
len Trajectorien  des  Büschels  sind, 
gehen  in  lugarith mische  Spiralen  über. 

13.  Die  Aufgabe,  den  Ranm  zwi- 
schen zwei  sich  nicht  schneidenden 
Kreisen     in     einen     concen  Irischen 


Bei  diese 
Parameter  p. 
Brennpunkt  A 
Die  Spiegelun 
den  durch  Orl 
um  correspon 
gert  werden.* 
beln    gehen    1 

11.  Ist  d 
ciellen  Falle  < 
pankt,  so  bl 
Gesetze  best* 
durch  recipro 

NuUpnnkte  ans  verwandelt  also  Le: 
niscatenscbaarea  wiederum 
so    dass    z.  B.    Fig.  3   dui 
Operation  in  Fig.  4  überg' 

12.  Wird  ein  durch  zwi 
paare  gehendes  Lemniecati 
durch  eine  Lemniscate 
Brennpunkte  mit  einem 
punktpaare  zusammenfall 
thermisch  gespiegelt ,  so 
ein  Uy  perbelbüBchel.  Die 
nalechaar  geht  in  eine  Sei 
focaler  Lemniscaten  über. 
sprechende  Curvenschaar 
wandelt  sich  in  eine  von  < 
13).       ^ 

13..  Die  Aufgabe,  den  fi 
sehen  zwer  beliebigen,  si 
schneidenden  Lemniscaten 


•  Da  die  Spiegelung  auch  durch  confocale  Ellipsen  vermittelt  wer 
so  ergiebt  sich  mancher  intereasaute  Zusammenhang,  Schlag  man  z.  1 
Halbaxe  einer  einfachen  Lemniscate  einen  Kreis  um  den  Scheitel  der  < 
Schleifenlemniscate,  so  trifft  man  die  imaginäre  Axe  im  Schnittpunkte 
mit  der  ersten  Lemniscate.  Das  Verhalten  ist  also  ähnlich  dem  der 
halbasen.  So  ergeben  sich  manche  Conatructionserleichterungen,  z.  B 
Stellung  des  Netzes  in  h'ig.  3 ,  resp.  4 ,  wo  stets  je  acht  Funkte  auf  eine 
t'ocalen  Ellipsen  liegen,  Auch  fiir  die  Construction  des  Netzes  der  sinam 
'i/atH- Curven  (morfn  positiv,  reell  und  <i;  ist  dies  zu  verwerthen. 
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Kreisring  zu  verwandeln,  hat  also 
folgende  geometrische  Lösang :  Man 
constrnire  die  Potenzlinie  beider 
Kreise,  schlage  um  einen  beliebigen 
Punkt  derselben  einen  Orthogonal- 
kreis und  nehme  einen  der  Durch- 
schnitte desselben  mit  der  Centrale 
der  gegebenen  Kreise  zum  Centrum 
der  Transformation  durch  reciproke 
Radii  vectores.  Der  Kadius  des  spie- 
gelnden Kreises  ist  beliebig.  Von 
der  Wahl  des  Btlschelpunktes  hftngt 
es  ab,  welcher  Kreis  der  innere 
wird. 

14.  Diese  Transformation  und 
überhaupt  jede  Kreisverwandtschaft 
ISsst  sich  reduciren  auf  die  Abbil- 
dung durch  eine  Function  von  der 

Form 

az-\'  b 


Z= 


CZ  +  ä 


confocalen  Lemniscate'nring  zu  ver- 
wandeln ,  hat  also  folgende  Lösung : 
Man  construire  die  Potenzhyperbel 
beider  Lemniscaten,  lege  um  ein  be- 
liebiges Punktpaar  derselben  eine  or- 
thogonale Lemniscate  und  mache  ein 
Durchschnitts  -  Punktpaar  derselben 
mit  der  Centralhjperbel  zu  Brenn- 
punkten der  spiegelnden  Lemniscate, 
deren  Parameter  beliebig  ist.  Von 
der  Wahl  des  Durchschnitts  -  Punkt- 
paares hängt  es  ab,  welche  Lemnis- 
cate die  innere  wird. 

14.  Diese  Transformation  und 
überhaupt  jede  lemniscatische  Ver- 
wandtschaft lässt  sich  reduciren  auf 
die  Abbildung  durch  eine  Function 
von  der  Form 


y  cz^+d' 


der    noch   eine  additive   Constante 
hinzugefügt  werden  kann. 


Für  das  Spätere  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Drehung  einer  Geraden 
um  einen  beliebigen  Punkt  ein  Resultat  giebt,  welches  der  Transfor- 
mation Zc=a  +  {cosa  +  isina)  {z—a)  entspricht.  Folglich  wird  die  in  der 
Optik  auftretende  Drehung  der  Polarisationshyperbeln  um  das  Brenn- 
punktpaar ye  in  ihrem  Resultate  dargestellt  durch  die  Abbildung 

Z=zj/e+  {cos  a  +  i  sin  a)  (z*—  e). 

Das  Resultat  entspricht  also  stets  der  Spiegelung  gegen  eine  der 
gleichseitigen  Hyperbeln  durch  einen  Punkt. 

Femer  ist  noch  von  Interesse  die  Frage,  auf  welchen  Curven 
bei  der  isotbermischen  Spiegelung  gegen  die  Lemniscate 
dafi  Vergrösserungsverhältniss  constant  ist,  d.  h.  für  welche 
Punkte  der  absolute  Betrag  des  Differentialquotienten  constant  ist.  Zwei 
SpecialfHlle  geben  ein  einfaches  Resultat. 


15.  Die  Function  2  =  ^1—2*  vermittelt  die  Spiegelung  gegen  die 
gleichseitige  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  +1.  Da  der  Differential- 
quotient 

e«liMhxlft  f.  Mathematik  n.  Fhjtik,  XXI,  5.  ^ 
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dZ        —z 


dz      j/l^z^ 

für  reelle  Werthe  des  Arguments,  die  kleiner  als  die  Einheit  sind,  reell 
ist,  so  folet  aus 

-  X  •+•  tJt 


die  Gleichung 

X  —  vi 
X^Yi=^^ ^ 

also  entsteht  durch  Multiplication  und  Radicirung  der  absolute  Betrag 


, 


wenn  p  und  p^  die  von   +1  ausgehenden  Radii  vectores  sind.* 

Setzt  man  diesen  absoluten  Betrag,  also  auch  das  Vergrösserungs- 
verhältniss  R  =  c^  so  ergiebt  sich  Folgendes: 

Bei  der  isothermischen  Spiegelung  gegen  die  gleich- 
seitige Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  +1  ist  das  Vergros- 
serungsverhältniss  constant  gleich  c  für  die  Punkte  der 
Curve 

22)  -^  =  c«, 

d.   h.    für    die    Individua   der   Orthogonalschaar   des   durch  0 
und  +1  gehenden  Büschels  von  Schleifenlemniscaten. 

[Vergl.  Fig.  4  und  Gleichung  11)].  

Nun  verwandelt  sich  aber  bei  der  Abbildung  Z  =  j/1  — t'  der  Para- 
meter jo.Pi,  von  +  1  aus  gerechnet,  in  das  Quadrat  des  vom  Nullpunkte 
ausgehenden  Radius  r,  und  umgekehrt  r^  in  p,Pj^.  (Vergl.  Beiträge  lur 
Theorie  etc.  S.  235.)  Folglich :  Die  durch  Gleichung  22)  dargestellte 
Curve  geht  über  in  die  Lemniscate 

r^         1 

23)  -^  =  4 

Die  Curve  22)  und  ihr  Spiegelbild  23)  gegen  die  gleichseitige  Hyperbel 
haben  also  folgende  Beziehungen: 

1.  Ihre  Parameter   (in  Bezug   auf  Radii  vectores  von  0  und  +  ^ 
aus)  sind  reciprok. 

2.  Ist    der  Brennpunkt    der    einen    +_lj    so    ist  der  der  andern 

+.]/l  — ^*;   liegt  also  das   eine  Paar  auf  der  imaginären  Axe, 
so  liegt  das  andere  auf  der  reellen,  und  zwar  ausserhalb  +1* 

*  Multiplication  von  (l+iCH-yi)  und  {X-hx-yi)  giebt  das  Quadrat  des  abso- 
luten Betrages  jeder  dieser  conjugirten  Zahlen,  d.  h.  den  Radius  vector  p  im  Qtia- 
drat.  Der  BichtungssiDn  des  Radius  vector  wird  durch  diese  Multiplication  gevis- 
Bermassen  eliminirt. 
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3.  Ist  die  Brennpunktsgleicbang  der  einen  Lemniscate  p .  />x  =  x, 
so  lautet  die  der  andern  genau  ebenso;  nur  sind  die  neuen 
Brennpunkte  zu  Grunde  zu  legen. 

4.  Hat  die  eine  den  Umfang  Uy  so  ist  der  Umfang  der  andern  c.u. 

5.  Ist  die  eine  in  gleiche  Bogen  getlieilt,  so  wird,  wenn  man 
durch  die  Theilpunkte  Orthogonalhyperbeln  zur  spiegelnden 
Hyperbel  oder  Lemniscaten  durch  0  und  +  1  legt,  auch  die 
andere  in  gleiche  Bogen  getheilt. 

Hier  ist  also  die  Analogie  mit  der  Transformation  durch  reciproke 
Badii  vectores  eine  sehr  weitgehende.  Der  Umstand,  dass  man  von  der 
Theilung  einer  einfachen  Lemniscate  zu  der  einer  aus  zwei  Ovalen  be- 
stehenden übergehen  kann ,  dürfte  für  das  Gebiet  der  Gurventheilung  von 
Interesse  sein. 

Aehnliches  geschieht  bei  der  Spiegelung  gegen  die  Schleifenlemnis- 
cate.  Sind  ihre  Brennpunkte  +1,  also  auch  der  Parameter  gleich  1, 
so  wird  diese  Transformation  vermittelt  durch 


^=/i+i«i-i: 


Hier  ist 

dZ  —2  -1 


dz  ,  -/ r~    (2^-ir 


•   (^2^1)2 /l  +  ^ 


•  /  • 


Multiplicirt  man  hier  die  Gleichungen  conjugirten  Arguments,  so  ergiebt 
sieh  als  absoluter  Betrag 

n_ 1 ^(  M"^ 

wobei  die  Radii  vectores  wiederum  von  i  1  ausgehen.     Setzt  man  Ä=:c, 
so  folgt: 

Bei  der  Spiegelung  gegen  die  Schleifenlemniscate  sind 
die  confocalen  Lemniscaten  die  Gurven  constanten  Vergrös- 
serungsverh&ltnisses,  und  zwar  ist  dasselbe  constant  gleich 
c  für  die  Lemniscate 

24)  p.;9j  =  C-%. 

Diese  geht   aber  durch  die  Transformation  über   in  die  confocale  Lem- 
niscate 
25)  p.pi^=c^. 

Setzt  man  c~%=3jc,  also  c%=  —  und  c  =  x~'/»,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Haben    zwei    confocale  Lemniscaten    mit  Brennpunkten 

+  1    die  reciproken  Parameter  %  und   — ,  so  ist  der  Umfang 

des  zweiten  das  »^'/«-fache  vom  Umfang  des  erstem. 

24* 


352  Lemniscatischc  Greometrie  etc. 


Sind  z.  B.    die  Parameter    2    and   4*    ^^   verhalten  sich  die  um- 
fange wie  1  '-7=^*     Ist  die  eine  Curve  in  gleiche  Theile  getheilt,  so  wird 

die  zweite  durch  die  Orthögonalhjperbeln ,  die  dnrch  die  Theilpnnkte 
gelegt  werden,  ebenfalls  in  gleiche  Theile  getheilt. 

Bei  der  Spiegelung  gegen  die  Lemniscate  allgemeiner  Gestalt  scheint 
diese  Analogie    mit  der  Ereisreciprocit&t  aufzuhören.      Sind  z.   B.  die 

Brennpunkte  j/e  und  der  Parameter  die  Einheit,  so  ergiebt  sich  aaf 
demselben  Wege,  dass  die  Curven  constanten  VcrgrösserungsverhältDis- 
ses  c  die  Gleichung 

26)  -i — Y =  ^.c« 

haben,  wo  die  Radii  vectores  ;>,  p,  von  +1,  ^,  qi  von  ir  ^"^"^ 
und  r  von  0  ausgehen. 


Jetzt  ist  es  leicht,  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  lemniscatischen 
Verwandtschaft  nach  Analogie  der  Möbius^ sehen  Abhandlung  über  die 
Kreisverwandtschaft  auszusprechen.  Wir  beschränken  uns  darauf,  die 
wichtigsten  Sätze  über  Doppelverhältnisse  und  Doppel winkel ,  die  Mo- 
bius  für  Punktquaternionen  in  kreisverwandten  Ebenen  aufgestellt  hat, 
zu  übertragen.  Um  Zweideutigkeiten  auszuweichen,  nehmen  wir  stets 
an,  dass  die  Punktquaternionen  sich  in  einer  Halbebene  befinden;  dann 
gilt  jeder  Satz  gleichzeitig  für  die  vier  zugeordneten  Punkte. 

Sind  A,  B^  Cy  D  und  a,  6,  r,  d  entsprechende  Punkte  kreisver- 
wandter Ebenen,  so  ist 

AB.  CD _ab.cd 

BC.DA'^VcTda' 

also,  wenn  man  die  Durchschnitte  der  Geraden  AB^  BC^  CD  und  DA 
mit  einer  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Geraden  P^  Q^  R^  S  nennt  nnd 
in  der  andern  Ebene  die  entsprechenden  Buchstaben  wählt: 

iPB-^PAi{RD-^fiC)  __  (pb-^pa){rd^rc) 
{QC-QB)(SA-'SD) "~  (<?c— ^6)(5a— 5rf)' 

Durch  die  Transformation  Z=^j/7  geht  der  Satz  in  folgenden  über: 

Sind  A,  Ä,  Cy  D  und  a,  6,  Cy  d  entsprechende  Punkte  lern- 
niscatisch  verwandter  Halbebenen,  und  bezeichnet  man  die 
Durchschnitte  der  durch  A  und  By  B  und  C,  Cund/>,  />und-^ 
gehenden  gleichseitigen  Hyperbeln  mit  einer  durch  den 
Nullpunkt  gelegten  Geraden  mit  />,  P^y  Qy  Q^y  Ä,  R^y  5,  Sp 
während  man  in  der  andern  Ebene  die  entsprechenden  klei- 
nen Buchstaben  wählt,  so  gilt  der  Satz: 
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{PB.P^B-F^.P^A).(BD.BiJ)-EC.R^C) 

(qcg^c -'qb.q^O).{sa.Sia  —  sd,s^d)    ' 

d.  h.  die  „lemniscatischen  Doppelverhältnisse*'  sind  gleich. 
Liegen  im  speciellen  Falle  die  yier  Pnnktpaare  der  einen  Ebene  anf 
einer  Lemniscate  (mit  Nullpunkt  als  Centrum) »  so  liegen  auch  die  ent- 
sprechenden der  andern  auf  einer  Lemniscate,  und  für  beide  Quaternio- 
nenpaare  besteht  die  der  Ptolemäischen  entsprechende  Relation 

{FB.P^B-PJ.P^A){RD,R^D-RC.R^C)  +  (QCQ^C-QB,Q^B)[SA.S^A-^SD.S^D) 
{VCV^C-  VA.V^A){^D.fV^D^  WB.W^B) 

28)  i (pb,p^b-'pa,p^a){rd,r^d-'rc.r^c)'\'(qc,q^c^qb,q^b)(sa.8^a-sd.s^d) 

(vcv^c  —  va.v^d){ivd,tv^d  —  rvb  ,w^b) 

=  1, 

wo  F,  Fj,  W^  W^  etc.  die  Durchschnitte  der  Diagonalhyperbeln  mit  der 
Axe  bedeuten. 

Sind  A^  B  und  C  feste  Punkte  und  X  ein  variabler  Punkt,  der 
jedoch  so  wandert,  dass  stets  die  Bedingung 

BC.AX'^ 
erfüllt  bleibt,   so   ist   der  geometrische   Ort  für   X  ein   Kreis   durch   B^ 
dessen   durch  A  und  C  gehender  Durchmesser  harmonisch  getheilt  wird. 
Folglich: 

Sind  Ay  B  und  C  fest  und  genügt  X  stets  der  Bedingung,  dass 

{PB,p, B -  PA,p^ A).(rc\ y^c-^  Yx.  r^x)  ^ ^ 

^  {OC.O^C'^OB.O^B).iZX.Z^X'-ZA.Z^A) 

ist  (wo  P,  Qy  Ty  Z  die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Hyperbeln  mit 
der  durch  den  Nullpunkt  gelegten  Axe  sind),  so  ist  der  geometrische 
Ort  von  Ä  eine  Lemniscate. 

Man  erkennt  Folgendes: 

Soll  zu  einem  System  von  Punktpaaren  einer  Ebene  ein 
lemniscatisch  verwandtes  System  in  einer  andern  Ebene 
construirt  werden,  so  kann  man  in  der  zweiten  Ebene  die 
drei  Funktpaaren  entsprechenden  Paare  willkürlich  wählen 
und  den  Drehungssinn  für  die  Winkel  willkürlich  bestim- 
men. Dann  aber  ist  die  Verwand  tschaft  vollständig  bestimmt 
und  die  weitereu  Uebertragungen  sind  mit  elementaren 
Hilfsmitteln   durchführbar. 

Die   entsprechenden  Sätze   für  die  „Doppelwinkel"   sind  ebenso  zu 
überspitzen.      ABCD   und   abcd  seien   entsprechende  Punktquaternionen 
kreis  verwandter  Ebenen.     Dann  ist  nach  Mob  ins 
30)    LABC+CDA^abc  +  cda  und  LBCB+ DAB  =  bcd  +  dab. 
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Bei  der  Transformation  Z^^Yz  bleibt  wegen  des  isogonalen  Clia- 
rakters  derselben  diese  Kelation  für  Winkel,  unter  denen  sich  die  das 
Viereck  bildenden  gleichseitigen  Hyperbeln  schneiden,  unverändert  be- 
stehen; folglich  gilt  er  auch  von  den  lemniscatischen  Winkelsummen, 
die  den  entsprechenden  Badii  vectores  zugehören.     Also: 

Die  lemniscatischen  Doppelwinkel  entsprechender  Paare 
von  Punktquaternionen  in  lemniscatisch  verwandten  Ebe- 
nen  sind  einander  gleich. 

Ist  für  ein  Punktquaternionenpaar  der  lemniscatischen  Ebene  die 
Winkelsumme  des  Hyperbelvierecks 

31)  L^BC+CDJ  ^BCD  +  DAB^\%(S\ 

so  gilt  von  dem  Viereckspaare  die  der  Ptolemäischen  entsprechende  Re- 
lation 28);  ist  umgekehrt  letztere  erfüllt,  so  gilt  auch  die  Relation  31), 
d.  h.  das  Viereckspaar  hat  seine  Eckpunkte  auf  einer  Lemniscate. 

Demnach  Ifisst  sich  die  lemniscatische  Verwandtschaft  auch  dadurch 
definiren,  dass  das  lemniscatische  Doppelverhältniss  jedes  Punktqnater- 
nionenpaares  der  einen  Ebene  gleich  ist  dem  lemniscatischen  Doppelver- 
hältnisse des  entsprechenden  Punktquaternionenpaares  der  andern  Ebene, 
oder  dadurch,  dass  die  lemniscatischen  Doppelwinkel  von  Punktquater- 
nionenpaaren  der  einen  Ebene  gleich  den  Doppelwinkeln  der  entspre- 
chenden in  der  andern  Ebene  sind. 

Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  auch  der  von  Möbius  und  Bret- 
schneider  für  jedes  Viereck  bewiesene  Satz 

sin{ABC+CDÄ)_AC.BD  ^ 
l^BCA  +  ADB) "  BÄ.  CD 

in  einen  leicht  auszusprechenden  über  die  lemniscatischen  DoppelverhäU- 
nisse  und  Doppelwinkel  eines  Viereckqaares  übergeht. 

Um  den  Algorithmus  zu  vereinfachen,  dürften  als  abgekürzte  Be- 
zeichnungen für  das  lemniscatische  Doppelverhältniss,  resp.  die  lemnis- 
catischen  Doppelwinkel,  die  Symbole 

[ABCD]  und  L[ABCD\ 
ausreichen,  die  den  Möbius 'sehen  Zeichen  ganz  analog  sind. 

Das  Gegebene  reicht  hin,  die  von  Möbius  über  die  Kreisverwandt- 
scbaft  ausgesprochenen  allgemeinen  Sätze  ausnahmslos  in  solche  über  die 
lemniscatische  Verwandtschaft  zu  übertragen. 

§  6.   Einige  Sätze  und  Probleme ,  die  der  lemniscatiaolien  Verwandtschaft 
und  ihrer  Combination  mit  anderen  Verwandtschaften  entspringen. 

Auch  hier  ist  nur  von  Lemniscaten  und  gleichseitigen  Hyperbeln 
desselben  Ceutrums,  resp.  von  den  isogonalen  Trajectorien  der  entspre- 


*  Möbius:  „Theorie  der  Kreisverwandtschaft*',  S.  662. 
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chenden  Schaaren  und  Büschel  die  Rede.  Die  Entvickelnng  der  Sätze 
and  Probleme,  die  jetzt  ohne  Beweis  angegeben  werden  sollen,  ergiebt 
sich  leicht  ans  der  Kenntniss  der  Kreisverwandtschaft,  der  logarithmi- 
schen Abbildung  und  der  behandelten  Transformation  Z  =  j/F.  Auf  an- 
deren Wegen  würden  sich  dem  Beweise,  resp.  der  Ausführung  der  Pro- 
bleme grössere  Schwierigkeiten  entgegenstellen. 

1.  Lemniscaten,  die  einem  Streifen  zwischen  gleichseitigen  Hyper- 
beln derselben  Parallelschaar  (Fig.  2)  eingeschrieben  sind,  haben 
ihre  Brennpunkte  auf  derjenigen  Hyperbel  derselben  Schaar, 
welche  den  Streifen  in  zwei  correspondirende  Theile  zerlegt.  Be- 
rühren sich  die  Individua  der  eingeschriebenen  Reihe  gegenseitig, 
so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  derselben  Hyperbel. 

Dasselbe  gilt  von  Lemniscatenreihen  in  dem  Räume  zwischen 
zwei  sich  schneidenden  gleichseitigen  Hyperbeln. 

2.  Die  einem  Ringe  zwischen  zwei  confocalen  Lcrmniscaten  ^  ein- 
geschriebenen Lemniscaten  haben  ihre  Brennpunkte  auf  einer 
confocalen  Lemniscate.  Berühren  sie  sich  gegenseitig,  sn  liegt 
die  Reihe  der  Berührungspunkte  auf  einer  andern  confocalen  Lem- 
niscate, die  den  Ring  in  zwei  correspondirende  Theile  zerlegt. 
Schliesst  die  Reihe  nach  einem,  resp.  mehreren  Umgängen,  was 
vom  Verhältniss  der  Parameter  beider  Lemniscaten  abhängt,  so 
schliesst  sie  stet«,  welchen  Anfangspunkt  man  auch  wählen  möge. 
(Die  verschiedenen  Zeichnungen,  die  auf  diese  Weise  entstehen, 
sind  lemniscatisch  verwandt!) 

3.  Der  Satz  von  den  Berührungspunkten  der  eingeschriebenen  Lem- 
niscatenreihe  gilt  auch  von  dem  Räume  zwischen  nicht  confocalen 
Lemniscaten,  die  sich  schneiden,  berühren,  umschliessen  oder 
auseinander  liegen.  Dann  liegen  aber  die  Brennpunkte  auf  einer 
der  Gurven  vierten  Grades,  die  durch  die  Gleichungen  21)  dar- 
gestellt sind.  Schneiden  sich  die  umhüllenden  Lemniscaten  nicht, 
80  ist  eine  Schliessung  der  Reihe  möglich,  die  Art  derselben  aber 
abhängig  von  den  Parametern  beider  Curven  und  der  lemnisca- 
tischen  Entfernung  ihrer  Brennpunkte. 

4.  In  ähnlicher  Weise  übertragen  sich  die  Schliessungsprobleme,  die 
von  Jacobi  mit  dem  Additionstheorem  der  elliptischen  Functio- 
nen in  Verbindung  gebracht  sind.*  Die  Geraden  gehen  dabe 
natürlich  in  tangirende  gleichseitige  Hyperbeln  über. 


*  Jdcobi:  „üeber  die  Anwendung  der  elliptischen  Transcendenten  auf  ein 
Problem  der  Elementargeometrie",  Crelle's  Joum.  Bd.  3;  undDurege:  „Theorie 
der  elliptiBchen  Functionen**,  Abschu.  10. 
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,  ^rfS<'^W»*'.'V  >••■••  •x-^^  r^  -^^y^^^^^^  .f^\ 


In  der  Abhandlang  über  ,,die  logarithmische  Abbildang  etc/^  ent- 
wickelte ich  die  Eigenschaften  der  logarithmischen  Spirale  und  der  iso- 
gonalen Trajectorien  der  ELreisschaar  (d.  h.  der  logarithmischen  Doppel- 
spiralen)  ans  denen  der  Geraden  mit  Hilfe  der  Abbildungen  complexen 

Arguments 

Z=:lgz,  resp.  Z=ß» 
und 

In  entsprechender  Weise  verwandelt 'die  Abbildang 

Gerade  in  allgemeine  lenmiscatische  Spiralen,  deren  Gleichang  ist 

12)  ^^A  =  c .  »(v+yi)-^x+;ri), 

während  die  einfachere  Transformation 

33)  Z==/^ 

aaf  die  den  logarithmischen  Spiralen  entsprechenden  isogonalen  Trajec- 
torien der  confocalen  Lemniscatenschaar,  also  aaf  die  darch  Gleichang  13) 

repräsentirten  Carven  führt. 

Von    den   Eigenschaften    dieser    transcendenten    Carven   seien  nnr 
einige  genannt: 

5.  Die  Farallschaaren  der  lemniscatischen  Spiralen  bilden  isother- 
mische  Carvenschaaren ,  deren  Individna  sich ,  abgesehen  von  den 
Busch elpankten ,  gegenseitig  nicht  schneiden.  Um  diese  Punkte 
finden  unendlich  viele  Windungen  statt.  Im  Allgemeinen  haben 
zwei  bestimmte  Individna  je  zwei  Asymptoten. 

6.  Ihre  isogonalen  Trajectorien  sind  Curven  desselben  Charakteis. 
Mit  Hilfe  der  Orthogonalschaar  kann  man  die  Eintheilung  der 
Ebenen  in  „ähnliche  Rechtecke**  erzielen. 

7.  Die  isothermische  Spiegelung  gegen  eine  solche  Curve,  die  im 
speciellen  Falle  Lemniscate,  ELreis,  Hyperbel  sein  kann,  ver- 
wandelt lemniscatische  Spiralen  mit  denselben  Büschelpunkten 
wiederum  in  solche.  Die  abbildende  Function  für  diesen  Fall  ist 
nach  Analogie  eines  früheren  leicht  aufzustellen. 

8.  Die  Berührungspunkte  von  Lemniscatenreihen,  die  dem  Baume 
zwischen  zwei  lemniscatischen  Parallelspiralen  eingeschrieben  sind, 
liegen  auf  einer  den  Streifen  correspondirend  theilenden  Parallel- 
spirale. Haben  die  Curven  die  Form  13),  so  liegen  auch  die 
Brennpunkte  auf  einer  Parallelspirale,  die  jedoch  mit  der  vorigen 
nicht  zusammenfällt. 
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9.  Die  gleichseitigen  Hyperbeln  desselben  Centrums,  welche  eine 
lemniscatische  Spirale  in  anfeinanderfolgenden  Punkten  unter 
constantem  Winkel  schneiden,  haben  eine  Curve  der  Parallel- 
schaar  zur  Enveloppe.  In  speciellen  Fällen  ist  die  erste  Curve 
mit  der  Enveloppe  identisch.  (Man  denke  z.  B.  an  das  Analogon 
der  Selbstevolute. 

Dasselbe  gilt  von  Lemniscaten ,   die  durch  das  Brennpunkt- 
paar der  Curve  13),  resp.  durch  ein  Büschelpunktpaar  der  Curve 
12)  gehen   und   dieselbe   in  aufeinanderfolgenden  Punkten  unter 
constantem   Winkel   schneiden.      Der   erste  Theil  des  Satzes  ist 
also  der  specielle  Fall  des  zweiten,  wo  der  Bttschelpunkt  im  Un- 
endlichen liegt. 
Die    Sätze    über   Krümmungskreise    der    Doppelspiralen,    resp.    der 
logarithmischen  Spiralen,   die  in  jener  Abhandlung  ausgesprochen  sind, 
gehen   über  in  solche  über  Lemniscaten,    deren  Krümmung  mit  der  der 
lemniscatischen  Spiralen  identisch  ist.     Man  könnte  dieselben  als  Krüm- 
mungslemniscaten   bezeichnen,  wobei  zu   bemerken  ist,    dass  die  Krüm- 
mangslemniscate  einer  beliebigen  Curve  für  einen  bestimmten  Punkt  mit 
der  Wahl  des  Lemniscatencentrums  variirt. 

Noch  einige  Bemerkungen  über  Abbildungsaufgaben,  die  mit  der 
lemniscatischen  Verwandtschaft  zusammenhängen,  seien  gestattet. 

Die  Aufgabe:  den  von  zwei  Lemniscaten  eines  Büschels 
und  zwei  orthogonalen  Lemniscaten  begrenzten  rechtwink- 
ligen Baum  auf  den  Einheitskreis  abzubilden,  ist  synthetisch 
auf  folgendem  Wege  lösbar:  Die  Abbildung  2  =  z'  verwandelt  jenen 
Raum  in  einen  von  zwei  sich  schneidenden  Kreisen  und  zwei  Orthogo- 
nalkreisen begrenzten  (wobei  zu  bemerken  ist,  dass  der  abzubildende 
Raum  und  der   nach  dem  Begriffe  der  Punktpaare  ihm  coordinirte  sich 

jetzt  decken).     Durch   eine  Abbildung   von  der  Form   Z  =  — -77^  S®^^ 

dieser  neue  Baum  in  ein  von  Badien  begrenztes  Stück  eines  concen- 
triachen  Kreisringes  über,  der  durch  die  Transformation  Z  =  lgz  in  ein 
Rechteck  verwandelt  wird,  dessen  Centrum  (durch  HinzufÜgung  einer 
additiven  Constante)  in  den  Nullpunkt  zu  verlegen  ist.  Ist  nun  das 
Verhältniss  der  Bechtecksseiten  2  A" :  K\  so  wird  die  Abbildung  des 
Bechtecks  auf  die  Halbebene  vermittelt  durch  die  Function 

Z  =  sin  am  z  (mod  x) ,  * 


*  Die  hier  zur  Sprache  kommende  Aufgabe,  das  Rechteck  conform  auf  den 
Einheitskreis  abzubilden,  ist  von  Herrn  Prof.  Dr.  H.  A.  Schwarz  bereits  ini 
Jahre  1864  gelöst  worden  und  muas  wohl  als  das  erste  mit  den  Hilfsmitteln  der 
Analysis  vollständig  durchgeführte  Beispiel  zu  dem  in  Bieniann's  Dissertation 
§  21  behandelten  allgemeinen  Abbüdungsproblem  betrachtet  werden.  Ausser  der 
Lösung  einer  grossem  Keihe  von  Aufgaben  von  priucipieüer  Wichtigkeit  ist  es 


z= 
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wo  jedoch  der  Modal  x  dem  Periodenverhältnisse  entsprechend  zu  be- 
stimmen ist. 

Bis  jetzt  ist  die  fragliche  Abbildung  vermittelt  dnrch  eine  Function 
von  der  Form 

g  +  lg     g        I  {modK), 

Durch  die  Abbildung 

l+il/x.5ina»iw    ,      ,  .  .   ,  02*  +  * 

^    .  ,  ,/-     . {modx),  wo  u  =  g  +  lg.^^— 

wird  schliesslich  die  Halbebene  conform'  auf  die  Fläche  des  nicht  ein- 
geschnittenen Einheitskreises  übertragen.* 

Nach   Voraussagnng    dieses   Resultates   dürfte  auch   die  analytische 
Lösung  der  Aufgabn  zu  ermöglichen  sein.     Sind 

Vfi-  .  ?!/ 

A(*i')  =  /J=[(«+*,)-(z+z,)] 

die  Gleichungen  der  Lemniscatenechaar  und  des  Lemniscatenbüschels, 
der  hier  geeigneten  Coordinatensysteme,  so  mtissten  mit  Hilfe  dieser 
Gleichungen  x  und  y  durch  die  beiden  Parameter  dargestellt  und  letz- 
tere als  neue  Coordinaten  auf  dem  Jacob  loschen  Wege  (Cr eile's 
Journal  Bd.  36)  in  die  Differentialgleichung 

eingeführt  werden.  Die  Schwierigkeiten  der  Integration  derselben  iiir 
den  vorgeschriebenen  Bereich  dürften  sich  in  den  Specialföllen  der  Sym- 
metrie noch  vermindern.  Die  Lösung  der  Aufgabe  wurde  auf  die  Ver- 
werthbarkeit  der  allgemeinen  lemniscatischen  Coordinaten  für  die  Ana- 
lysis  ein  helles  Licht  werfen. 


Herrn  Schwarz  gelungen,  das  von  Biemann  zu  Grunde  gelegte  Dirichlet'sche 
Princip ,  gegen  welches  erhebliche  Bedenken  geltend  gemacht  werden ,  durch  ein 
anderes  Beweisverfahren  zu  ersetzen.  —  Man  vergleiche  die  Arbeiten  des  Hena 
Schwarz  im  70.  und  77.  Bande  des  Cr  eil  ersehen  Journals,  im  Programm  18f) 
der  polytecbnlBchen  Schule  zu  Zürich,  im  Monatsberichte  der  königl.  Akademie 
der  Wissenschaften  vom  October  1870,  im  15.  Jahrgange  der  naturforschenden 
Gesellschaft  in  Zürich  etc 

Einige  Schüler  des  Herrn  Schwarz  haben  auf  Anregung  desselben  eine 
Beihe  von  Abbildungsaufgaben  analytisch  gelöst.    Vergl.: 

Hentschel:  „Ueber  einige  confbrme  Abbildungen^S  17.  Jahrg.  dieser  Zeitschrift. 

Derselbe:  „Gonforme  Abbildung  einiger  einfach  zusammenhängender  Flächen 
etc.^S  Programm  1874  des  Gymnasiums  zu  Salzwedel. 

A ms t ein: „Gonforme  Abbildung  des  regulären  Octaeders  etc.'*,  Zürich  1872. 

*  Vergl.  Jochmann:  „Zur  Abbildung  des  {Rechtecks  auf  die  Eieisflftche^ 
diese  Zeitschr.  Jahrg.  14. 


Von  Dr.  G.  Holsmüllm.  359 

Aach  die  Function ,  welche  die  Abhildnng  eines  von  je  zwei  ,,paral' 
lelen**  lemniscatischen  Spiralen  begrenzten  rechtwinkligen  Baumes  auf 
den  Einheitakreis  vermittelt,  Iftsst  sich  mit  Hilfe  der  Umkehrung  von 
Function  32)  synthetisch  leicht  voraussagen ,  ebenso  das  Resultat  für  eine 
ganze  Gruppe  hierher  gehöriger  Aufgaben. 

Wir  begnügen  uns  mit  diesen  Andeutungen. 

In  den  „Beiträgen  zur  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften** 
wies  ich  ferner  darauf  hin,  dass  zu  den  sin  am-  und  J  am -Gurven 
(modx  +1  reell  und  <I  1 )  stets  ein  Kreis  und  eine  Lemniscate ,  zu  den 
co^om-Curven  unter  denselben  Bedingungen  für  den  Modul  stets  zwei 
Lemniscaten  gehören,  Sätze,  für  die  ich  in  den  weiteren  Beiträgen  ein- 
fache Beweise  gab  und  die  sich  für  gewisse  SpecialfUlle  auf  die  Trajec- 
tonen  zu  45^  ausdehnen  lassen.  Es  findet  in  jenen  Curvensystemen 
gegen  die  fraglichen  Individua  Beciprocität  statt,  was  die  Construction 
unterstützt  und  ein  geometrisches  Bild  von  den  Erleichterungen  giebt, 
die  bei  Berechnung  von  Werthtabeilen  für  elliptische  Functionen  möglich 
sind:  der  unbegrenzte  Bereich  der  Z- Ebene  wird  nämlich  in  16  Theile 
zerlegt,  für  welche  Construction,  resp.  Rechnung  erledigt  sind,  sobald 
man  die  Resultate  für  einen  der  Theile  kennt.* 


Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  die  Abbildungen  Zs=j/2,  Z  =  yzetG. 
nichts  wesentlich  Neues  ergeben ,  nur  treten  z.  B.  bei  der  ersteren  Trans- 
formation an  Stelle  der  Coordinaten  p^Pi  nnd  (^+-^1)  jetzt  p^Pi^p^^P^ 
und  ('^+^1  +  6^2+'^»)»  ^^®  ^ö°  ^®°  vier  Punkten  ausstrahlen,  die  durch 

|//jr  +61  dargestellt  sind. 

Dabei  tritt  an  Stelle  der  Schleifenlemniscate  eine  analoge,  aus  vier 
Theilen  bestehende  Curve,  deren  einzelne  Züge  sich  im  Nullpunkte  unter 
von  45^  schneiden.  Man  könnte  hier  von  Lemniscaten  zweiter,  vierter, 
achter  etc.  Ordnung  sprechen. 

Es  ist  vorauszusehen,  dass  ähnliche  Verhältnisse  bei  der  Abbildung 

Z  =  j/2  auftreten,  wo  n  eine  ganze,  positive,  reelle  Zahl  ist.     Die  Ent- 
wickelungen  würden  den  obigen  ganz  analog  sein. 


§  7.    Bemerkungen  über  die  Kinematik  des  lemniscatisoh- veränderlichen 

Systems. 

Nach  §  4  verwandelt  sich   durch  die  Transformation  Z  =  ^2  jedes 
starre,  in  der  z- Ebene  frei  bewegliche  System  in  ein  „lemniscatisch 

*  Vergl.  auch  die  Bemerkung  des  Herrn  Schwarz  in  der  ersten  der  citir- 
ten  Abhandlungen  über  den  von  Abel  bewiesenen  Satz,   dass  der  Werfch  von 

9inam     J",^.      sich  durch  Auflösung  quadratischer  Gleichungen  ergiebt. 
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veränderliches*'  in  der  Z- Ebene  frei  bewegliches  Gebilde,  dessen 
strenge  Definition  keine  Schwierigkeiten  bietet.  Die  Bewegung  geschieht 
im  Allgemeinen  stets  unter  gesetzmässiger  Gestaltveränderung.  An  Stelle 
des  Zwanges,  der  im  Begriffe  der  Starrheit  liegt,  tritt  jetzt  der  Zwang, 
dass  die  gleichseitigen  Verbindungshyperbeln  je  dreier  Punktpaare  des 
Systems  bei  Bewegung  des  letzteren  stets  correspondirende  Hyperbelbogen 
bleiben,  wobei  die  Hyperbeln  stets  dasselbe  gemeinschaftliche  Centmm 
beibehalten  und  ihre  Schnittwinkel  offenbar  ungeändert  bleiben,  so  dass 
es  sich  um  ein  „conform  veränderliches  System"  handelt. 

Einige  Fälle  solcher  Bewegung  sollen  jetzt  besprochen  werden. 

1.  Der  parallelen  Verschiebung  eines  starren  Grebildes  der  z -Ebene 
längs  einer  festen  Geraden  mit  constanter  Geschwindigkeit  c  entspricht 
eine  Bewegung  des  entsprechenden  lemniscatisch  -  veränderlichen  Gebil- 
des (strenger  noch  Gebildepaares)  der  Z- Ebene  derart,  dass  jeder  Punkt 
desselben  sich  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel  bewegt ,  die  zur  Parallel- 
schaar  der  Hyperbel  gehört,  welche  jeuer  Bichtungsgeraden  entspricht 
Dabei  ist  die  Richtung  und  Geschwindigkeit  jedes  Punktes  variabel,  und 
zwar  letztere  abhängig  von  der  momentanen  Entfernung  vom  Nullpunkte, 
nämlich 


v  = 


2j/r' 


d.  h.  gleich  dem  Producte  aus  c  und  dem  absoluten  Betrage  des  Diffe- 

rentialquotienten  -r--*    Man  könnte  jedoch  sagen,  dass,  da  das  Product 

p.p^s=c  sich  gleichmässig  ändert,  die  „lemniscatische  Geschwindigkeit*^ 
constant  sei.  Die  Winkelsumme  <&  -f  ^i  bleibt  selbstverständlich  un- 
geändert. 

In  dem  Momente,  wo  ein  Punkt  den  Nullpunkt  passirt,  fällt  er  mit 
mit  seinem  zugeordneten  zusammen,  und  die  Geschwindigkeit  beider  ist 
unendlich  gross.**  Gleichzeitig  tritt  eine  Degeneration  jeder  den  Null- 
punkt passirenden  Curve  ein,  so  dass  z.  B.  jede  gleichseitige  Hyperbel 
in  zwei  orthogonale  Gerade  degenerirt.  Beispielshalber  unterwerfe  man 
das  System  der  Fig.  2  einer  solchen  Bewegung.  Es  wird  sich  unter 
Anderem  zeigen ,  dass  die  kleinen  „Quadrate**  sich  unter  steter  Vergros- 
serung  beschleunigt  bewegen,  sobald  sie  sich  dem  Nullpunkte  nähern, 
während   bei   zunehmender  Entfernung  das  Umgekehrte   stattfindet.     In 


*  Vergl.  die  citirte  Siebeck'sche  Abhandlung^  Crelle'e  Journal  Bd.  55. 
**  Es  ist  eine  vielfach  verbreitete  Ansicht,  dass  unendlich  grosse  Geschwindig- 
keiten in  der  Natur  nicht  vorkämen.  Jedenfalls  sind  jedoch  optische  Probleme 
von  dieser  Ansicht  auszuschliessen.  Bei  den  jetzt  zu  behandelnden  opidschen  Er- 
scheinungen treten  in  der  That  momentane,  unendlich  grosse  Geechwindigkeiten 
bestinmiter  Punkte  ein ,  die  volle  Analogie  mit  dem  mathematischen  Falle  voraos- 
gesetzt. 
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der  Nähe  des  Nullpunktes  beginnt  das  „Quadrat*^  auffallend  zu  degene- 
riren,  erhält  sogar  gegebenenfalls  einen  Winkel  von  45^. 

2.  Ein  starres  System  von  Radien  und  concentrischen  Kreisen  rotire 
um  einen  festen  Punkt  a^bi  der  z- Ebene,  und  zwar  mit  constanter 
Winkelgeschwindigkeit,  so  dass  die  Neigungswinkel  der  Radien  gleich- 
massig  wachsen,  während  jeder  Kreis  sich  in  sich  selbst  bewegt. 

Dem  entspricht  in  der  Z-  Ebene  eine  Drehung  des  gleichseitigen 
Hyperbelbüschels  um  zwei  feste  Punkte,  bei  welcher  jede  Lemniscate 
der  Orthogonalschaar  sich  in  sich  selbst  bewegt,  während  jede  Hyperbel 
unter  beständiger  Gestaltveränderung  sich  so  dreht,  dass  die  Winkel- 
summe (t^+^i)  cler  entsprechenden  Radii  vectores  für  die  Punkte  jeder 
Hyperbel  arithmetisch  wächst.  Dabei  bewegen  sich  nach  Obigem  die 
Brennpunkte  jeder  Hyperbel  auf  der  orthogonalen  Schleifenlemniscate ; 
die  Scheitelpunkte  bewegen  sich  auf  der  Hyperbel  selbst  und  ausserdem 
mit  der  Hyperbel,   und   zwar  geschieht  ihre  absolute  Bewegung  auf  der 

im  Verhältniss  1  :  y^  verkleinerten  Schleifenlemniscate.  In  dem  Mo- 
mente, wo  der  Scheitel  der  Hyperbel  den  Nullpunkt  passirt,  ist  seine 
Geschwindigkeit  unendlich  gross. 

Diese  interessante,  jetzt  leicht  zu  discutirende  Bewegung  kommt 
zur  Erscheinung  bei  den  Polarisationshyperbeln  und  Interferenzlemnis- 
caten  optisch  zweiaxiger  Krystalle  (Salpeter),  sobald  man  das  analy- 
sirende  NicoTsche  Prisma  oder  das  Krystallblättchen  in  seiner  Ebene 
dreht.  Jeder  Punkt  des  Hyperbelbüschels  bewegt  sich  auf  einer  der 
Interferenzlemniscaten.  Das  Büschel  degenerirt  in  dem  Moment  zum 
orthogonalen  Azenkreuze,  wo  die  Ebene  der  optischen  Axen  mit  der 
Schwingungsebene  des  einen  NicoT  sehen  Prismas  zusammenfällt. 

3.  Bewegt  sich  ein  starres  Kreisbüschel  mit  seiner  Orthogonalschaar 
gleichzeitig  drehend  und  verschiebend  in  der  2 -Ebene,  so  entstehen  in 
der  Z- Ebene  die  verschiedensten  Gestalten  des  in  Fig.  5  veranschaulich- 
ten Goordinatensystems. 

4.  Die  Bewegung  eines  starren  Systems  der  z- Ebene  lässt  sich  be- 
trachten als  eine  continuirliche  Reihe  aufeinanderfolgender  Rotationen 
nm  aufeinanderfolgende  Punkte,  welche  das  sogenannte  Polvieleck  und  für 
die  Grenze  die  Polbahn  bilden.  Die  relative  Bewegung  des  Drehungspoles 
gegen  das  bewegte  System  giebt  eine  zweite,  mit  Annäherung  leicht  zu  con- 
struirende  Curve,  die  sogenannte  Polcurve.  Bekanntlich  geschieht  die 
Bewegung  des  Systems  so,  als  ob  die  starr  mit  ihm  verbundene 
Polcurve  auf  der  festen  Polbahn  ohne  Gleitung  sich  abrollte.* 

Dieser  Fundamentalsatz  der  Kinematik  findet  folgende  Uebertragung. 
Die  allgemeine  Bewegung  des   lemniscatisch -veränderlichen    Systems  in 


•  Vergl.  Reuleaux:  „Theoretische  Kinematik",  §  6,  wo  sich  eine  ansohau- 
liche  Darstellung  des  Satzes  findet. 
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seiner  Ebene  ist  aufzufassen  als  eine  Beibe  der  oben  besprochenen  lern- 
niscatiscben  Drehungen  nm  aufeinanderfolgende  Punktpaare,  welche  die 
lemniscatische  Polbahn  bilden.  Die  Polcurve,  d.  h.  die  relative  Bewegung 
des  Poles  gegen  das  bewegte  System  ist  durch  die  elementare  Ueber- 
tragung  der  Construction ,  welche  die  gewöhnliche  Polcurve  giebt,  mit- 
telst der  Function  Z=^;  mit  Annäherung  darzustellen.  Die  Bewegung 
des  Systems  geschieht  so,  als  ob  die  mit  ihm  „lemniscatisch 
verbundene"  Polcurve  unter  entsprechender  Gestaltver- 
Änderung  auf  der  festen  Polbahn,  ohne  zu  gleiten;  sich  ab- 
rol  Ite. 

Die  Sätze  Über  die  Bewegung  der  Krümmungsmittelpunkte  gehen 
über  in  solche  von  den  Brennpunkten  der  oben  definirten  Krümmnngs- 
lemniscaten.  Jeder  Punkt  des  Systems  beschreibt  seine  Roulette,  jnde 
gleichseitige  Hyperbel  erzeug^  ihre  Enveloppe. 

So  ist  z.  B.  das  Cycloidenproblem  einer  einfachen  Uebertragang 
fähig. 

Noch  einige  Fälle  der  Uebertragung  von  Bewegungen  veränderlieher 
Systeme : 

5.  Man  denke  sich  in  der  z -Ebene  ein  System  concentrischer  Kreise, 
die  aus  einem  Punkte  hervorquellen  und  dauernd  anschwellen,  wie  sie 
sich  auf  einer  ruhigen  Wasserfläche  nach  dem  Aufschlagen  eines  Steines 

entwickeln.  Die  Uebertragung  Z  =  ^r  giebt  eine  Bewegung  confocaler 
Lemniscaten,  deren  Ovale  aus  den  Brennpunkten  hervorquellen,  sich  im 
Nullpunkte  treffen  und,  vereinigt  anschwellend,  sich  allmälig  der  Kreis- 
gestalt  nähern.  Jeder  Punkt  bewegt  sich  dabei  auf  einer  orthogonalen 
gleichseitigen  Hyperbel.  Deber  die  Wanderung  der  Maximalpunkte  auf 
Kreis  und  Gerade  ist  §  3  zu  vergleichen. 

Die  Erscheinung  würde  in  der  Physik  bei  dem  allerdings  nur  hypo- 
thetischen Experimente  auftreten,  dass  die  Salpeterplatte  ihre  Dicke 
gesetzmässig  änderte. 

6.  Denkt  man  sich  die  concentrischen  Kreise  in  der  z- Ebene  an- 
schwellend und  gleichzeitig  die  Radien  rotirend,  so  entspricht  dieser 
Bewegung  das  Anschwellen  der  confocalen  Lemniscaten  und  das  gleich- 
zeitige Drehen  der  Hyperbeln.  Diese  Bewegung  tritt  in  die  Erscheinung 
beim  Drehen  der  Salpeterplatte  im  Polarisationsapparate  um  eine  hori- 
zontale Axe. 

Denkt  man  sich  dabei  die  Abweichungen  der  Radien  arithmetisch 
wachsend  und  gleichzeitig  die  Länge  der  Kreisradien  geometrisch  zu- 
oder  abnehmend,  so  bewegt  sich  jeder  Eckpunkt  des  Netzes  auf  einer 
logarithmischen  Spirale.  In  der  Z-  Ebene  würden  sich  die  Eckpunkte 
des  lemniscatischen  Netzes  auf  einer  lemniscatischen  Spirale  der  Form 
13)  bewegen. 
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DaB   eben  besprochene  optische  Experiment  würde  diese  Bewegung 
wenigstens  einigermassen  veranschaalichen. 


Durch  diese  Betrachtangen  ist  der  Forschung  ein  neues  Gebiet  der 
Kinematik  gesetzmftssig  veränderlicher  Systeme  eröffnet.  Die  von  Herrn 
Bnrmester  in  der  citirten  Abhandlung  gegebenen  allgemeinen  Sätze 
über  die  Bewegung  im  kreisverwandt  -  veränderlichen  System  sind  sofort 
der  entsprechenden  Uebertragung  fähig. 

Diese  Andeutungen  mögen  hinreichen ,  um  von  der  Yerwerthbarkeit 
der  lemniscatischen  Verwandtschaft  und  der  allgemeinen  lemniscatischen 
Coordinaten  ein  Bild  zu  geben.  TVir  schliessen  mit  dem  Vorbehalte  ein- 
gehenderer Untersuchungen  auf  diesem  noch  nicht  bebauten  Gebiete. 


^ 
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ZIX.    Bemerkung  sn  der  AnfUtnng  der  biqnadratisohen  Oleiehangen. 

In  einem  Programme  der  ReaUchnle  zn  Trier  habe  ich  1855  eine 
Abhandlung  über  die  Zerlegung  der  quadratischen,  kubischen  und  bi- 
quadratischen Functionen  und  die  Auflösung  der  entsprechenden  Gleich- 
ungen veröffentlicht.  Da  diese  Arbeit  jedoch  nicht  ganz  bekannt  ge- 
worden ist,  so  glaube  ich  die  Methode,  die  ich  wählte,  hier  kurz  an- 
deuten zu  sollen ,  und  beschränke  mich  der  Kürze  wegen  auf  die  Func- 
tionen vierten  Orades. 

Wenn  man  in  die  Function 

f{xy)  =  ax^  -\-Abx^y^Qcx^y^+Adxy^^ey^ 
die  neuen  Veränderlichen  §,  17  mittels  der  Gleichungen 

«  =  «l  +  /?i?,    y  =  yS  +  Äi? 
setzt,  so  kann  man  die  Function  in  eine  quadratische  mit  den  Veränder- 
lichen S^  1}^  verwandeln ,  und  es  müssen  für  diesen  Zweck  die  eingesets- 
ten  Coefücienten  or,  /},  y,  d  der  Doppelgleichung 

Genüge  leisten« 

Wird  der  gemeinsame  Werth  dieser  drei  Quotienten  mit  m  bezeich- 
net, so  erhält  man  ein  System  von  drei  Gleichungen,  nämlich 

/>a/3  +  (r-^m)(aÄ  -h/?y)+  rfy5  =  0, 

Damit  diese  Gleichungen  neben  einander  bestehen  können ,  muss  die 
Determinante*  des  Systems  Null  sein,  also  die  Grösse  m  aus  der  Gleichung 


*  Diese  Determinante  ist  1856,  also  ein  Jahr  nach  dem  Erscheinen  melDer 
Arbeit,  von  Herrn  Dr.  A ronhold  in  Crelle's  Journal,  Bd,  62,  mitgetheilt  wordwL 


d.  i.  aoB 
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a  b  c+m 

b  c-^^m     d         =0, 

c+m    d  e 

m»  —  (ae  —  46d  +  3c")m  +  2(ac e  —  ad« -  ^«^  +  2ft crf  —  c«)  8=  0 

beBtimmt  werden. 

Nachdem  diese   Oleichung  aufgelöst  ist,  wird   die  UmformuDg  der 

Function  erreicht,  wenn  man  für  —  die  eine,  für  ^   die  andere  Wurzel 

y  6 

von  einer  der  folgenden  drei  Gleichungen  wählt: 

[ac  —  b*—  ^a m]  z*  +  [a d  —  b c  ^  bm]  z  +  b d ^  c^  "  ^m {c  —  m)  =  0 y 

[/id— 6c  —  6m]  2*  + [ae  —  (c  +  m)*]  z  +  be  —  cd  —  dm  =0, 

[6d  — c*  — ^m(c— m)]  **+  [6e  — cd—  dm]  z  +  ce  — d*—  ^em  =0. 

Dadurch  entsteht  ^ 

und  demnach  können  die  linearen  Factoren  der  Function  [{j^y)  und 
•ebenso  die  Wurzeln  der  entsprechenden  Gleichung  durch  ^ie  Coefficien- 
ten  a^  b^  c^  dj  e  dargestellt  werden. 

Essen.  •  Dr.  Heilermann. 


XX,    Theilbarkeit  einer  gegebenen  Zahl  durch  eine  andere. 

Da  die  Theilbarkeit  durch  2  und  5  auf  den  ersten  Blick  zu  erken- 
nen ist,  so  haben  wir  nur  die  Theilbarkeit  durch  diejenigen  Zahlen  zu 
betrachten,  welche  in  der  Einerstelle  eine  der  Ziffern  1,  3,  7,  9  haben. 
Alle  diese  Zahlen  haben  die  gemeinsame  Eigenschaft,  dass  sie  sich  durch 
Multiplication  (mit  resp.  1,  7,  3,  9)  auf  die  Form  lOA  +  1  bringen  lassen. 

Sei  nun  a^  eine  gegebene  Zahl  und  u^  ihre   letzte  Ziffer,  so  bil- 

den  wir  _«o-«o      ,„       ao-«o(10t+l) 

Ist  nnn  Og  durch  (lOA+l)  theilbar,  so  ist  dasselbe  mit  a^  der  Fall. 
Bildet  man  a^  ans  a^  ebenso,  wie  a^  aus  Og,  so  erhält  man  immer  klei- 
nere Zahlen ,  da  jedesmal  eine  Stelle  wegiKUt.  Die  Formeln  lauten  snc- 
cessive : 

«    _  Oo-««o(10A+l) 

«1-  lö  '     • 

_      gi-K,(10X+l)  ao-«o(10A+l)     tii(10X  +  l) 

'^~  10  ~  10»v  10 

_  ff.-i - M,_i  (10t +  1)      «(,-«<„ (lOt  +  l)     ttt(10t+l) 
"  10  ~  10"  10—' 

_w— i(10A+l) 
10 

ClIMbiltt  f.  MMhutatik  n.  Ph]nlk,  XXI,  5.  ^^ 


■  •  t 

*  *     .  4 

'-fV 


I 


I 
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'  ^«^^^^^^^^^SAA^^tA^^ 


worin  a„  die  erste  2iahl  ist,  die  sich  nicht  mehr  verkleinem  läset.  Ist 
a„sO,  so  folgt  ans  der  letzten  Formel: 

ao  =  (10A+l)(tio  +  10tti  +  10«M,  +  ...+  10— «w«-i); 

d.  h.:  die  Endziffern  der  Zahlen  a^y^  tf^,  ...  sind,  von  rechts  nach  links 
geschrieben,  die  Ziffern  des  zweiten  Factors  der  dnrch  (iOA  +  1)  theil- 
baren  Zahl.  —  Beispiele: 


158627:31;  ;i  =  3. 

15862|7 
21 


1584|1 
3 


15811       • 
3^     • 

15|5 
15 
.0 

Also:  158627  =  31.5117. 
Waren  in  Mecklenburg. 


410643:67,  mit  3  erweitert: 

=  1231929:201;  A  =  20. 

123192|9 

180 
12301|2 
40 


122611 

20 

120|6 
120 


0 
410643  =  67.6129. 

V.    SCHLBGBL. 


XXL    XTeber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen. 

Nr.  6,  Jahrg.  20,   dieser  Zeitschrift  enthielt  in  einer  Recension  des 

Herrn    Prof.    Dr.    Cantor   über    das    bei    Georg  Weiss    in    Heidelberg 

erschienene    „Lehrbach    für    den   Rechenunterricht**    von    Henrici  die 

Notiz,    dass    in   dem   genannten    Werke   das  folgende   bemerkenswerthe 

Kennzeichen  für  die  Theilbarkeit  einer  Zahl  durch  7  gegeben  werde: 

„Eine  Zahl  ist  durch  7  theilbar,  wenn  die  doppelte  letzte  Ziffer, 

von  den  vorhergehenden  Ziffern  als  Zahl  abgezählt ,  einen  Rest  ergiebt, 

der  durch  7  theilbar  ist.** 

Der  Beweis  ist  leicht.  Wir  übergehen  denselben ,  weil  er  nur  eineB 
ganz  speciellen  Fall  der  Aufgabe  betrifft:  für  eine  beliebige  Primzahl/' 
einen  Factor  n  zu  finden  derart,  dass,  wenn  man  mit  demselben  die  letz- 
ten s  Stellen  der  vorgelegten  Zahl  Z  multiplicirt  und  das  Product  von 
der  di;rch  die  übrigen  Ziffern  dargestellten  Zahl  abzieht,  die  Theilbarkeit 
des  Restes  die  der  ursprünglichen  Zahl  bedinge. 

Sei  Zr  die  Zahl,  welche  nach  Abstrich  der  ^  letzten  Ziffern  übrig 
bleibt,  Zg  die  durch  diese  s  Ziffern  gegebene  Zahl,  so  wird  also  voraus- 
gesetzt 

1)  Z,.— n2,=  0  (modp) 

und  behauptet 


r 
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2)  10'. Zr+Zs  =  0  (^modp). 

Zieht  man  1)  pach  Mnltiplication  mit  10'  von  2)  ab,  so  bleibt 

2,  +  10' « .  2,=  0  (modp) 
oder 

3)  2.(l  +  10'n)  =  0  {modp). 

Wäre  Za  nicht  relativ  prim  zu  p,  etwa  c=d./>,  so  ginge  p  in  der 
Zahl  Zg  auf;  man  kann  alsdann  die  s  letzten  Stellen  ganz  unberücksich- 
tigt lassen.  Nehmen  wir  also  Zt  relativ  prim  zu  p  und  dividiren  3) 
durch  Zg :  die  Congruenz  wird  jetzt 

4)  l  +  10-w  =  0  {modp). 

Dieselbe   hat   offenbar  für  p^2  oder  bs5  keine  Lösung,   diese  Werthe 
sollen  daher  für  die  Folge  ausgeschlossen  werden.     Vergleicht  man  4)  mit 

l  +  10'-»m  =  0  (modp), 

so  ergiebt  sich  durch  Subtraction  die  neue  Congruenz 

n.lO'— m.l0--*=0  {modp). 

.  Hierin   darf  man  infolge  der  für  p   geltenden  Beschränkung  mit  10'^' 
dividiren  und  erhält 

5)  tiAV  —  m  =  0  (modp). 

Ist  nun  m  berechnet,  so  genügen  der  zugehörigen  Congruenz  die 
Werthe  von  der  Form  pk^^-m.  Die  Primzahl  p  kann  am  Ende  nur  eine 
der  Ziffern  1,  3,  7  oder  9  haben.  Diese  werden  durch  Mnltiplication 
mit  den  Zahlen  0  bis  10  in  Zahlen  übergeführt,  welche  au  letzter  Stelle 
wieder  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  oder  9  haben.  Mag  daher  m  heissen, 
wie  es  wolle:  man  ist  jederzeit  in  der  Lage,  einen  Factor  k  zu  finden, 
welcher  p . Ar -{- m  zu  einem  Vielfachen  von  10  macht:  =10^.  Somit  hat 
nach  Einsetzung  von  10  ^  für  m  5)  das  Aussehen 

«.10  —  10^  =  0  {modp), 
d.  L 

n  —    y    =  0  {modp) , 

und  ft  gehört  zu  den  Zahlen  p.k^-^q. 

Man  ist  durch  dieses  Verhalten  des  Factors  für  z«  zu  demjenigen 
von  Zg^i  in  den  Stand  gesetzt,  aus  dem  Multiplicator  für  die  letzte  Stelle 
einer  vorgelegten  Zahl  alle  übrigen  zu  ermitteln.  Folglich  wird  man  sich 
8  if  die  Behandlung  der  Congruenz 

6)  10n  +  l  =  0  {modp) 

h  schränken   dürfen.     Bezeichnet  aber  nach  Gauss  [f^jß^y^  d,  ...]  den 

I  tsdinck  für  die  Factoren,  wel6he  auftreten,  wenn  man  die  Vielfachen 

V  1  p  in  10,  von  10  in  jt),  vom  Rest  in  10  u.  s.  w.  bestimmt,  bis  man 

z  Q  Rest  1  gelangt,  so  ist  die  Wurzel  von  6) 

n=[j5,  y,  a,  ...J  {modp). 

8     'len  wir  z«  B.  die  Berechnung  für  ps=47  an,  so  ist 
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10  =  0,47+10.     <t  =  0, 

47-4. 10  +  7,       ^-4. 

10=1.7    +3,       ,  =  1, 

7  =  2.3    +],       a  =  2. 

r4, 

1,21-4  [1,2] +  12) 
=  4.{12  +  l)  +  2 
-12  +  2 
=  14. 

Die  Werthe 

von  n 

sind  also  enthalten  in  der 

fen  wir  biernacb  die  Z.hl  10392687  beiUgUot  ihier 

1039268,7 

98 

10391,7,0 

98 

1029,3 

42 

98,7 

98 

10392687  igt  tonach  thülbar  durch  47,  was  die  C 
Um  den  Factor  für  die  beiden  leisten  Stellen 
*  =  8:47. 8  +  14  =  390;  39  ist  der  gesucht«  Wert 
Form  dea  Multiplicators  47^, +  39.  £b  können 
auftreten,  wenn  die  k  aegativ  genommen  werdei 
die  Producta  der  to  gefundenen  Factoren  an  en 
addiren. 


1 

Factoren  fflr 

die 
lotste  Ziffer. 

Factoren  fOr 

die  beiden 

letiten  Ziffern. 

Factoren  fl 

die  drei 

leUten  Ziffe 

3. 

+  8,  +6,  +11 
-1,-4,-10 

+  8... 
-8... 

ebenso 
■wie  Torhe 

7. 

+  8,  +9 
-6,  -12 

+  .1 
-4,  -11 

+  l,+8 
-6 

n. 

+  1.  +12 

-1,  -12 

wie  in  de 
ersten  Beil 

13. 

+  9 

-4 

-3 

+  1 
-12 

17. 

+  5 

-12 

+  9 
-8 

+  6 
-It 

19. 

-» 

~4 

+  11 
-8 

r 
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^.^•,^Kj^„^..^S^   ^  ^ 


^    J     ^     '•  •     ^   ^  -       •  _-    ^  ■ 


j 

1 

1 
1 

Factoren  für 

die 
letzte  Ziffer. 

Factoren  für 

die  beiden 

letzten  Ziffern. 

Factoren  für 

die  drei 
letzten  Ziffern. 

Factoren  für 

die  vier 

letzten  Ziffern. 

23. 

-7 

-S 

+  2 

-9 

29. 

-3 

-9 

+  2 

+  6 

31. 

+  3 

-9 

-4 

+  12 

37. 

+  11 

-1 

+  11 

41. 

+  4 

+  25 

-10 

43. 

-18 

+  3 

-4 

-9 

47. 

+  14 

• 
-8 

+  18 

-17 

53. 

-16 

+  9 

-15 

+  25 

59. 

-6 

• 

+  2 

61. 

+  6 

+  25 

-15 

67. 

+  2 

• 

-4 

71. 

+  7 

+  22 

-12 

73. 

-22 

+  1 

79. 

-8 

+  16 

+  12 

83. 

-25 

-21 

89. 

t 

-9 

+  8 

-17 

+  25 

97 

r 

• 

+  29 

Obige  Tabelle  enthält  die  Hauptfactoren  für  die  Primzahlen  bis  100. 
er  Werth  —  1  bei  der  3  führt  ersichtlich  auf  das  bekannte  Kennzeichen 
irück.     Auch   ftir  die  11  lässt  sich  der  Znsammenhang  mit  der  Schal- 
mei erkennen.     Wichtig  sind  besonders  die  Stellen,  welche  +  1  znm 
^tor  haben.     So  kann  man  bei  7  nnd  13  die  drei,  bei  73  die  vier 
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ffem  ohne  Weiteres  von  der  nach  ihrer 
absieben,  bei  37  fthulich  die  drei  letzten 
iden. 


Preisaufgaben 

r  Fürstlich  Jablonowski'scben  Gesellscb 
(Hatbenutisob  -  caturwlBamuoliafUioh« 

1.  FQr  das  Jahr  1876. 

i  der  meisterhaften  Arbeiten  Leverrier 
IT  kann  die  Theorie  dieses  Planeten  ni 
isen    betrachtet   v erden.     Die   Gesellscb 

Untersuchang    der   di^   BeweguD 

stimmenden  Kräfte, 
icht  «nf  die  von  Laplace  (in  der  Meca» 
In  den  Aimales  de  rObgervaloire  nnd  den  i 
Sciences),  von  Hansen  (in  den  Berich 
d.  W.  vom  15,  April  1863)  und  von  Wi 
aber  die  Natnr  der  Cometen,  S.  333)  angec 
r  vollständigen  Berechnaug  der  Störnngei 
eobachtnngen  nnerlässlich ,  um  zu  zeigen, 
igkeit  sich  die  eingehenden  Constanlen  \ 
on  vun  Tafeln  zur  Ortsberechonng  behäl 
Gegenstand  einer  spätem  Preisbewerbui 

2.  Ffir  das  Jahr  1877. 

nach  Gncke  benannte  nnd  von  diesem 
nmes  von  1819 — 1848  eorgföltig  unten 
aer  Bewegung  Anomalieen  gezeigt,  welcl 
Hypothese  eines  widerstehenden  Mittele  g 
le  genauere  TJntersncbnng  der  Bahn  nur 
des  Zeitraumes  vorliegt.  Über  welchen  di 
1  erstrecken,  so  ist  eine  vollständigi 
Encke'schen  Cometen  nm  so  mehr  wü 
;ersnchteD  Bewegungen  anderer  periodiB< 
widerstehenden  Einfluss  verrathen  habt 
line  solche  vollständige  Nenbearbeitnng 
alb  die  Aufgabe: 


r 


• . 
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die  Bewegung  des  Encke^schen  Cometen  mit  Be- 
rücksichtigung aller  störenden  Kräfte,  welche  von 
Einfluss  sein  können,  vorläufig  wen  igstens  inner- 
halb des  seit  dem  Jahre  1848  verflossenen  Zeit- 
raums zu  untersnchen. 

Die  ergänzende  ^Bearbeitung  für  die  frühere  Zeit  behält  sich  die 
Gesellschaft  vor,  eventuell  zum  Gegenstand  einer  spätem  Preisbewerbung 
zu  machen.     Preis  700  Mark. 

3.  Für  das  Jahr  1878. 

Die  Entwickelung  des  reciproken  Werthes  der  Entfernung  r  zweier 
Punkte  spielt  in  astronomischen  und  physikalischen  Problemen  eine  her- 
vorragende  Rolle.  In  der  Theorie  der  Transformation  der  elliptischen 
Functionen  wird  die  zuerst  von  Cauchy  entdeckte  Gleichung  bewiesen 

-11+2/?        Vr;_^2-?         Vr^^^         \^)  ^e        \r)j^^\ 

r  *  ' 

=  1  +  2«;''*^'»''  +2^~''v«">'  +2^""^«/  -^leT""^'^)  +     ., 

in   welcher  mit  Rücksicht  auf  die  zu  erzielende  Genauigkeit  die  positive 
willkürliche  Constante  a  so  gross  gewählt  werden  kann ,  dass  die  Ezponen- 

tialgrösse  e     '^^'  vernachlässigt  werden  darf.     Alsdann  hat  man 

r 
eine  Reihenentwickelung  von  ungemein   rascher  Convergenz.      Es   steht 
zu  erwarten ,  dass  eine  auf  die  vorstehende  Formel  gegründete  Entwicke- 
lung der  Störungsfunction  in  dem  Problem  der  drei  Körper  sich  für  die 
numerische  Rechnung  als  vortheilhaft  erweisen  werde. 

Die  Gesellschaft  wünscht  eine  unter  dem  angedeuteten 
Gesichtspunkte  ausgeführte  Bearbeitung  des  Störungspro- 
blems zu  erhalten. 

Indem  sie  dem  Bearbeiter  die  Wahl  des  besondern  Falles  überlässt, 
in   welchem   die  numerische  Anwendbarkeit  des  Verfahrens  gezeigt  wer- 
den soll,  setzt  sie  voraus,  dass  das  gewählte  Beispiel  hinlänglichen  Um 
Dg  und   Wichtigkeit   besitze,    um   die  Tragweite   der  vorgeschlagenen 
^ethode  und  ihr  Verhältniss  zu  den  bisher  angewandten  hervortreten  zu 
neu.     Preis  700  Mark. 

4.  Ffir  das  Jahr  1879. 

Durch  die  in  den  Abhandlungen  der  königl.  sächs.  Gesellschaft  der 
iBsenschaften  von  W.  Hankel  veröffentlichten  Untersuchungen  ist 
abgewiesen    worden,    dass   die  Thermoelektricität   nicht  nur  auf  den 
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hemimorphen  Erystallen  auftritt,  sondern  eine  an  allen  Krystallen  ▼ab- 
zunehmende Eigenschaft  ist,  soweit  deren  krystallinische  Structur  und 
materielle  Beschaffenheit  überhaupt  ein  Entstehen  und  Anhäufen  der 
Elekiricität  bis  zu  einer  durch  unsere  Instrumente  nachweisbaren  Stärke 
gestatten.  Die  erwähnten  Abhandlungen  umfassen  ausser  den  hemimor- 
phen Krystallen  des  Boracites  und  Quarzes  die  symmetrisch  gebildeten 
Krystalle  des  Idokrases,  Apophyllits,  Kalkspathes,  Berylls,  Topases, 
Schwerspathes,  Aragonites,  Gypses,  Diopsids,  Orthoklases,  Albits  und 
Periklins,  und  lehren  nicht  nur  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  dei 
in  den  verschiedenen  Formen  vollkommen  ausgebildeten,  sondern  aneh 
auf  den  durch  Anwachsen  und  sonstige  Hindemisse  in  ihrer  Entwicke- 
lung  gehemmten  Individuen ,  sowie  auf  den  durch  Bruch  oder  Anschlagen 
der  Durchgänge  künstlich  erzeugten  Begrenzungsflächen  kennen.  Ss 
scheinen  nun  unter  allen  zwischen  der  Wärme  und  der  Elektricität  be- 
obachteten Beziehungen  die  thermoelektrischen  Erscheinungen  am  ge- 
eignetsten, eine  nähere  Kenntniss  des  Zusammenhanges  zwischen  den 
genannten  beiden  Agentien  zu  ermöglichen,  und  es  wird  daher  von  der 
Fürstlich  Jablonowski'schen  Gesellschaft  für  das  Jahr  1879  als  Preisaaf- 
gäbe  gestellt:  • 

Auf  streng  physikalischeVersuche  gestützterNach- 
weis  der  Entstehung  der  auf  Krystallen  bei  stei- 
gender und  sinkender  Temperatur  hervortretenden 
Elektricität  (Thermoelektricität,  Pyroelektricität ,  Kiystall- 
elektricität)  und  der  durch  Bildungshemmnisse  oder 
äussere  Verletzungen  derselben  in  der  normalen 
Vertheilung  entstehenden  Aenderungen. 
Preis  700  Mark.  

Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind ,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besondern  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  andern 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer 
Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  paginirt,  fer- 
ner mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  Couvert  be- 
gleitet sein ,  das  auf  der  Aussenseite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  inwen- 
dig den  Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Die  Zeit  der  Em- 
Sendung  endet  mit  dem  30.  November  des  angegebenen  Jahres 
und  die  Zusendung  ist  an  den  Secretär  der  Gesellschaft  (für  das  Jahr 
1876  Geh.  Hofrath  Prof.  Dr.  Hankel)  zu  richten.  Die  Kesultete  der 
Prüfung  der  eingegangenen  Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zmtung 
im  März  oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht. 

Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden  Eigenthum  der  Gesellschaft. 


XVI. 

Zur  Theorie  des  KrAmmungsmasses  von  Mannigfaltigkeiten 

höherer  Ordnung. 

Von 

Dr.  R.  Beez, 

Profeuor  an  der  Bealiohole  lu  Planen  i.  Y. 
(Forteetinng.) 


In  dem  vorhergehenden  Theile  dieser  Abhandlung^)  hatte  ich  auf 
Omnd  der  Gleichungen  18)  und  26)  die  Behauptung  aufgestellt,  dass 
das  Krümmungsmass  einer  Mannigfaltigkeit,  deren  Curvenelement  durch 

gegeben  ist,  im  Allgemeinen  nur  für  /t  =  2  eine  reine  Function  der  Co- 
efficienten  ang  und  deren  ersten  und  zweiten  Derivirten  sei,  woraus  sich 
dann  weiter  ergeben  hätte,  dass  eine  höhere  Mannigfaltigkeit  nur  mit 
Verlust  ihrer  ursprünglichen  Krümmung  deformirt  werden  könne. 

Geht  man  n&mlich  von  der  entgegengesetzten  Annahme  aus,  dass 
das  Krümmungsmass  K  aus  den  Coefücienten  anf  sich  berechnen  lässt, 
so  ergiebt  sich  sofort  aus  der  Gleichung  26)  auch  die  Darstellbarkeit  der 
Grösse  D^^  und  analog  sämmtlicher  Dit  aus  denselben  Coefficienten ,  so- 
bald  n  >  2  ist.  *Führt  man  weiter  die  so  gefundenen  Werthe  der  Du 
in  Gleichung  18)  ein,  so  ist  ersichtlich,  dass  nicht  blos  das  Krümmungs- 
mass der  Mannigfaltigkeit  oder  das  reciproke  Product  der  n  Hauptkrüm- 
mungshalbmesser, sondern  jeder  einzelne  Hanptkrümmungshalbmesser 
durch  die  Grössen  a,jt  bestimmt  wird.  Dasselbe  gilt  dann  auch  von 
den  Krümmungslinien  der  Mannigfaltigkeit  und  endlich  von  dem  Krüm- 
mungshalbmesser jedes  beliebigen  Normalschnittes.  Denn  multiplicirt 
man  die  Gleichungen  18)  der  Beihe  nach  mit  dp^^  dp^^.,,  dpn  und 
addirt,  so  erhält  man 


woraus 


1)  Diese  Zeitschrift  XX,  8. 428.  /^^       *>"  ^«^'       !1\ 
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1  ^       £DikdPidpi 
Q  B£aikdpidpk 

sich  ergiebt.  Da  die  n  Hanptkrümmungshalbmesser  dieser  Gleichang 
genttgen,  so  drückt  q  überhaupt  den  Krümmungshalbmesser  desjenigen 
Normalschnittes  aus,  welcher  durch  das  Element  Eaikdpidpk  hindurch- 
geht. Nun  muss  eine  Mannigfaltigkeit,  für  welche  in  jedem  Punkte  aus- 
ser der  Länge  des  Curvenelements  die  Krümmung  jedes  beliebigen  Nor 
malschnittes  gegeben  ist,  al»  eine  bestimmte  angesehen  werden.  Die 
Krümmung  irgend  eines  Normalschnittes  aber  kann,  wie  wir  soeben  ge- 
sehen haben,  aus  den  Coefficienten  an  des  Curvenelements  berechnet 
werden.  Es  ist  daher  klar,  dass  eine  Mannigfaltigkeit  von 
n  Dimensionen,  welche  in  einem  ebenen  Baume  von  n-|-l 
Dimensionen  enthalten  ist,  durch  den  Ausdruck  für  das  Cur- 
venelement  vollständig  bestimmt  wird,  sobald  n  die  Zahl  2 
übersteigt.  Nimmt  man  nun  ebenfalls  nach  Analogie  der  Linien  und 
Flächen  im  empirischen  Räume  an,  dass  eine  n- fache  Mannigfaltigkeit  in 
einem  ebenen  Räume  von  n-f-l  Dimensionen  sich  deformiren,  d.  h.  biegen 
lasse,  ohne  dass  Dehnung  oder  Zusammenziehung  der  einzelnen  Theile 
stattfindet,^)  so  kommt  man,  sobald  das  Gegentheil  meiner  Behauptung 
als  richtig  erwiesen  wird,  zu  folgenden  Sätzen: 

1.  Bei  der  Deformation  einer  Mannigfaltigkeit  von  mehr 
als  zwei  Dimensionen  bewahren  die  Krümmungslinien  ihren 
Charakter  als  Krümmungslinien. 

2.  Bei  der  Deformation  einer  Mannigfaltigkeit  von  mehr 
als  zwei  Dimensionen  bleibt  nicht  nur  das  Krümmungsmass 
in  jedem  einzelnen  Punkte,  sondern  auch  die  Krümmung 
sämmtlicher  Normalschnitte — mögen  sie  nun  Hauptschnitte 
sein  oder  nicht  —  unverändert. 

Beide  Sätze  stehen  in  vollem  Widerspruch  mit  den  entsprechenden 
Sätzen  der  Flächen,  d.  h.  also  derjenigen  Mannigfaltigkeiten,  die  noeb 
vollständig  unserer  Anschauung  zugänglich  sind,  ja  an  denen  wir  über- 
haupt erst  unsere  geometrischen  Vorstellungen  erlernt  haben. 


2)  Herr  B.  Lipschitz  hat  dieselbe  Gleichung  in  der  Form 

l^ft(<iy) 

^    gißy) 

aufgestellt  (Borchardt's  Journal  Bd.  81,  S.  233). 

3)  Diese  Annahme  ist  wohl  von  allen  Mathematikern,  die  sich  mit  höheren 
Mannigfaltigkeiten  beschäftigt  haben,  ohne  Bedenken  zugelassen  worden.  Auch 
Herr  R.  Lipschitz  ist  der  Ansicht  (Borchardt'ß  Journal  Bd.  81,  a  232),  daas 
eine  Transformation  des  Ausdruckes  ^5*  =  2?aa^«<  5a;jk  durch  EinfOhrung  eines 
neuen  Systems  von  n  independenten  Variabelen  der  Biegung  einer  Oberfläche  eni- 
spricht,  wobei  das  Quadrat  des  Linearelements  der  Oberfläche  nicht  geändert  wird. 
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Der  zweite  Satz  enthält  aber  auch  in  bester  Form  eine  contradiciio 
in  adjecio,  denn  er  spricht  von  einer  Deformation,  bei  welcher  Nichts 
deformirt  wird. 

Nun    hat  Herr  Lipschitz  neuerdings^)   den   vollständigen  Beweis 

geliefert,    dass    die    Kronecker 'sehe    Verallgemeinerung    des    Gauss - 

sehen  Krümmungsmasses  i 

Ar  = ' 

fSr  jedes  gerade  n  eine  reine  Function  der  Coefficienten  an  der  Form 
Sand Xidxk  und  ihrer  ersten  und  zweiten  Derivirten  sei,  für  jedes  un- 
gerade n  aber  durch  die  Quadratwurzel  aus  einer  reinen  Function  jener 
Coefficienten  dargestellt  werden  könne.  Die  nothwendigen  Consequen- 
sen  dieses  Theorems  sind  in  den  bereits  angeführten  Sätzen  1  und  2 
enthalten. 

Offenbar  ist  hiermit  die  Theorie  der  höhereu  Mannigfaltigkeiten  an 
einem  höchst  kritischen  Punkte  angelangt  und  die  Entscheidung  kann 
nicht  mehr  fem  liegen,  ob  eine  in  sich  widerspruchsfreie  Geometrie  von 
Räumen,  die  mehr  als  drei  Dimensionen  enthalten,  auf  der  Grundlage 
der  gewöhnlichen  Geometrie  möglich  ist  oder  nicht.  Einer  solchen  über 
unsere  Erfahrung  hinausgehenden  Geometrie  wollen  wir  der  Kürze  wegen 
im  Folgenden  den  Namen  „Metageometrie"  beilegen,  wodurch  sie  zu- 
gleich in  präciser  Weise  von  anderen  Mannigfaltigkeitstheorien,  die  nicht 
auf  durchgreifender  Analogie  mit  der  empirischen  Ausdehnungslehre  be- 
ruhen, unterschieden  werden  kann. 

Sollte  sich  auch  schliesslich  die  Unmöglichkeit  einer  Metageometrie 
herausstellen,  so  würden  zwar  die  auf  diesem  Gebiet  geführten  Unter- 
suchungen nur  ein  negatives  Resultat,  nämlich  den  Beweis  liefern,  dass 
ausser  dem  empirisch  gegebenen  Räume  kein  anderer  ihm  analog  gebil- 
deter von  mehr  als  drei  Dimensionen  denkbar  sei.  Dieses  eine  Resultat 
würde  jedoch  wegen  seiner  eminenten  erkenntniss  -  theoretischen  Bedeu- 
tung selbst  mit  dem  Opfer  der  ganzen  Metageometrie  nicht  zu  theuer 
erkauft  sein. 

Was  die  Widersprüche  in  den  oben  aufgestellten  Sätzen  1  und  2 
anlangt,  so  glaube  ich,  dass  dieselben  durch  eine  von  der  gewöhnlichen 
etwas  abweichende  Fassung  des  Hauptsatzes  der  Deformationstheorie, 
wenn  auch  nicht  vollständig  gehoben,  doch  wenigstens  insoweit  gemil- 
dert werden  können,  dass  das  Princip  der  Analogie  nicht  geradezu  ver- 
letzt wird.  Jener  Deformationssatz  lautet  in  der  gewöhnlichen  Weise: 
Wenn  die  Ausdrücke  für  die  Linearelemente  zweier  Mannigfaltigkeiten 


4)  Borchardt's  Journal  Bd.  81,  8.230.  Herr  R.  Lipschitz  hatte  bereits 
für  gerade  n  im  71.  Bande  desselben  Journals  diesen  Beweis  gegeben,  doch  ist 
mir  erst  durch  seine  neuere  Mittheilnng  diei  Identität  seiner  Formeln  mit  den  von 
mir  auf  directem  Wege  gefundenen  Ausdrücken  klar  geworden. 

26* 
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und 

ds*  =  2aiM^p\dpk 

vorgelegt  sind  nnd  es  möglich  ist,  durch  Einführung  eines  Systems  von 
n  unabhängigen  Functionen  der  n  unabhängigen  Variabelen  p\y  p'^i  "-f  • 
an  Stelle  der  Variabele  p^^  p, ,  .  •  *  Pn  den  ersten  Ausdruck  in  den  zwei- 
ten so  zu  transformiren ,  dass  er  mit  ihm  identisch  wird,  so  lässt  sich 
die  zweite  Mannigfaltigkeit  auf  der  erstem  abwickeln. 

Aus  den  im  Vorhergehenden  angestellten  Betrachtungen  scheint  mir 
nun  aber  hervorzugehen ,  dass  dieser  Satz  folgendermassen  fonnulirt  wer- 
den müsse:  Wenn  die  Linearelemente  zweier  Mannigfaltigkeiten  darch 
die  soeben  angegebene  Substitution  gleich'  gemacht  werden  können,  so 
lassen  sich  die  beiden  Mannigfaltigkeiten  zur  Coincidenz  bringen,  wozu 
bei  den  Mannigfaltigkeiten  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  eventuell 
eine  Deformation  erforderlich  ist. 

Wenn  nun  auch  die  in  den  obigen  Sätzen  1  und  2  enthaltenen 
Widersprüche  abgeschwächt  worden  sind,  so  kommt  man  doch  selbst  bei 
dem  besten  Willen,  die  Theorie  der  höheren  Mannigfaltigkeiten  aufrecht 
zu  erhalten,  in  Bezug  auf  Biegung  derselben  über  gewisse  erhebliche 
Zweifel  nicht  hinweg. 

Bei  dem  Ausdrucke  „Biegung"  denken  wir  zunächst  an  einen  vor- 
wiegend in  die  Länge,  oder  zugleich  in  Länge  und  Breite  ausgedehnten 
Körper,  dessen  Enden  einander  genähert  oder  von  einander  entfernt  wer- 
den sollen.  Hierbei  findet  die  Biegung  in  dem  Räume  selbst  statt,  von 
welchem  der  Körper  ein  begrenztes  Stück  ist.  Sie  wird  also  charakte- 
risirt  als  Biegung  einer  Mannigfaltigkeit  in  sich  selbst  nach  einer  der 
Mannigfaltigkeit  angehörenden  Dimension ,  wobei  natürlich  die  Verschieb- 
barkeit der  Mannigfaltigkeit  in  sich  selbst  ohne  Biegung  vorausgesetzt 
wird.  Eine  derartige  Biegung  ist,  wie  man  leicht  einsieht,  bei  Linien, 
Flächen  und  Körpern  des  gewöhnlichen  Raumes  stets  mit  Dehnung  oder 
Zusammenziehung  einzelner  Theile  verbunden.  Wir  können  daher  wohl 
den  allgemeinen  Satz  aufstellen:  Bei  jeder  Biegung  einer  Mannig* 
faltigkeit  in  sich  selbst  findet  Dehnung  und  Zusammen- 
ziehung statt. 

Anders  verhält  es  sich  bei  der  Deformation.  Eine  Linie  lässt  sich 
unter  allen  Umständen  auf  einer  andern  abwickeln ,  ohne  dass  sie  gedehnt 
wird;  dabei  ändert  sie  ihr  Krümmungsmass  und,  was  in  diesem  Falle 
hiermit  gleichbedeutend  ist,  ihren  Krümmungshalbmesser.  Eine  Fläche 
lässt  sich  ebenfalls  deformiren ,  wobei  das  Krümmungsmass  erhalten  bleibt, 
aber  die  Werthe  der  einzelnen  Krümmungshalbmesser  sich  ändern.  Die 
Deformationsfähigkeit  der  Linien  und  Flächen  leuchtet  uns  deshalb  auf 
der  Stelle  ein,  weil  sie  in  Bezug  auf  die  Dimension,  nach  welcher  sie 
gebogen  werden ,  unendlich  dttnn  sind«     Dies  ist  aber  auch  bei  den  höhe- 
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ren  Mannigfaltigkeiten  der  Fall«  Eine  Ranmgrösse  von  n  Dimensionen 
ist  in  Bezug  auf  einen  ebenen  Raum  von  ^i  +  l  Dimensionen,  in  welchem 
die  Biegung  vorgenommen  werden  soll,  von  unendlich  geringer  Dicke. 
So  würde  z.  B.  unser  gewöhnlicher  Raum  einem  Beobachter,  der  in  der 
vierten  Dimension  sehen  könnte ,  als  eine  Mannigfaltigkeit  von  verschwin- 
dender vierter  Dimension  erscheinen.  Derselbe  Beobachter  würde  infolge 
dessen  die  frappante  Wahrnehmung  machen,  dass  kein  Punkt  unseres 
Raumes  ihm  durch  einen  andern  verdeckt  wird,  dass  es  kein  Vorn  und.' 
Hinten  in  demselben  giebt,  sondern  alle  Theile  nebeneinander  gewissermas- 
8en  in  flächenhafter  Ausbreitung  zu  sehen  sind.  ^)  Er  würde  das  Innere  eines 
geschlossenen  Körpers  mit  einem  Blicke  durch-  oder  überschauen,  gerade 
8o,  wie  uns  das  Innere  einer  geschlossenen  ebenen  Figur  sich  vollstän- 
dig öffnet,  sobald  unser  Auge  aus  der  Ebene  dieser  Figur  in  die  dritte 
Dimension  versetzt  wird.  Vom  Standpunkte  der  Metageometrie  aus  sehe 
ich  daher  absolut  keinen  Grund,  warum  eine  n- fache  Mannigfaltigkeit, 
die  in  einem  ebenen  Räume  von  n-f-l  Dimensionen  enthalten  ist,  sich 
nicht  sollte  ohne  Dehnung  und  Zusammenziehung  biegen  lassen,  da  sie 
ja  in  Bezug  auf  diese  n+l^°  Dimension  unendlich  dünn  ist.  Und  doch 
würde  diese  Annahme  dem  Xi p seh it zischen  Satze  widersprechen. 

Denn,  wenn  eine  Mannigfaltigkeit  gebogen  wird,  so  müsste  doch 
mindestens  ein  Krümmungshalbmesser  seine  Grösse  ändern.  Die  Aen- 
demng  eines  einzigen  Krümmungshalbmessers  aber  würde  nicht  mög- 
lich sein  ohne  entsprechende  Aenderung  in  der  Länge  des  Curvenele- 
ments  selbst.  Bleibt  dieses  ungeändert,  so  müssen  auch  sämmtliche 
Krümmungshalbmesser  ihre  ursprünglichen  Werthe  beibehalten  Es 
scheint  mir  daher  ausser  Zweifel,  dass  man  nur  die  Alternative  hat,  ent- 
weder die  Metageometrie  ganz  aufzugeben,  oder  wenigstens  die  Defor- 
mationsfähigkeit  höherer  Mannigfaltigkeiten  in  Abrede  zu  stellen.  Man 
würde  also,  wenn  man  sich  für  das  Letztere  entschiede,  annehmen  müs- 
sen, dass  eine  Mannigfaltigkeit  von  einer  .höheren  als  der 
zweiten  Ordnung  nur  mit  gleichzeitiger  Dehnung  und  Zu- 
sammenziehung einzelner  Theile  gebogen  werden  könne. 

Eine  Prüfung  der  im  Vorigen  gefundenen  Resultate  wird  sich  am 
besten  an  den  Mannigfaltigkeiten  von  drei  Dimensionen,  unter  denen 
unser  Raum  die  einfachste  und  zugleich  die  einzige  uns  bekannte  Spe- 
cies  ist,  vornehmen  zu  lassen.  Wir  wollen  zu  diesem  Zwecke  die  bei 
Gleichung  51)  abgebrochene  Rechnung  gemäss  der  höchst  schätzenswer- 
then  Andeutung^)  des  Herrn  R.  Lipschitz  weiter  fortsetzen. 


6)  Diese  Analogie  scheint  mir  zu  wenig  zu  Gunsten  einer  vierten  Dimension 
%a  sprechen. 

6)  Borchardt's  Journal  Bd.  81,  S.  236. 
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Wenn  ii  =  3  ist,  so  g^ebt  diö  Formel  14)  das  KrümmnngsrnsM 


K=.' 


j/o« 


Al  ^1«  ^13 
^21  ^M  ^» 
^»1       «»      ^»S 


welches  sich  nach  51)  auch  in  der  Gestalt 

darstellen  lässt,  worin  A^^  A^^  A^  die  in  48)  angegebenen  Weithe  be- 
sitzen. Bezeichnen  wir  ferner  den  Coefficienten  von  D^^  in  der  Deter- 
minante ^        ^        ^ 

^11       Dxt       ^18 

D^     />„     D^ 

^81       ^8«       ^83 

mit  d,jt,  so  ist  nach  einem  bekannten  Determinantensatze 


and  da 
so  wird 


'11 


^1«       ^18 


'82 


28 


'82       *88 


^11       ^12       ^ 
^21       ^22 
^81       ^82       ^ 


18 


88 


'i*  ^^  ö  •  Aik » 


■ii 


^12  -^18 
^22  -^23 
-^88       -^88 


■22 


'83 


A\k^=Aki. 
Bezeichnet  man  ferner  die  Determinante 


-^11       ^12      -^18 


-^21      -^82 

-^81       -^82 


A 


88 


mit  A  und  den  Coefficienten  von  ÄHf  in  derselben  mit  u\k^  so  findet  sich 

Auf  entsprechende  Weise  wird  allgemein 

erhalten.     Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  18)  nehmen  die  Differen- 
tialgleichungen der  Krümmungslinien  folgende  Form  an: 

Cf+Ä)".+(=f+Ä)".+Cf+.^)''.=». 


y^- 


V" 
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•  ^  ^  y  ^   ^.^"V  ^  ^  ^  •*  ^  ^  ^  ^.^-^^'k«'  «^««"^^-^.^  ,^.rf»s.^'^,/"^^-^»v^'^%-^,^  ^    *    -  -< 


and  der  Ansdrack  für  den  Krümmungsbalbmesser  eines  Normalschnittes, 
der  durch  das  £lement  d^  gelegt,  wird 

.V  L  ==  —     ^^ikdpidpk 

Q  yiHaadpidpk 

Wendet    man    die    gefundenen   Ausdrücke  auf  das  Riemann'sche 
Linearelement 

an»  so  ergiebt  sieb,  da 

''11  —  ^t2  —  "^SS  —  i4  » 

Setzt  man  nun  a  :=  — ^ ,  so  kommt 

Femer  ergiebt  sieb  ans  den  Differentialgleichungen  der  Krümmungs- 
linien /i  \s 

(7+''«) =«. 

so    dass    also    die   drei  Hauptkrümmungsbalbmesser    ^|,   q^  und   q^   den 

Wertb 7=:  erhalten.     Derselbe  Werth  ergiebt  sich  auch  für  den  Krüm- 

j/a 

mungshalbmesser  jedes  beliebigen  Normalschnittes  aus  Gleichung  A).  In 
Betreff  des  Vorzeichens  ist  zu  bemerken,  dass  sämmtliche  Krümmungs- 
halbmesser entweder  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  sind,  da  bei  steti- 
ger Aenderung  in  der  Lage  des  Cnrven Clements  ein  plötzliches  Ueber- 
springen  des  Krümmungshalbmessers  von  einem  positiven  auf  einen  nega- 
tiven Werth,  ohne  dass  einmal  ~  =  0  wird,   unmöglich  ist.     Durch  das 

Q 
Riemann^sche  Curvenelement  für  n  =  3  wird  also  eine  Mannigfaltigkeit 

bestimmt,    deren    Normalschnitte    dieselbe   Krümmung   +-5-    oder    — - 

haben  und  deren  KrÜmmungsmass  demgemäss  entweder  +  »3  oder  —  -^ 

ist.  Je  nachdem  man  nämlich  die  Richtung  der  Normale  nach  Innen  als 
positiv  oder  negativ  annimmt,  sind  die  Krümmungshalbmesser  entweder 
sämmtlich  gleich  +/?  oder  gleich— /{  zu  setzen.  Die  Riemann'sche 
Formel  für  das  Cnrvenelement  charakterisirt  also  für  n>2 
lediglich  eine  kugelförmige  Mannigfaltigkeit.  Wenn  Rie- 
mann   dieselbe   als   den  Ausdruck   für  das  Linearelement  einer  Mannig- 
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faltigkeit  von  constanter  Krttmmniig  überhaupt  bezeichnet ,  so  beruht  dies 
auf  der  unhaltbaren  Voraussetzung,  dass  eine  Mannigfaltigkeit  yon  con- 
stanter Krümmung  in  eine  kugelförmige  Mannigfaltigkeit  ohne  Dehnung 
umgebogen  werden  könne. 

In  die  Kategorie  der  Mannigfaltigkeiten  dritter  Ordnung  fällt  nun 
auch  der  sogenannte  „Nicht  •  Euklidische  Raum*^  Bekanntlich  ist  die 
Nicht  -  Euklidische  Ebene  eine  Mannigfaltigkeit  von  zwei  Dimensionen 
mit  constantem  negativem  Krtimmungsmass,  sie  lässt  sich  mit  Biegung  in 
sich  selbst  verschieben  und  deshalb  lassen  sich  Figuren  in  derselben, 
ebenso  wie  in  der  Ebene  oder  auf  der  Kugel,  zur  Deckung  bringen. 

Wenn  der  Analogie  nach  der  Nicht-Euklidische  Raum 
als  eine  Mannigfaltigkeit  von  drei  Dimensionen  mit  nega- 
tivem constantem  Krümmungsmass  definirt  wird,  so  ergiebt 
sich  seine  Unmöglichkeit  einfach  daraus,  dass  eine  Mannig- 
faltigkeit ungerader  Ordnung  von  wesentlich  negativer 
Krümmung  überhaupt  nicht  denkbar  ist.  Denn  sobald  man  die 
Vorzeichen  der  Hauptkrümmungshalbmesser  sümmtlich  umkehrt,  erhfilt 
man  den  entgegengesetzten  positiven  Werth.  Eingehendere  Betrachtungen 
über  die  Nicht  -  Euklidische  Geometrie  werden  weiter  unten  an  geeigneter 
Stelle  ihren  Platz  finden.. 


Zu  den  oben  aufgestellten  vier  Verallgemeinerungen  des  Gauss- 
schen  Krümmungsmasses  tritt  endlich  noch  die  Rie mann' sehe,  die  wir 
bis  jetzt  absichtlich  nicht  berührt  haben,  da  sie  wenigstens  nicht  unmit- 
telbar auf  der  Gleichung  30)  beruht.  Bevor  ich  jedoch  näher  auf  die- 
selbe eingehe,  sei  es  mir  gestattet,  einige  allgemeine  Bemerkangen  in 
Bezug  auf  die  epochemachende  Riemann'sche  Schrift  „lieber  die  Hypo- 
thesen, welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen^S  vorauszuschicken. 

Als  ich  im  Jahre  1868  zun  Zwecke  des  elementaren  geometrischen 
Unterrichts  an  der  hiesigen  Realschule  es  unternahm,  einen  Leitfaden 
der  Geometrie  auf  wissenschaftlicher  Basis  zu  entwerfen,^)  hatte  ich  bereitsi . 
ohne  die  Riemann*sche  Schrift  zu  kennen,  welche  mir  erst,  nachdem  der 
der  Druck  meines  Buches  fast  vollendet  war,  zu  Gesichte  kam,  die  Analogie 
des  gewöhnlichen  Raumes  mit  der  Ebene  und  der  geraden  Linie  wahrgenom- 
men und  den  genannten  drei  Mannigfaltigkeiten  die  Eigenschaft  der  Gleich- 
artigkeit beigelegt.  Dieser  Ausdruck  war  jedoch  insofern  nicht  glücklich  ge- 
wählt, als  in  ihm  jene  merkwürdige  und,  wie  ich  glaubte,  bisher  noch  nicht 
beachtete  Eigenthümlichkeit  des  gewöhnlichen  Raumes,  dass  er  unter  den 
Mannigfaltigkeiten  oder  Raumgrössen  von  drei  Dimensionen  genau  die- 
selbe Stellang  einnimmt,  wie  die  Ebene  unter  den  Flächen  und  die  Ge- 
rade unter  den  Linien,  nicht  sofort  deutlich  hervortrat.  Man  charaktc- 
risirt  diese  Eigenthümlichkeit  mit  Riemann  ganz  trefiPend  durch  den  Ans- 


7)  B.  Beez,  Elemente  der  Geometrie.    Plauen,  im  März  1869. 
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. <>•  rf»^>*%»^»»-'>^  ^ *  j" ^^  ^^^y^y>^ , 


dmck  „Ebenheit'^  doch  würde  es  wobl  conseqaenter  sein,  sie  durch  das 
Prädicat  „Geradheit*^  zu  bezeichneu,  da  dann  auch  die  Ebene  als  „ge- 
rade Fläche^^  unter  den  allgemeinen  Begriff  einer  geraden  Mannigfaltig- 
keit sich  subsummiren  Hesse.  Der  Beweis,  dass  unser  Raum  eben  ist, 
würde  sofort  zu  führen  sein,  wenn  die  Unmöglichkeit  eines  Raumes  von 
▼ier  Dimensionen  deutlich  sich  erkennen  Hesse.  Wäre  aber  ein  Raum 
▼on  vier  Dimensionen  denkbar  und  darüber  hinaus  kein  höherer  Raum 
▼on  mehr  als  vier  Dimensionen,  so  würde  die  f^benheit  des  empirischen 
Raumes  sich  ergeben ,  wenn  ausser  freier  Beweglichkeit  der  Körper  auch 
die  Unendlichkeit  unseres  Raumes  constatirt  wäre.  Oäbe  es  aber  noch 
einen  Raum  von  fünf  Dimensionen  und  keinen  darliber,  so  müsste  man 
ausserdem  noch  beweisen,  datfs  unser  Raum  bei  einer  Drehung  um  vier 
feste  Punkte  immer  mit  sich  selbst  zusammenfiele.  Denn  wäre  dieses 
nicht  der  Fall,  so  könnte  er  auch  das  Analogen  der  cyHndrischen  Spi- 
rale sein  u.  s.  w. 

Was  die  wissenschaftliche  Bedeutuog  der  Riemann'schen  Schrift 
anlangt,  so  kann  es  jedenfalls  nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden, 
dass  durch  sie  zwei  neue  fruchtbare  Begriffe  in  die  Mathematik  eingeführt 
worden  sind ,  nämlich  erstens  der  Begriff  einer  Mannigfaltigkeit  oder  mehr- 
fach ausgedehnten  Grösse  überhaupt  und  zweitens  der  schon  erwähnte 
Begriff  einer  ebenen  oder  geraden  Mannigfaltigkeit.  Hierdurch  ist  der 
Weg  zu  einer  Metageometrie  erst  gebahnt  worden.     . 

Wenn  ich  nun  auch  den  hohen  Werth  der  Riemann* sehen  Schrift 
als  Grundlage  für  die  Theorie  der  höheren  Mannigfaltigkeiten  vollstän- 
dig anerkenne,  so  vermag  ich  doch  nicht  allenthalben,  mich  den  Voraus- 
setsungen  Riemann^s  anzuschliessen.  Eine  derselben,  nämlich  die 
Annahme,  dass  es  möglich  sei,  constant  gekrümmte  Mannigfaltigkeiten 
höherer  Ordnungen  in  sich  selbst  ohne  Dehnung  zu  verschieben,  ist 
schon  oben  als  unhaltbar  nachgewiesen  worden.  Ferner  ist  darauf  auf- 
merksam zu  machen,  dass  das  Gauss' sehe  Krümmungsmass  nur  für  tor- 
sionslose Flächen,  d.  h.  für  Flächen  in  einem  ebenen  Räume  von  drei 
Dimensionen,  nicht  aber  für  gewundene  Flächen,  d.  h.  für  solche  Flä- 
chen ,  welche  einen  ebenen  Raum  von  mehr  als  drei  Dimensionen  durch- 
ziehen,  giltig  ist.  Von  der  letztem  Art  dürften  aber  wohl  im  Allgemei- 
nen die  RIeman naschen  Flächen  sein,  aus  denen  das  Krümmungsmass 
der  Mannigfaltigkeit  bestimmt  werden  soll. 

Endlich  erscheint  mir  die  Annahme,  dass  das.  Curvenelement  einer 
Mannigfaltigkeit  anders  als  durch  die  Quadratwurzel  aus  einem  homo- 
genen Differentialausdruck  zweiten  Grades  dargestellt  werden  könne, 
ilicht  vereinbar  mit  denv  Wesen  der  gewöhnlichen  Geometrie  und  einer 
auf  sie  gegründeten  Metageometrie  zu  sein.  Die  gebräuchHche  Darstel- 
luog  des  Curvenelements  einer  Fläche  und  allgemein  einer  höhern  Man- 
nigfaltigkeit  beruht  doch  in  letzter  Instanz  auf  dem   Satze,    dass  das 
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Quadrat  einer  begrenzten  Geraden  in  einer  Ebene  gleich  der  Samme  der 
Qnadrate  ihrer  Projectionen  anf  zwei  rechtwinklige  Axen  ist.  Dieser 
Satz  —  der  Fnndamentalsatz  der  algebraischen  Qeometrie  —  hat  sein 
Gegenstück  in  dem  Satze  der  Mechanik,  dass  das  Quadrat  einer  Kraft 
durch  die  Summe  der  Quadrate  ihrer  rechtwinkligen  Componenten  sich 
ersetzen  lässt.  Eine  derartige  Uebereinstimmung  in  den  metrischen  Be- 
lationen  der  gewöhnlichen  Geometrie  und  der  Mechanik  weist  offenbar 
auf  einen  tiefen  Innern  Zusammenhang  zwischen  der  Natur  des  empiri- 
schen Raumes  und  der  Beschaffenheit  der  in  ihm  wirkenden  Kräfte  hin. 
Infolge  dieser  Uebereinstimmung  sind  Geometrie  und  Physik  als  solida- 
risch miteinander  verbunden  zu  betrachten  und  jede  Aenderung  in  un- 
seren Voraussetzungen  über  den  Raum,  in  welchem  Kräfte  wirken  sollen, 
macht  sofort  auch  eine  entsprechende  Aenderung  der  Principien  der 
Mechanik  nöthig.  Giebt  man  daher  in  der  Geometrie  den  Pythagoräiscben 
Satz  oder  dessen  Erweiterung  auf  —  was  der  Fall  ist,  wenn  man  das 
Cnrvenelement  in  einer  ^andern,  als  der  gewöhnlichen  Form  darzustel- 
len unternimmt  — ,  so  muss  man  consequenterweise  in  der  auf  diese 
Geometrie  zu  gründenden  Mechanik  den  Satz  vom  Parallelogramm  der 
Kräfte  über  Bord  werfen.  Es  wird  also  durch  die  Annahme,  dass  man 
das  Linienelement  einer  Mannigfaltigkeit  durch  die  p^^  Warzel  aus  einem 
homogenen  Differentialausdrucke  p^^^^  (irades  darstellen  könne,  die  gewöhn- 
liche Geometrie  und  Mechanik  vollständig  negirt  und  deshalb  kann  diese 
Erweiterung  der  Form  des  Linienelements  einer  Mannigfaltigkeit  in  un- 
serer Metageometrie  keinen  Platz  finden,  wobei  ich  jedoch  nicht  in  Abrede 
stellen  will,  dass  sie  in  einer  andern  Mannigfaltigkeitstheorie  möglich  sei. 

Dass  vom  rein  analytischen  Standpunkte  aus  gegen  eine  solche  Ver- 
allgemeinerung Nichts  einzuwenden  sei,  ebenso  wenig  wie  gegen  die 
Ausdehnung  der  für  den  gewöhnlichen  Raum  geltenden  mechanischen 
Begriffe  auf  Räume  von  anderer  Beschaffenheit,^)  versteht  sich  von  selbst. 
Nur  darf  man  nicht  glauben ,  dass  eine  blosse  Applicirung  dieser  mecha- 
nischen Principien  auf  anders  geartete  Räume  auch  schon  eine  Dynamik 
in  diesen  Räumen  —  also  eine  Art  „Metadynamik"  —  darstellte.  Es 
ist  vielmehr  ausser  allem  Zweifel,  dass  eine  Aenderung  in  den  räum- 
lichen Voraussetzungen  auch  eine  adäquate  Aenderung  in  den  mechani- 
schen Grundbegriffen  bedingen  müsse,  wenn  man  die  Analogie  mit  der 
gewöhnlichen  Geometrie  und  Mechanik  aufrecht  erhalten  will. 

Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  wollen  wir  zunächst  ver- 
suchen, den  Gedankengang  Riemann^s  zu  reproduciren ,  wobei  uns  die 

8)  S.  Lrpachitz,  UntersuchuDg  eines  Problems  der  Variationsrechnung,  in 
welchem  das  Problem  der  Mechanik  enthalten  ist,  Borchardt's  Journal  Bd.  74; 
femer  die  Abhandlungen  Schering'»:  Hamilton -Jacobi*sche  Theorie  für  Kräfte, 
deren  Maass  von  der  Beweg^g  der  Körper  abhängt,  Göttingen  1873,  und:  Ver- 
allgemeinerung der  PoiB8on-Jacobi*8chen  Störungsformeln,  GOttingen  1874 
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-<»rf»»*'.«^y^^^  x^<<'^x.^^^.<*^.»>^v.*v^»'. 


bereits  mehrfach  erwähnte  Abhandlung^)  von  Beltrami  wesentliche  Dienste 
leisten  wird.  Wenn. wir  hierbei  vielleicht  etwas  ausführlicher  zu  Werke 
gehen,  als  unbedingt  nöthig  erscheint,  so  leitet  uns  nur  die  Absicht >  zum 
Verstand niss  der  R  i  e  m  a  n  n  *  sehen  Schrift  nach  Kräften  beizutragen  und  über 
unsere  Auffassung  derselben  nirgends  einen  Zweifel  entstehen  zu  lassen. 
Riemann's  Entwickelungen  stützen  sich  auf  die  Verallgemeinerung 
der  bekannten  Gauss* sehen  Formel 

52)  ds^  =  dQ^  +  m^dd», 

worin  d$  das  Linienelement  der  Fläche,  g  die  von  einem  beliebig  ge- 
wählten Punkte  der  Fläche  nach  einem  der  Endpunkte  von  ds  gezogene 
kürzeste  oder  geodätische  Linie  und  ^  den  Winkel  bedeutet,  den  dieselbe 
im  Punkte  ^=0  mit  einer  fest  angenommenen,  ebenfalls  geodätischen  Linie 
bildet.  In  diesem  Falle  ist,  wie  sich  ans  Gleichung  30)  leicht  ergiebt, 
wenn  £=1,  /^=0,  G  =  m^  gesetzt  wird,  das  Krümmungsmass 

1  a«m 

m  cgr 
Ist  die  Fläche  abwickelbar  oder  eben,  so  hat  man 

52*)  a*»  =  a^«+^«ad*, 

die  bekannte  Formel  für  das  Linienelement  der  Ebene  in  Polarcoordi- 
naten.  Für  die  Kugel,  deren  geodätische  Linien  q  sämmtlich  grösste 
Kreise  sind,  erhält  man,  wenn  man 

xi=i  Rsin  ^  cos^^ 
H 

ys=:Rsin^  sin  6", 
jR 

z  =  R  cos  ^ 
setzt,  wodurch  der  Gleichung 
genügt  wird:  .*  +  y^^^^=I^^ 

52 •*)  as*  =  a ^«  +  (ä  cos  -|)  d d». 

Es  mögen   nun  neue  Coordinaten  eingeführt  werden,   welche  durch 
die  Gleichnngeu 

g  sind^ 
oder  durch  das  Gleichungssystem 

definirt  sind.     Aus  53 '^)  findet  man 


B  fjrieiconnsen^ 

53)  x.  =  poo,«, 

f        X^' 


9)  Teoria  fondamenUik  degli  gpassii  di  curvatura  coskmtey  Afmali  di  maie- 
«Milica  Serie  II,  Tom  IL 
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woraus  in  Verbindung  mit  Gleichung  52),    welche  man   auch  schreiben 
kann 

54)  ds^=-dQ^  +  m«  (öAi«+  a  V)> 

die  Gleichung 

entsteht.     Durch  Differentiation  der  Gleichungen 

9  9 

findet  man  aber 


,,^,+  ,j^,^9l^fl±Wtz^^ 


_  (a:,»+ V)  (3  V  +  gg»*)  —  (g|  ga^t  +  je,  gj^)« 
^  (x^  dx^  —  x^d x^y 

~         7         ' 

welche,  in  die  vorige  Gleichung  substituirt,  für  das  Curvenelement  die 
wichtige  Formel  liefert: 

55)        a*» = a  V + a  V  +  ^^^^  (^L^fi^iilfiy. 

4(m2  — o^) 
Wenn  der  Factor  .         verschwindet,  so  erhält  man  das  Linear- 

9 

element  einer  Ebene,  d.  h.  einer  Fläche  von  verschwindender  Krümmung; 

offenbar  steht  also  dieser  Coefficient  zum  Krtimmungsmass  in  naher  Be- 
ziehung. Untersuchen  wir  zuvörderst,  welchen  Werth  derselbe  für  die 
Kugelfläche  annimmt.     In  diesem  Falle  ist 

m^=Rsin  ^ 
und  es  nähert  sich  der  Ausdruck 


-p*)  <«*-*|-^*) 


4(m«— p»)      

für  ^  =  0  dem  Grenzwerth 

-4  - 

Mnltiplicirt  man  denselben  mit  —  |^,  so  erhält  man  das  Krttmmangamaw 
der  Kugelfiäche  ö«-     BeilSnfig  mag  aacb  noch  bemerkt  werden ,  dass  det 

in  welchem  x^  und  x^  fUr  ein  verschwindendes  q  ebenfalls  zur  Null  ab- 
nehmen, das  Quadrat  des  unendlich  kleinen  Dreiecks  darstellt,  welches 
durch  die  Punkte 
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(0,0),     (aJi^iCg),     {dx^.dx^) 
gebildet  wird. 

Es   entsteht  nun  die  Frage,  ob   allgemein,  wenn  m  eine  be- 
liebige Function  von  g  und  6  darstellt,  die  Gleichung 

56)  X ilim*^^^ 

giltig  bleibt,  worin  E  das  Krtimmungsmass  der  Fläche  im 
Punkte  ^==0  bedeutet.  Beltrami^^)  beweist  dies  folgendermassen. 
Unter  der  Voraussetzung  der  Stetigkeit  und  Endlichkeit  des  Krümmungs- 
masses  in  der  Nähe  des  Punktes  ^  =  0  folgt  aus  der  Gauss'schen 
Formel 

daas  m  von  der  Form 

57)  m^Q  +  bQ^ 

sein  müsse,  wo  b  eine  von  q  und  ^  abhängige  Function  ist,  die  mit 
ihren  Derivirten  nach  q  endlich  und  stetig  bleibt.  Dann  hat  man  im 
Punkte  ^  =  0 

Kiin  ist  mit  Bücksicht  auf  57) 

— 26o  =  -^,     ^  =  0, 

«Iso 

Q 
Einen  directen  Beweis  der  Richtigkeit  dieser  Formel  findet  man,  wenn 
man  mit  Hilfe  der  Gleichung  30)  unter  Zugrundelegung  der  Gleichung 
50)  das  Krtimmungsmass  der  Fläche  bestimmt  und  berücksichtigt,  dass 
für  ^  =  0  auch  x^  und  oc^  verschwinden.  Denn  schreibt  man  55)  in  der 
Form 

Bo  ist  klar,  dass  in  der  Nähe  eines  gewöhnlichen,   d.  h.  nicht  mit  einer 

Sin^larität  behafteten  Punktes  q^O  auf  der  Fläche  der  Quotient ^ 

eine  endliche  und  stetige  Grösse  darstellen  wird,  deren  Ableitungen  nach 
diVx  ^^^  ^^8  nicht  unendlich  werden.  Vertauscht  man  nun  in  Gleichung 
30)  p  mit  (B^,  g  mit  rr,,  setzt 


10)  Tearia  fimdamentäk  etc.  oder  Math.  Ann.  Bd.  2,  8.6. 
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F= -j— «,«,, 


and  subfititairt  die  Ableitungen  dieser  Orössen  nach  x^  nnd  x^  in  die 
Gleichnng  30),  so  redncirt  sich  dieselbe  schliesslich,  wenn  (Cj  =  0, 
a?2<=0  gesetzt  werden,  auf  den  einfachen  Aosdmck 

K  lim  — 5  =  —  3  lim -r^ »     P  =  0. 

Der  Quotient  -|   hat  aber  für  ^  =  0  zur  Grenze  die  Einheit.     Denn  das 

Linienelement  der  krummen  Fläche  fallt  für  (»=30  offenbar 
zusammen  mit  dem  Linienelement 

der  im  Punkte  (>s=0  berührenden  Ebene.  Man  erhält  daher  auch 
auf  diesem  Wege  für  das  Krümmnngsmass  einer  Fläche  den  Ausdruck  56). 
Bevor  wir  die  erhaltenen  Resultate,  die  in  der  Hauptsache  schon 
Beltrami  gefunden  hat,  auf  Gebiete  von  mehr  als  zwei  Dimensionen 
ausdehnen,  wollen  wir  ebenfalls  nach  Anleitung  dieses  scharfsinnigen 
Interpreten  Lobatschefsky^s  und  Riemann's  diejenige  Formel  f&r 
das  Linienelement  einer  Fläche  von  constanter  Krümmung  ableiten,  aus 
welcher  die  allgemeine  Formel  Riemann^s  für  das  Linienelement  einer 
constant  gekrümmten  Mannigfaltigkeit  höherer  Ordnung  hervorgegangen  ist. 
Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  zunächst  daran,  dass  die  Formel  52**) 

ds^-=^dQ^+(nsin^  dd^ 

nicht  blos  für  die  Kugelfläche  vom  Halbmesser  /{,  sondern  überhaupt  ffir 

jede  Fläche,  deren  K/ümmung  constant  und  gleich  ^^  '^^^  (Geltung  hat. 

Denn  aus  dem  Satze  von  der  Erhaltung  der  Krümmung  einer  Fläche  bei 
der  Deformation   geht  hervor,   dass,   wenn  die  Krümmung  constant  und 

gleich  c  ist,  die  Fläche  stets  auf  einer  Kugel  vom  Halbmesser  Jf  -^  auf- 

gewickelt  werden  kann  und  dass  man  daher  dem  Linienalement  einer 
solchen  Fläche  stets  die  obige  Form  52**)  geben  kann,  die  zunächst 
nur  für  die  Kugel  abgeleitet  worden  war.  Führt  man  in  das  mit  ihr 
identische  System 

eine  neue  Art  Coordinaten  ein,  welche  durch  die  Gleichungen 
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jjj^.^^<^-v*^  w-,r  •j'^nä  vy>^>ir^^^^>"^^\y».'*»x<~»%"'»-^--'".'.^>"-^-'>>'>^N.''-' 


definirt  Bind,  so  wird 

dx^^ ^ — k^dQ  +  IRlan^dl^ 

2ä 

oder 

öa?!  ^05*^  =  Aj  ^^  4-  Äst« -5  dly^ 
Z  H  Jti 

und  ebenso 

dx^  cos^  Y]^  —  h^9  +  ^^^ ^  ^^» 

woraus  sich  durch  Qaadrirung  und  Addition,  da 

AiaAi  +  Aj^Aj«© 
ist,  ergiebt 

Wegen  57)  ist  aber 


V  +  V  =  4Ä«/an«^ 


s   Q 


-4Ä«, 


2/{ 


folglich 


also 


2   Q  4Ä» 


2ä      4Ä^  +  a:i2  +  ar 


a» 


2 


ds  = ^-—^-/sx'  +  dx^', 


oder  wenn  man 


setzt, 


59)  ds:= = ^a.ri*+av- 

Dies  ist  die  Rie  mann 'sehe  Formel  fUr  11  =  2.     Schreibt  man  sie  in  der 
Gestalt 

(1+4  K* + V)}         (1 + J  («,* + V)) 

und  berechnet  die  Krümmung  nach  Gleichung.  30) ,  indem  man 
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E=:G^-. = r=,     F=0 


(l  +  f  K'  +  V))'' 


setzt,  oder  ans  einer  der  beiden  Gleichungen  35)  und  39),  indem  man 
n  den  Werth  2  giebt,  so  erhält  man  für  die  Krümmung  der  Fläche  den 
Constanten  Werth  » 

Die  bis  jetzt  für  Flächen  aufgestellten  Formeln  wollen  wir  weiter 
in  der  Art  verallgemeinern,  dass  wir  zu  den  Rie  man  naschen  Ans- 
drücken  gelangen.     Offenbar  ist  die  Formel,  von  der  wir  ausgingen: 

wenn  sie  in  der  Gestalt 
^  mit  der  Bedingung 

geschrieben  wird,  ein  specieller  Fall  der  allgemeineren  Gleichung 

60)  aÄ«  =  a^»  +  m«(aAi«+^V+--  +  ^^*). 

Aj    'T"  Aj    T"  •  •  •  "F  ^»1    =  1  • 

Führt  man  neue  Goordinaten 

61)  Xk^Qh^ 

Ar  SS  1 ,  2.  ...  n 
ein,  die  also  der  Bedingung 

62)  V  +  V+--  +  a:«*=^' 
genügen,  so  ergiebt  sich  leicht 

folglich,  wenn  man  dq^  aus  60)  eliminirt: 

»5«  =  Zaa:it«  +  {m«-^2)  SdXk\ 

Da 

Q  dxk  —  Xk  dg 


ist,  so  folgt 

j;^j^^2^^x^^^^Xk^-{£xMdxk)* 

E (Xid Xk  ^ Xk  d Xif 

?         ' 

t,  Äa=  1,  2...n. 
Daher  wird 

63)  a,«  =  ia*»«+  ^kfn'-Q*)  ^^jdxj^-^^* 

Da  im  Punkte  ^  =  0   die  x  sämmtlich  aufeinander  senkrecht  sin^t 
so  stellt 

^Xi a icjt  —  x^  d XiY 


,  fxjdxk'-Xkdxi^ 
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fUr  verschwindende  x    das   Quadrat  der  Fläche  des  unendlich  kleineu 
Dreiecks,  welches  durch  die  Punkte 

(0,0,...  0),     {d(ti,dx^,...dx„),     (a?i,a?2»    --«n) 
bestimmt  ist,   dar.     Seine  Projection   auf  die   durch  die  Linienelemente 
XT;  und  Xk  gelegte  Ebene  hnt  den  Ausdruck 

Xf  d  Xy  —  Xif  d  X{ 

2 

Antiog  dem  Frflhern  würde  nnn  aach  der  Grenzwerth 

in  nächster  Beziehung  zum  KrÜmmungsmass  stehen  mUssen ,  da  das  Ver- 
schwinden  von  -t^-  den  Ausdruck  63)  auf 

r 

reducirt,  welches  das  Quadrat  des  Linienelements  einer  ebenen  »-fachen 
Mannigfaltigkeit  darstellt. 

Bevor  wir  jedoch  unsere  Untersuchung  weiter  fortsetzen ,  wollen  wir 

uns  überzeugen ,  ob  die  vorstehende  Entwickelung  auch  wirklich  mit  den 

Angaben  Riemann's  im  Einklang  sich  befindet,  und  zugleich  diejenigen 

Partien  seiner  Schrift  zusammenstellen,  welche  auf  das  KrÜmmungsmass 

einer  ;?-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  Bezug  haben. 

Auf  S.  9  und  10  heisst  est 

,,und  setze  .  . .  solche  Grössen  o?, ,  a?^,  ...  2;„,  dass  die  Quadratsumme 

S3  s^  ist.     (S.  61.  62,  wo  Q  mit  s  zu  vertauschen  ist.)    Führt  man  diese 

Grössen  ein ,  so  wird  für  unendlich  kleine  Werthe  von  x  das  Quadrat 

des  Linienelements  ^=^Zdx^  [63)],  das  Glied  der  nächsten  Ordnung  in 

demselben   aber  gleich   einem  homogenen   Ausdrucke  zweiten   Grades 

der  s —  Grössen  (a'i  ox^  —  x^ ox{)^  (af^  dx^  —  x^  dx{^  . . .,  also  eine 

unendlich  kleine  Grösse  von  der  vierten  Dimension,  so  dass  man  eine 

endliche  Grösse  \— — ^        1  erhält,  wenn  man  sie  durch  das  Quadrat 

des  unendlich  kleinen  Dreiecks  dividirt,  in  dessen  Eckpunkten  die 
Werthe  der  Veränderlichen  sind  (0,  0,  0  . . . ) ,  (ar^,  ar^ ,  Xj  . . . ) ,  (5 äTj ,  ^ a-^ , 
^a*3...).  Diese  Grösse  behält  denselben  Werth,  so  lange  die  Grössen  x 
und  dx  in  denselben  binären  Linearformen  (a;,-und  X\^  enthalten  sind,  oder 
80  lange  die  beiden  kürzesten  Linien  von  den  Werthen  0  bis  zu  den  Wer- 
then  X  und  von  den  Werthen  0  bis  zu  den  Werthen  ^a?  in  demselben  Flä- 
chenelemeute  bleiben,  und  hängt  also  nur  von  Ort  und  Richtung  derselben 
ab.  Sie  wird  offenbar  =  0,  wenn  die  dargestellte  Mannigfaltigkeit  eben,  d.  h. 
das  Quadrat  des  Linien elements  auf  ^^^^  reducirbar  ist  und  kann  daher  als 
das  Mass  der  in  diesem  Punkte  in  dieser  Flächenrichtung  stattfindenden 

Sdtoohflfl  f.  H«ih«m«tik  n.  Physik,  XXI,  6.  S7 
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Abweichnng  der  Mannigfaltigkeit  von  der  Ebenheit  angesehen  werden. 
Multiplicirt  mit  —  |  wird  sie  der  Grösse  gleich,  welche  Herr  Geh.  Hof- 
rath  Gauss  das  Krümmungsmass  einer  Fläche  genannt  bat  Znr  Be- 
stimmung der  Massverhältnisse  einer  f/-fach  ausgedehnten  in  der  vor- 

ausgesetzten  Form  darstellbaren  Mannigfaltigkeit  wurden  vorhin  ^ — 
Functionen  des  Ortes  nöthig  gefunden ;  wenn  also  das  Krtimmungsmass 
in  jedem  Punkte  in ^ —  Flächenrichtungen  gegeben  ist,  so  wer- 
den daraus  die  Massverhältnisse  der  Mannigfaltigkeit  sich  bestimmen 
lassen,  wofern  nur  zwischen  diesen  Werthen  keine  identischen  Rela- 
tionen stattfinden,  was  in  der  That,  allgemein  zu  reden,  nicht  der 
Fall  ist." 

Fem  er  auf  S.  12: 

„Um  dem  Krtimmungsmass  einer  /i-fach  ausgedehnten  Mannigfal- 
tigkeit in  einem  gegebenen  Punkte  und  einer  gegebenen  durch  ihn 
gelegten  Flächenrichtung  eine  greifbare  Bedeutung  zu  geben,  muss 
man  davon  ausgehen,  dass  eine  von  einem  Punkte  ausgehende  kür- 
zeste Linie  völlig  bestimmt  ist,  wenn  ihre  Anfangsrichtnng  gegeben 
ist.  Hiemach  wird  man  eine  bestimmte  Fläche  erhalten,  wenn  man 
sämmtliche  von  dem  gegebenen  Punkte  ausgehenden  und  in  dem  ge- 
gebenen Flächenelement  liegenden  Anfangsrichtungen  zu  kürzesten 
Linien  verlängert,  und  diese  Fläche  hat  in  dem  gegebenen  Punkte 
ein  bestimmtes  Krtimmungsmass ,  welches  zugleich  das  Krtimmungsmass 
der  n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  in  dem  gegebenen  Punkte 
und  der  gegebenen  Flächenrichtung  ist.** 

Aus  den  angezogenen  Stellen  geht  deutlich  hervor,  dass  Riemanu 
nicht  sowohl  einen  bestimmten  Ausdruck  für  das  Krtimmungsmass  einer 
n- fachen  Mannigfaltigkeit  aufzustellen  beabsichtigt,  als  vielmehr  die  Mei- 
nung   ausspricht,    dass    man    die   Massverhältnisse   derselben    bestimmen 

könne,  wenn   das  Krtimmungsmass  in  jedem  Punkte  nach  x — ^^  FlÄ- 

chenrichtungen  gegeben  ist. 

Wir  wollen  zunächst  untersuchen,  ob  es  im  Allgemeinen  möglich 
ist,  aus  der  Formel  63)  die  Krtimmung  einer  Fläche  zu  bestimmen,  welche 
die  beiden  Linearelemente  o*,-  und  x^  enthält.  Wir  setzen  zu  diesem 
Zwecke  in  63)  sämmtliche  x  bis  auf  die  genannten  j,-  und  x^  gleich  Noll 
und  erhalten 

63*)   8.» = ax.« + a.,« + {^^^X, (^^aifi-nlny^ 

worin 
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Die  Formel  63*)  bat  dann  ganz  die  Form  der  Gleichung  55),  so  dass 
man  versncht  ist,  zn  glauben,  der  Grenzwerth 

64)  ,  =  _|,^(l(!üW))^^,  -,^0") 

ergäbe  wie  dort  das  Krtimmungsmass  der  durch  das  Linearelement  63*) 
charakterisirten  Fläche.  Dass  dies  jedoch  falsch  sein  würde,  lehrt  fol- 
gende einfache  Betrachtung.  Die  Gleichung  56)  ist  aus  30)  abgeleitet 
worden,  bei  deren  Entwickelung  vorausgesetzt  wurde,  dass  die  Carte- 
sischen  Coordinaten  o:,  y,  z  einer  Fläche  als  Functionen  zweier  unab- 
hängigen Parameter  p  und  q  gegeben  seien,  so  dass  also  die  Gleichungen 

stattfinden  x==f,{p,q),     y^f.ip^q),     z^Mp,^)- 

Die  Fläche,  deren  Krümmung  durch  die  Gleichung  56)  ausgedrückt 
wird,  ist  demnach  eine  solche,  welche  in  einem  ebenen  Baume  von  drei 
Dimensionen  enthalten  ist.  Da  wir  eine  Curve,  die  in  einem  ebenen 
Baume  von  zwei  Dimensionen,  d.  h.  in  einer  Ebene  liegt,  als  eine  tor- 
sionslose Curve  oder  als  Gurve  von  einfacher  Krümmung  bezeichuen ,  so 
würden  wir  der  Analogie  nach  jede  Fläche  der  gewöhnlichen  Geometrie 
—  also  auch  die  in  Bede  stehende  —  zu  den  torsionslosen  Flächen  oder 
Flächen  von  einfacher  Krümmung  zu  rechnen  haben.  Einen  Gegensatz 
zn  diesen  bilden  die  gewundenen  Flächen,  die  einen  Baum  von  mehr 
als  drei  Dimensionen  durchziehen.  Sie  sind  das  Analogen  der  Curven 
doppelter  Krümmung.  Wenn  eine  solche  im  gewöhnlichen  Baume  durch 
die  Gleichungen 

im    ebenen   Baume    von    n-{-  \    Dimensionen   aber  allgemein   durch   das 

System  x,=f,{p),     ^  =  0,  1,2...«,     n>  1 

sich   darstellen  lässt,  'so  würde  dem  entsprechend  eine  Fläche  von  dop 
pelter  Krümmung  ducch  das  Gleichungssystem 

^k^fk{PiyP%),     i^  =  0,  1,  2...«,     fl>2 
XU    charakterisiren   sein.     Hieraus   ergiebt  sich   aber  das   Linearelement 
derselben : 

=  «11  ^Pi    +  2  «12  dp^  dp2  +  «22  ^ft*» 

und  die  Coefßcienten  dieser  Form  würden  die  Weithe  haben: 


11)  Dieser  Ausdruck  ist  identisch  mit  dem  von  Lipschitz  aufgestellten: 

__  [2(p(du)-2foidu)h 

fo(u)(fo{du) ^ dyj^)y  ' 

sobald  man  nur  ein  gewisses  Geschlecht  von  Formen  in  Betracht  zieht.  (Siehe 
Lfipschitz,  Fortgesetzte  Untersuchungen  in  Betreff  der  ganzen  homogenen  Fnnc* 
ticdian  ?on  n  Differentialen,  Borchardt'a  Journal  Bd  72.) 

27* 
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Der  analytische  Ansdrnck  für  das  Linienelement  einer  ge- 
wundenen Fläche  unterscheidet  sich  demnach  nicht  von  dem 
ür  das  Linienelement  einer  Fläche  einfacher  Ernmmang 
und  doch  beruht  er  auf  wesentlich  anderen  geometrischen  Voraassets- 
ungen.  Wenn  nun  die  Gauss* sehe  Gleichung  30)  aus  den  Coefficienten 
dieser  quadratischen  Form  65)  das  Krümmungsmass  einer  Fläche  finden 
lehrt,  so  darf  man  nicht  ausser  Acht  lassen,  dass  die  ganze  Entwicke- 
lung  auf  der  Annahme  n  =  2  basirt  ist.  Denn  nur  in  diesem  Falle  ist 
die  Normale  eines  Punktes  der  Fläche  eindeutig  bestimmt.  I8tn>2,  so 
ist  die  Lage  der  Normale  unbestimmt,  wie  bei  den  Curven  doppelter 
Krümmung.  Man  hat  dann  zunächst  diejenige  ebene  Mannigfaltigkeit 
von  drei  Dimensionen  zu  construiren,  in  'welcher  zwei  aufeinander 
folgende  Flächenelemente  liegen  —  die  Krümmungsmannigfaltigkeit. 
Denn  ganz  ebenso,  wie  bei  den  gewundenen  Curven  im  Ausdrucke  des 
Krümmungshalbmessers  die  Bestimmungsstücke  der  Osculationsebene  auf- 
treten, müssten  auch  in  der  Formel  für  die  Krümmung  einer  gewundenen 
Fläche  die  Bestimmungsstücke  des  ebenen  dreifachen  Osculationsraumei 
enthalten  sein.  Dies  ist  aber  bei  der  Gauss* sehen  Formel  nicht  der 
Fall,  und  zwar  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  sie  eben  nur  ftir  Flä- 
chen gilt,  deren  Osculationsräume  sämmtlich  mit  dem  einen,  empirisch 
gegebenen  Baume  zusammenfallen. 

Durch  das  Vorstehende  halte  ich  es  für  erwiesen,  dass  im  All- 
gemeinen die  Krümmung  einer  Fläche,  deren  Linienelement 
durch  die  Gleichung  63*)  gegeben  ist,  sobald  sie  nicht  in 
einem  ebenen  Räume  von  drei  Dimensionen  liegt,  durch  die 
Gleichung  64)  nicht  gefunden  werden  kann,  und  somit  ist 
die  Unhaltbarkeit  der  Riemann^schen  Definition  dargethan. 

Aber  auch  zugegeben,   dass   es   möglich   sei,   die  Krümmungen  der 

— 2 Flächen  demente    zu    bestimmen,    welche    durch   die   n   Kanten 

des  rechtwinkligen  .  Elementar  -  Parallelepipedons  (o-j,  a:,,  ...  Xn)  sich 
legen  lassen,  so  ist  nicht  abzusehen,  wie  aus  denselben  das  ELrümmungs- 
mass  der  Mannigfaltigkeit  zusammengesetzt  werden  soll ,  wenn  nicht 
dieses  Parallelepiped  mit  demjenigen  zusammenfallt ,  welches  die  Ele- 
mente der  n  Krümmungslinien  im  Punkte  ^  =  0  bilden.  Dies  findet  nur 
Btatt  bei  den  ebenen  und  kugelförmigen  Mannigfaltigkeiten  und  deshalb 


-C-^=^),..  -« 
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gelangt  man  auch  bei  diesen,  wie  wir  noch  zeigen  wollen,  mittelst  des 
R i em  an n* sehen  Verfahrens  zu  einem  richtigen  Resultat. 

Wir  schicken  die  Bemerkung  voraus,  dass  die  5 —  Werthe  des 

AnBdrnckes  /4(«i»-*«) 

litn  i  

a 

anmSglich  von  einander  verschieden  sein  können.     Denn  da 

m'— p'     m*—  (ari*+«2*+...+  «»*) 

SO  wird  für  ^  =  0,  wodurch  auch  x^^  ir2,...a:„  Null  werden,  der  vorstehende 
Ausdruck  sich  einem  Werthe  nähern,  der  von  den  x  unabhängig  ist. 
Denselben  Grenzwerth  wird  aber  auch 

/m*  —  ^*\     _^  m*  —  (fl?f  *  +  Xk^) 

\      ^*      )ik  ~      (Xi*+Xk^Y 
haben.     Denn  es  bleibt  sich  jedenfalls  gleich,  ob  man  in  dem  Ausdrucke 

j —  gleichzeitig  alle  x  gleich  Null  setzt,   oder  erst  (w  — 2)  derselben 

und  schliesslich  auch  noch  die  übrigen  zwei.  Da  nun  die  ebenen  und 
kugelförmigen  Mannigfaltigkeiten  in  jedem  Punkte  nach  jeder  beliebigen 
Flächenrichtung,  die  durch  zwei  senkrecht  aufeinander  stehende  geodä- 
tische Linien  bestimmt  ist,  denselben  Werth  der  Krümmung  besitzen,  ja 
zwei  beliebig  gewählte ,  einander  senkrecht  durchschneidende  geodätische 
Linien  Überdies  auch  als  Krümmungslinien  angesehen  werden  können, 
so   wird  sich  für  sie  in  der  That  sowohl  das  Krümmungsmass  nach  den 

^ —  Flächenrichtungen   im  Punkte   (» =  0 ,   als  auch  die  Krümmung 

der  Mannigfaltigkeit  selbst  in  diesem  Punkte  berechnen  lassen. 

Eine  ebene  rr- fache  Mannigfaltigkeit  lässt  sich  durch  das  System 

Äs=0,  1,  ...  n, 

worin  die  x  die  Cartesischen  Coordinaten  des  veränderlichen  Punktes, 
p  die  n  Parameter  bedeuten ,  darstellen.  Unterwirft  man  die  Constanten 
b  den  Bedingungen 

*0r  fto«  +  ^1  r  ^1 «  +  . . .  +  ^nr  ^««  =  0, 

80  sind  die  Geraden  p^^  Pg  * . .  Pn  auf  einander  senkrecht  und  das  Linear- 
element hat  die  Form 

^s^^Sa:^^^  dxj»  +  ...  +  dXn^ 

In  diesem  Falle  ist  nach  63) 

-iLtm ^ ,     p  =  0 
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^^v  ^^  ^^>*  ^  ^  J  ^^^ ^j-  ^  ^>^^^y^\fy^^ 


n(n—  1  ^ 
für  sämmtliche  -5— 5 — -  Flächen elemente  {dpt^  dpk)  Null.     Durch  Elimi- 
nation  der  p  aus   den  Gleichungen   66)    erhält  man  aher  die  Gleichung 
der  ebenen  n- fachen  Mannigfaltigkeit  in  der  Form 

Das  Krümmungsmass  derselben  ergiebt  sich  aus  der  FormeP') 


67) 


A's:- 


S«+2' 


0      F^ 
^0     ^00 


-^01    •  •  •    -^o«* 


^1     ^10     ^n    •••   ^*" 


Fn       F,to      Fnl    ...    Fl 


nn 


dF 


dFk 


worin  ^*  =  ä— ,    ^*.  =  -r-^,    S  =  yF^*  +  F*+  ..  +  F«»  ebenfalb  gleich 

Null. 

um  das  Curvenelement  der  kugelförmigen  Mannigfaltigkeit  bu  erhal- 
ten, setae  man 


Xt,        s=  A  COS 


9^ 


68) 


(Cj      =  Ä  sin  -^  coÄ^j , 

R 


ir»«i  =  R  sin  ^  sin  d^  sin  ^^  ...  sin  ^«— j  cos  ^n— 1 , 

n 
P 

fl?«     =  Ä  5in  ~  5m  ^j  51« d,    . .  Ätri  ^„ «2  ^*«  ''^»— i  > 

welche  Werthe,  wie  man  leicht  sieht,   der  Gleichung  des  kugeUbmigea 
Baumes 

genügen.     Das  Linienelement  dieser  Mannigfaltigkeit  ist  dann 
ds^^dxQ^  +  dXj^  +  ...  +  dXn^ 


69) 


=^dif^  +  (Rsin^y\d(^j^  +  sin^9id^^^ 


Setzt  man 


...  +  «in^-a,  sm*^^ . . . Ät«*0»_2  3^«-i}. 


12)  S.  Mathem.  Annal.  Bd.  VII,  8.  392. 
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Aj       =  cos  ^j  , 

Aj      =  sin  '9'j  cos  Og , 


68) 


80  ist 


A„_  1  =  sin  d^j  sin -d-^  . . .  sin  d«_2  C05^« «j , 
A„      i=  sm  ^j  5m  ^2  •  •  •  ^^'^  '^« —2  ^«"w  ^ji — 1 1 


A^2  +  A,»  +  ...  +  A„»=l 
nnd  man  erhält  das  Linienelement  der  Mannigfaltigkeit  in  der  Form 

69»)  ds^=^dQ^  +  (^Rsin^y{dk,^  +  dXj^  +  .,.+dXn'). 

Führt    man  in   diese  Formel   neue   Coordinaten   ein,    welche   durch   die 
Gleichungen 

Pk^Q^ky     Ä  =  l,  2,  ...  n 

definirt  sind ,  worin  die  A  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorher,  so  folgt 

i:dpk^=dQ^  +  Q^SdXk^ 

und  man  findet  ganz  wie  bei  Ableitung  der  Gleichung  63) 


70)      a**— 

Ftbr  9  =  0  wird 


/,fw ^ =  - 1 .  - . 


Multiplicirt  man   diesen  Ausdruck  mit  —  |t   so  erhfllt  man  —^y    welche« 

das  Krümmungsmass  einer  Kugelflftche  ist.  Dasselbe  Resultat  erhält  man 
aber  auch,  wenn  man  (n— >2)  der  p  gleich  Null  setzt  und  unter  Voraus* 
Setzung  der  Torsionslosigkeit  der  hierdurch  bestimmten  Elementarfläche 
das  Krümmungsmass  derselben  ableitet.  Das  Linearelement  dieser  Fläche 
hat  dann  die  Form 

71)    es^^3p,^+e.pk^+4{ f— /,C^'^^r*'^'X 

nnd  es  ist  leicht  nachzuweisen ,  dass  wir  es  im  vorliegenden  Falle  in  der 

That  mit   einer   torsionslosen  Fläche   zu    thun   haben.     Denn   um  direct 

von  dem  Ausdrucke 

ds^  =  dxQ^  +  dXi^  +  .,.  +  dXn^ 

wobei  die  x  der  Bedingung 

genügen,  zu  der  Formel  70)  zu  gelangen,  haben  wir  für  x  folgende 
Werthe  zu  substituiren : 


396  Zar  Theorie  des  Krümmungamasses  etc. 

Q  H 


Q        ^ 
Setzt  man  hier  alle  p  bis  auf  pi  and  pjt  gleich  Null ,  so  erhält  man 

Xq=  Rcos-, 

Diese  drei  Oleichangen  repräsentiren  eine  im  ebenen  Räume  x^^  xt^  Xk 
gelegene  Kugel 

deren  Garvenelement  durch  die  Gleichung  71)  gegeben  ist.  Die  geodä- 
tischen Linien  sowohl,  als  die  Krümmungslinien  der  kugelförmigen  Man- 
nigfaltigkeit sind  grösste  Kreise;  daher  lassen  sich  für  ^  =  0  die  dp  als 
die  Elemente  der  n  Krünmiungslinien  ansehen,  die  vom  Punkte  ^»C 
ausgehen.  Bedeuten  nun  (>,-  und  qk  die  zu  den  Elementen  dpi  und  djf^ 
gehörigen  Hauptkrümmungshalbmesseri  so  kann  das  Krttmmnngsmass  Kik 
der  durch  die  Gleichung  71)  charakterisirten  Fläche  einevseits  durch  dii 
Formel 

andererseits  durch 


dargestellt  werden.     Das  Krümmungsmass  der  n- fachen  Kagelmannigfal- 
tigkeit  ergiebt  sich, daher  

H'\/     tt(n-l) 


K^-± 


und  da 

ist:  . 
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Das  gleiche  Resultat  erhält  man,   wenn  man   das  Krtimmnngsmass 
derselben  Mannigfaltigkeit : 

V  +  V+-  •  +  ««'  =  Ä« 

aas  der  Formel  67)  berechnet,  worin 

F  =Xo»+V  +  ...  +  x,«-Ä^ 


zu  setzen  ist« 

Der  Formel  69^),  welche  einen  Ausdruck  für  das  Linienelement  des 
R- fachen  kugelförmigen  Raumes  liefert,  wollen  wir  endlich  noch  die 
Gestalt  geben,  welche  Riemann  dem  Linienelement  einer  constant  ge- 
krümmten Mannigfaltigkeit  von  n  Dimensionen  überhaupt  vindicirt. 
Setzen  wir 

72)  p,=  2Äl^<aii^, 

so  wird 


aPrCO^'^=Ara^+Ä«>l|^aAr, 


also 


73)  df^^^-(nsm^Zd\r^^co^j^Zdpr^. 

Durch  Vergleichung  von  69*)  und  73)  findet  man 


Nun  ist  wegen  72) 


folglich  ^  ^, 


co**^  = 


also 


2Ä        4Ä»+Z/>r*' 


1 


oder,  wenn  man 


../i 


setzt: 


74)  ds^ V^'^Pr\     r=l,2,...n. 

I>iese  Formel  stellt  also  das  Linienelement  einer  kugelför- 
migen Mannigfaltigkeit  dar.  Wenn  Riemann  sie  überhaupt 
als   Ausdruck   für  das  Linienelement  einer  Mannigfaltigkeit 
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von  constanter  Krümmung  angesehen  wissen  will,  so  beruht 
dies|,  wie  schon  oben  erwähnt  worden  ist,  auf  der  unhaltbaren  Vor 
aussetzung,  dass  eine  Mannigfaltigkeit  von  constanterKrttm- 
mung  sich  deformiren  und  auf  einer  kugelförmigen  Mannig- 
faltigkeit von  ebensoviel  Dimensionen  aufwickeln  lasse. 

Die  kugelförmige  Mannigfaltigkeit,  deren  Linienelement  durch  die 
Gleichung  74)  gegeben  ist,  besitzt  —  wie  nach  der  Ableitung  dieser 
Formel  nicht  anders  zu  erwarten  steht  —  in  ihren  sftmmtlichen  Elemen- 
tarflächen ,  die  ohne  Ausnahme  torsionslos  sind ,  die  Krümmung  a.  Denn 
setzt  man  alle  p  bis  auf  Pi  und  Pk  gleich  Null,  so  kommt 

1 


ds = ydp,* + dpk\ 

welche  Gleichung  dieselbe  Form  hat,  wie  59).  Die  Torsionslosigkeit  der 
betreffenden  Fläche  ergiebt  sich  durch  eine  ähnliche  Betrachtung,  wie 
vorher.     Um  das  Element 

des  kugelförmigen  Raumes 

V  +  V+-  +^«*  =  Ä» 
in  die  Form  74)  zu  transformiren ,  hat  man 

R 


x^^Rcos^^ 


mit  der  Bedingung 


a^r  =  |«4co/^ 


^Pr*  =  4Ä«to»«^ 


zu  setzen.  Dann  verschwinden,  wenn  man  die  p  bis  auf  zwei  gleich 
Null  setzt,  alle  x  bis  auf  drei,  folglich  hat  man  eine  Fläche,  weichein 
einem  ebenen  Räume  von  drei  Dimensionen  liegt,  für  welche  also  die 
Gau  SS*  sehe  Formel  30)  giltig  ist. 

Gehen  wir  noch  einen  Augenblick  auf  die  Formel  60)  zurück,  welche 
aller  Wahrscheinlichkeit  nach  Riemann  seinen  Betrachtungen  zuGmnde 
gelegt  hat.     Sie  lautete: 

as«=a^«+m»(av+^V  +  --  +  ^V),   V  +  V  +  -  •  +  ^*=i 

oder,  wenn  wir  statt  der  A  die  in  68*)  gegebenen  Werthe  einftihren: 
und  stellte  die  Verallgemeinerung  der  Gauss* sehen  Gleichung 

dar.     Um  das  Linien element  der  kugelförmigen  Mannigfaltigkeit  aus  ihr 

%M  erhalten,   hat  man   m^^Rsin^   zu  setzen.     Ebenso  ergiebt  sich  das 

R 
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•  /'^'-^^^s^^■.<^>^•'^^•.•^^^■^ 


Linienelement  der  ebenen  n- fachen  Mannigfaltigkeit,  wenn  man  fElr  m 
die  Grösse  q  substitnirt.  Denn  wenn  x^,  x^y  ...x^  die  Cartesischen  Co- 
ordinaten  einer  ebenen  n  -  fachen  Mannigfaltigkeit  bedeuten ,  so  erhält 
man  das  Linienelement,  in  Polarcoordinaten  ausgedrückt,  weon  man 

ar^      =  Q  sin  ^j  cos  ^^ , 


a:,„i  =  Q  sin d^  m  ^^  ...  sin ^« «  2  cos O*,,..! , 
Xn     s=Q  sin  <&!  sin  ^^  ,.,  sin  ^n—i  sin  ^n-\ 

setst.     Man  findet  dann 

ds^=:2dxk^ 

Dass  aber  die  Formel  75)  dem  Linienelement  jeder  beliebigen  an* 
dem  Mannigfaltigkeit  Genüge  leistet,  dürfte  wohl  nicht  zu  erwarten  sein. 
Hierzu  ist  sie  offenbar  nicht  allgemein  genug.  Wir  ersetzen  sie  daher 
durch  die  umfassendere  Gleichung: 

76)         ds^  =  dg^  +  m^«  ad^«  +  m^«  3^^^  + . . .  +  m^_i  ad«,-, . 

Da  für  ^  =  0  das  Linienelement  der  n-fachen  Mannigfal- 
tigkeit zusammenfällt  mit  dem  Linienelement  der  in  diesem 
Punkte  berührenden  ebenen  n-fachen  Mannigfaltigkeit,  so 
müssen  die  m  folgenden  Grenzbedingungen  Genüge  leisten; 

9 


Lim  — —  =lsin9^, 


77) 


Lim =  sin  d.  sin  d«  . . .  sin  ^n  -  2  • 

9 

Auch  Beltrami  und  Lipschitz  haben  in  ihren  späteren  Abhand- 
lungen^^) allgemeinere  Gleichungen  abgeleitet.  Von  den  Formeln,  die 
sie  daselbst  aufstellen: 

ds^=dxQ^  +  £aikdxidXky     '  =  1,  2,  ...  w  — 1 
und 

ds*=:dB^  +Zmii,d<prdq>s,   ''  =  1,2,  ...  w-1, 

s 


13)  Beltrami,  ^üla  teoriea  generale  dei  parametri  differeneidli,  S.  17,  and 
Lipschitz,  Untersuchung  eines  Problems  der  Yariationarechnung,  in  welchem 
das  Problem  der  Mechanik  enthalten  ist.  Borchardt*s  Jeamal  Bd.  74,  S.  146^ 
GL  74),  in  welcher  2(U'^H)-=l  zu  setzen  ist  • 
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.^^     \ 


ist  aber  nur  noch  ein  Schritt  bis  zu  der  Formel  76).  Dass  diese  au 
der  allgemeinen  quadratischen  Form 

wirklich  abgeleitet  werden  könne,  ergiebt  sich  ans  B eltr am i*s  Theorie 
des  ersten  Differentialparameters.  Wir  erhalten  mit  Hilfe  derselben  fol- 
gende Transformations  relationen : 

Oik    Sq     dq 


78) 

79) 

80) 

81) 
worin 


ü    d  Xi  d  Xft 

€1      O  X(    0  Xy 


=  l=^l(e), 


Sit 


an  d^r  ^^1 


a    d  Xi  d  Xic 


in, 


8» 


a    dXi    dxk 


a  = 


«11 
«si 


«12 
«2« 


^1« 
«2« 


öfil       Öji2 


a 


nn 


«1*  = 


da 
daa 


ist.  Die  partielle  Differentialgleichung  78)  stellt  den  erstes 
Differentialparameter  von  q  in  Bezug  auf  die  Form 

dar.  Sie  fällt  zusammen,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  soUi 
mit  der  Hamilton'schen  partiellen  Differentialgleichnagi 
welche  das  System  der  isoperimetrischen  Gleichungen 


d  (p         dx  { 


Xi 


dXi 


I    t  =  1 ,  2 ,  . . .  n 


dXi         dt    '        "dt 
ersetzt,   denen  die  x  zu  genügen  haben,   damit  das  Integral 


=// 


dXi    dXk  , 


ein  Minimum  wird.  Für  n  =  2  hat  Gauss  in  Art.  22  seiner  Dii^ 
sitiones  circa  superficies  curvas  unter  Voraussetzung  der  gewöhnlichen  Form 
des  'Curvenelements  einer  Fläche 

d^=zEdp^  +  2Fdpdq  +  Gdq^ 

die  betreffenden  Transformationsrelationen  [s.  Gl.  5}  und  6)]  gegeben. 
Dieselben  sind;» 
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(s|r_4')|f_(,|r_c|r)|». 

\    dg        op/dq      \    dg        dp/ dp 
Setet  man  hierin  p  =  Pi,   g^P^-,   ^  =  öu,  ^=«i2  =  ''«p  C^  =  «22»  «u«« 
—  ^12^  =  ^)  80  lasseqfsicb  diese  Gleichungen  Übersichtlicher  schreiben: 

1  /       dr    d(p  dr  dq>  dr  dq>  dr  d(p\ 

oder,  da 

«^(|i)*+?f«|i|i+&(|:)'=., 

a   \dp^/  a     dpi  dp^       a  \dp^/ 

«11  ^  ?V^  ,  fi2  ^  ^  I  f[2i  _?.^_  £^4.?^  ^  £5=0* 
a    dp^  dpi       a   dp^  dp^       a   dp^  dp^       a   dp^  dp^         ' 

welche  bezüglich  den  Gleichnngen  78)  und  79)  entsprechen.     Es  ist  also 

zur  Vervollständigung  noch  die  dritte  Gleichung  80)  hinzuzufügen: 

a  \dpj         a     dpy  dp^       a  \dpj       m* 
oder  in  der  Gauss' sehen  Bezeichnnngs weise 

Sie  dient  zur  Bestimmung  der  Function   m.     Die  vierte  Gleichung  81) 
kommt  für  n=s2  in  Wegfall. 

Eine  ausführlichere  Ableitung  der  Gleichung  78)  soll  am  Schlüsse 
der  Abhandlung  gegeben  werden,  nachdem  zuvor  die  Zulässigkeit  der 
Form,  unter  welcher  Beltrami  im  Anschluss  an  Riemann's  Abband* 
luDg  das  Linearelement  einer  Mannigfaltigkeit  von  constanter  negativer 
Krümmung  und  die  Berechtigung  der  damit  im  Zusammenhang  stehenden 
Nicht- Euklidischen  Geometrie  des  Baumes  geprüft  worden  ist. 

(Sohlnsa  folgt.) 


Beriehtignsgen  im  vorliergelieiideii  Theile  der  Abhandlung. 

Seite  432  Zeile  12  von  oben  statt  +-~^       ist  zu  lesen  -^-^, 

dPi  dPn 

Ana  o  ^'^  _  ^  dJ^  _^*^ 

„      438     ,       11    „    onten 


»»  ^  "♦»»»/«         \f » 


l-\-gSxi* 


„      448     „       1    „    oben      „      G^  =  ^        „    „      „     Ö4  =  -4^, 
»1      443     „      18    „        „        „     Afi  „    „      „     -4it, 

„      444     „      10    „    unten    „     fp  „    „      „     -^fp. 


XVIL  X 

Axonometrische  Theqrie  der  perspectiviBOhen  nnd 
projectivischen  Collineation  im  Baume. 

Von 

Prof.  Dr.  Guido  Haück 

in  Tübingen. 
(Fortietsnng  sn  Y,  Heft  2.) 


(Hierzu  Taf.  VIII,  Fig.  1-6.) 


Die  folgenden  Ansführnngen  schliessen  sich  direct  an  den  Aafsatz: 
„OrundzUge  einer  allgemeinen  ax onometrischen  Theorie  der  darstellenden 
Perspective^'  im  2.  Hefte  des  gegenwärtigen  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift 
(S.  81  flgg )  an.  Sie  übertragen  die  dort  gewonnenen  Resultate  auf 
die  räumliche  Projeetion  und  geben  damit  die  Grundztige  einer  axo 
nometrischen  Theorie  der  Reliefperspective  und  der  collinearen  Ver- 
wandtschaft räumlicher  Systeme.  .  Die  Leichtigkeit,  mit  welcher  diese 
Uebertragung  von  Statten  geht,  oder  umgekehrt  die  Einfachheit  der 
Specialisirungen ,  durch  welche  die  Theorie  der  PI  an  perspective  aus  der- 
jenigen der  centrischen  Collineation  und  diese  aus  der  Theorie  der  pro- 
jectivischen Collineation  fliegst,  diirfte  ein  Zeugniss  für  die  Brauchbar- 
koit  der  Methode  sein.  Sie  ist  eben  durch  das  axonometrische  Princip 
bedingt,  nach  welchem  die  Bildfigur  auf  dasjenige  Coordinatensysten 
bezogen  wird,  welches  die  Abbildung  des  Coordinatensystems  der  Ori- 
ginalfigur repräsentirt.  Bei  Untersuchungen  über  collineare  Verwandt 
Schaft  wird  das  Bildcoordinatensystem  häufig  beliebig  angenommen,  in- 
sofern dieselbe  dargestellt  wird  durch  drei  lineare  Relationen  der  all- 
gemeinsten Form  zwischen  den  Coordinaten  zweier  entsprechender  Punkte. 
Den  Connex  zwischen  dieser  Darstellungsweise  und  unserer  axonometn- 
sehen  Methode  stellen  die  §§13  und  14  her.  Dabei  wird  beiläufig  die 
collineare  Abbildung  eines  Ellipsoids,  namentlich  seine  Abbildung  ftls 
Jvugelfläche,  besprochen.  —  §  12  giebt  ein  einfaches  Criterium  dafür, 
dass  eine  durch  fünf  Paare  entsprechender  Punkte  gegebene  Collineation 

• 

eine  centrische  sei,  und  lehi-t  ein  einfaches  praktisches  Verfahren,  zwei 
solche  Systeme  in  perspectivische  Lage  überzuführen,  was  jederzeit  anf 
doppelte  Weise    (directe    und    inverse  Lage)    geschehen    kann.  —   Der 


Axonometrische  Theorie  etc.     Von  Prof.  G.  Hauok.  403 

Unterschied  zwischen  gleichstimmiger  nnd  angleichstimmiger  Collineation 
wird  dnrch  die  in  den  §§9,  12  nnd  14  enthaltenen  Bemerkungen  ins 
richtige  Licht  gesetzt.  —  §  15  bespricht  die  in  der  allgemeinen  Theorie 
mit  inbegriffene  Collineation  ebener  Systeme.  —  Schliesslich  wirft  §  16 
ein  interessantes  Licht  auf  die  ganze  Theorie,  indem  er  die  axonometri 
sehen  Coordinaten  mit  den  Chasl  es  ^  sehen  nnd  projecti  vi  sehen  Co- 
ordinaten  in  Beziehung  setzt. 

§8. 
Allgemeine  Sätze  über  Collineation. 

Es  erscheint  zweckmässig,  die  Fundamentalsätze  über  Collineation 
im  Eaume,  auf  die  wir  uns  im  Folgenden  beziehen  werden,  als  Einlei- 
tung vorauszuschicken.  * 

Zwei  räumliche  Systeme  heissen  projectivisch  collinear,  wenn 
sie  so  aufeinander  bezogen  sind,  dass  jedem  Punkte  des  einen  Systems 
ein  und  nur  ein  Punkt  des  andern  Systems  entspricht  und  dass  solchen 
Punkten  des  einen  Systems,  die  in  gerader  Linie  liegen,  stets  solche 
Punkte  des  andern  Systems  entsprechen,  die  ebenfalls  in  gerader  Linie 
liegen.  Alsdann  entspricht  auch  jeder  Ebene  wieder  eine  Ebene,  jeder 
Fläche  «**•■  Ordnung  wieder  eine  Fläche  w***"  Ordnung. 

Existiren  in  zwei  collinearen  räumlichen  Systemen  zwei  einander 
entsprechende  congruente  Strahl enbündel,  so  liegt  der  Specialfall  der 
centrischen  oder  perspectivischen  Collineation  vor.  Man  kann 
nämlich  zwei  solche  Systeme  in  perspectivische  Lage  tiberführen,  indem 
man  jene  zwei  Strahlenbtindel  zur  Coincidenz  bringt.  Zwei  centrisch 
collineare  Systeme  in  perspectivischer  Lage  haben  ausser  ihrem  gemein- 
schaftlichen Strahlenbündel,  dessen  Centrum  wir  Collineationscen.- 
trtim  nennen,  auch  noch  sämmtliche  Punkte  einer  Ebene  entsprechend 
gemein,  welche  wir  die  Collineationsebene  nennen.  Je  zwei  ent- 
sprechende Gerade  beider  Systeme  müssen  sich  in  einem  Punkte  der 
Collineationsebene   schneiden,    den    wir   die  Spur  der  Geraden  nennen. 

Von  zwei  perspectivisch  collinearen  Figuren  kann  jede  als  die  Belief- 
abbildung  der  andern  angesehen  werden.     Denn  die  Eindrücke,  welche 


*  Als  wichtigste  Originalarbeiten  über  Collineation  im  Baume  vergleiche  man : 
MöbiuB,  Der  baryoentrische  Calcul,  Leipzig  1827,  S.  301  flgg.  —  Poncelet, 
Traüi  des  prdpriüis  projectives  des-figures.  Neue  Ausgabe,  Parts  1865,  Tome  I, 
8.  B67  ^gg»  —  Magnus,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  ana- 
lytischen Geometrie  des  Baumes,  Berlin  1837,  S.  72  flgg.  —  Bichelot,  Ueber 
die.  einfachste  Correlation  in  zwei  räumlichen  Qebieten,  Crelle^s  Journal  Bd.  70, 
8.  137  flgg.  —  Mägis,  Ueber  die  allgemeinste  eindeutige  Correlation  zweier  räum- 
licher Gebilde,  Königsberg  1868.  —  Stephen  Smith,'  On  the  FocotX  Properties 
of  Hamographie  Figures,  Procedings  of  the  London  MathematicalßQaiat%f^^  V^jl^  II, 
1869,  8.  196  flgg. 
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beide  einem  im  CoUineationBcentram  befindlichen  Auge  machen,  sind 
identisch.  Mit  Rücksicht  hierauf  fassen  wir  von  zwei  collinearen  Figuren 
die  eine  als  Original-  oder  Objectfigur,  die  andere  als  Bildfignr  auf,^ 
wobei  jedoch  ausdrücklich  constatirt  werden  möge,  dass  es  Tollständig 
gleichgiltig  ist,  welche  Figur  als  Original  und  welche  als  Bild  genommen 
wird,  und  dass  ein  Tausch  zwischen  Original  und  Bild  jederzeit  vor- 
genommen werden  kann. 

Diejenigen  Punkte  des  Bildsystems,  welche  den  unendlich  entfern- 
ten Punkten  des  Originalsjstems  entsprechen,  nennen  wir  Flucht- 
punkte. Dieselben  liegen  alle  in  einer  Ebene,  welche  wir  die  Flucht- 
ebene  nennen  und  welche  das  Bild  der  unendlich  fernen  Ebene  des 
Originalsystems  reprftsentirt.  Alle  Punkte  des  Originalsjstems,  welche 
den  unendlich  fernen  Punkten  des  Bildsystems  entsprechen ,  nennen  wir 
Gegenpunkte;  sie  liegen  alle  in  einer  Ebene,  der  Oegenebene,** 
welche  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Bildsystems  entspricht.  Flucht- 
ebene  und  Gegenebene  sind  beide  der  Collineationsebene  parallel  (denn 
die  Schnittlinie  der  Fluch tebeue  mit  der  Collineationsebene  ist  der  Flucht- 
ebene und  der  unendlich  fernen  Ebene  deg  Originalsystems  entsprechend 
gemein,  liegt  also  im  Unendlichen). 

Zu  einer  gegebenen  Originalfigur  ist  die  Bildfigur  vollstftndig  und 
eindeutig  bestimmt,  wenn  die  Lage  des  Collineationscentrums  oder  Auges, 
der  Collineationsebene  und  der  Fluchtebene  in  Beziehung  zur  Original- 
figur  gegeben  ist.  Man  kann  alsdann  das  Bild  (i  irgend  einer  Geraden 
m  der  Originalfigur  auf  folgende  Weise  finden:  Construire  (Taf.  VIII, 
Fig.  1)  die  Spur  M  der  Geraden  m  als  Schnittpunkt  derselben  mit  der 
Collineationsebene.  Construire  den  Fluchtpunkt  F  als  Schnittpunkt  der 
Fluchtebene  mit  einer  durch  das  Auge  A  zur  Geraden  m  gelegten  Paral- 
lelen.    Dann  ist  MF  das  Bild  fi. 

Zieht  man  durch  das  Auge  A  eine  Parallele  zu  fi,  so  schneidet  diese 
die  gegebene  Gerade  m  in  deren  Gegenpunkt  G.  Da  nun  die  vier  Punkte 
AFMG  die  Ecken  eines  Parallelogramms  bilden,  so  folgt:  Der  Abstand 
des  Auges  von  der  Gegenebene  ist  gleich  dem  Abstände  der  Collinea- 
tionsebene von  der  Fluchtebene. 

§9. 
Axonometrisohe  Behandlung  der  Belie^rgpeotive. 

Gegeben  sei  irgend  ein  räumliches  Object  durch  die  auf  ein  recht- 
winkliges Axencoordinatensystem  0,  xyz  bezogenen  Coordinaten  seiner 
Punkte.     Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  dessen  reliefperspectivisches  Bild 


*  Wir  übertragen  diese  Determination  auch  auf  projectivisch  coliineare 
Systeme. 

**  Vergl.  S.  83  Anmerkung. 


] 
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zu  construiren ,  wenn  die  relative  Lage  von  Auge,  Colliueationöebene 
lind  Fluchtebene  gegen  das  Objectcoordinatensystem  gegeben  ist.  Wir 
lösen  diese  Aufgabe  wieder  dadurch ,  dass  wir  zunäclist  das  Bild  der  drei 
Coordinatenaxen  und  dann  für  jeden  einzelnen  Objectpunkt  das  Bild 
seines  projicirenden   Parallelepipedons  consti-uiren. 

Das  Bild  der  drei  Coordinatenaxen  sei  der  räumliche  Dreistrahl 
Ä,§T;t  (Heft  2,  Taf.  II,  Fig.  1).*  Derselbe  ist  bestimmt  durch  die 
drei  scheinbaren  Axenwinkel,  dfe  wir  wieder  mit  w',2,  Wgs»  "'si  ^^' 
zeichnen ,  wobei  aber  nun 

67)  w,2  +  n;23  +  «;3j<360^ 

Im  Uebrigen  gelten  die  Ausführungen  des  §  1  Wort  ftir  Wort  auch 
für  die  Reliefperspective.     Wir  haben  wieder  die  Reductionsformeln : 

1.68)  ^  =  ^»      1?=-^,       t--^. 

^—9i  y—9%  2—^3 

wo  fi  und  gi  wieder  die  Abscissen  der  Fluchtpunkte  und  Oegenpunkte 
reprXsentiren. 

Ebenso  bebalten  die  in  §  3  besprochenen  graphischen  Methoden 
der  Coordinatenreduction,  sowie  die  Constructionen  am  scheinbaren  Axen- 
System,  durch  welche  das  Bild  eines  Punktes  aus  seinen  reducirten  Co- 
ordinaten  erhalten  wird,  in  der  Reliefperspective  ihre  volle  Giltigkeit. 
Nur  sind  jetzt  Taf.  II,  Fig.  Ib  und  Fig.  2  ah  planperspectivische  Ab- 
bildungen der  in  Wirklichkeit  räumlichen  Figuren  anzusehen. 

Uie  Aufgabe  kommt  somit  wieder  darauf  hinaus,  die  nenn  Grund- 
constanten  Wi^^  fi  und  gi  auszudrücken  als  Functionen  der  Orientirunge- 

Constanten. 

» 

Die  auf  das  Objectcoordinatensystem  bezogenen  Coordinaten  des 
Auges  seien  a^y  a^^  a^\  die  Axenabschnitte  der  CoUineationsebene  seien 
fifj,  m^,  otj,  und  die  Axeuabschnitte  der  mit  ihr  parallelen  Fluchtebene 
qtn^^  qm^y  qnt^.  Wir  haben  also  die  sieben  Orientirungsconstan  • 
ten  «1,  ffj,  «3,  w, ,  mg,  mg,  (/. 

Die  drei  Coordinatenaxen  (Taf.  VIII,  Fig.  2a)  mögen  von  der  Col- 
lineationsebene  in  den  Punkten  ^,,  M^,  /I/3,  von  der  Fluchtebene  in 
den  Punkten  iVj,  N^^  iVg,  von  der  Gegenebene  in  den  Punkten  Cj,  Cj, 
G2  und  von  einer  durch  das  Auge  zu  diesen  drei  Ebenen  gelegten  Pa- 
rallelebene in  den  Punkten  H^^  B^j  H^  geschnitten  werden.  Dem  am 
Schlüsse  von  §  8  citirten  Satze  zufolge  ist  nun 
69)  ffiGi=^  NiMi  =  mi'-qmi. 

Diese  Bemerkung  liefert  uns  die  Mittel  zur  Berechnung  der  drei 
Gegenstrecken  ^j,  g^,  g^.  Die  Gleichung  der  durch  ^  gelegten  Parallel- 
ebene ist  zunächst: 


*  Auf  Taf.  II  im  2.  Hefte  sind  die  Punkte  0  und  A  mit  0  und  »  bezeichnet. 

Zelttehrift  f.  Mstlieinfttik  o.  Pbyilk.  XXT,  ff  28 
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*^^^^^^^^^^^^  ^  ^  r  ■^  -^-^  ^  ^  ^  > 


X  V  Z         Ol         Üa         Qn 

70)  ±+»  +-  =  -i+^+-S. 

i7tj      17I2      ff3     tn^      m^      ^3 

Deren  A.xen abschnitte  sind: 

71)  o,^,  =  m,(^+5L  +  "-i), 

\lllj         lüg         llfj/ 

und  hieraus   folgt  für  die  drei  Axenabschnitte  der  Gegenebene  oder  die 
drei  Gegenstrecken: 

72)  gt=OtHi  +  HiGt=mt(^;i+^+'^+l-q). 

\i7t,      ntg      »'s  / 

Führt  man  also  die  Bezeichnung  ein  •- 

11.73)  »  =  ^  +  J+J  +  i_j. 

mj      »ij      »13 

so  hat  man  für  gt  die  Werthe: 

IV.  74)  gi^nnii. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Hilfsgrösse  k  ist  dieselbe  wie  bei 
der  Planperspective : 

wenn  nämlich  wieder  40  mit  r  und  JSl  mit  ^  bezeichnet  wird. 

Um  die  übrigen  Grundeonstanten  zu  bestimmen,  sind  die  Scbloss- 
folgerungen   genau   dieselben   wie  bei  der  Planperspective.     Die  Coordi- 

naten  von  Ä  sind  —,—,—,    woraus    sich    für    die  Strecken  ÄÄf<  die 

Werthe  ergeben: 

III.  76)  ^,»=w^2--2^^?^  +  4. 

X  x' 

Hierauf  folgt  aus  der  Bemerkung,  dass  die  Punkte  M^^  M^^  M^  den 
Coordinatenaxen  und  deren  Bildern  entsprechend  gemein  sind: 

V.  77)  /i  =  (l-K)^,, 

und  schliesslich  ergiebt  sich  aus  den  drei  Dreiecken  MiStM^i 

VI.  78)  CO,«.,.  =  W*+>»*'-V-«».« 

Wir  sehen  also,  dass  für  die  Beliefperspective  genau  dieselben  Fo^ 
mein  gelten,  wie  für  die  Planperspective.  Nur  die  Hilfsgrösse  x  bat 
einen  etwas  andern  Werth.  —  Hat  q  den  Werth  1 ,  so  ftUt  die  Flucht- 
ebene  mit  der  CoUineationsebene  zusammen,  und  die  Beliefperspective 
wird  zur  Planperspective. 

D.urch  die  drei  Axenwinkel  Wjg,  w^^  Wgj  ist  das  Bildcoordinaten- 
system  nicht  vollständig  bestimmt,  insofern  aus  denselben  zweierlei  Axen- 
systeme  conetruirt  werden  können,  die  zu  einander  symmetrisch  sind. 
Das  eine  ist  mit  dem  Objectcoordi  naten  System  gleichstimmig,  das  andere 
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nn gleichstimmig.      Zur    Entscheidnng    über    die   Wahl    zwischen    diesen 
zwei  Formen  wird  uns  folgende  Betrachtung  die  Mittel  liefern: 

Wir  haben  im  Vorangehenden  —  entsprechend  Taf.  VIII,  Fig.  2a 
—  stillschweigend  angenommen,  Collineationscentrum  und  Collineations- 
ebene  liegen  zwischen  Gegenebene  und  Fluchtebene ,  d.  b.  es  sei 
g<l.  Man  überzeugt  sich  jedoch  leicht  —  vergl.  hierzu  Taf.  VIII, 
Fig.  3a  — ,  dass  unsere  Formeln  auch  für  den  Fall  gelten,  wo  y>l 
ist.  Zwischen  diesen  zwei  Fällen  besteht  folgender  charakteristische  Un- 
terschied : 

Liegen  Collineationscentrum  und  Collineationsebene  zwischen  Gegen- 
ebene und  Flucbtebene,  so  liegt  jeder  Punkt  der  Originalfigur  mit  seinem 
Bilde  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Collineationsebene.  Hieraus 
folgt,  dass  jeder  Dreistrahl  der  Originalfigur  mit  seinem  Bilde  gleich- 
stimmig ist.  (Denn  sind  Sj,  S^^  S^  die  Spuren  der  drei  Strahlen,  P  und 
n  die  zwei  Scheitel,  so  liegen  die  Spitzen  P  und  11  der  zwei  Pyramiden 
SjS'jS'jP  und  S^S^S^n  auf  einer  und  derselben  Seite  der  gemeinschaft- 
lichen Grundfläche.)  Liegen  dagegen  Fluchtebene  und  Gegenebene  zwi- 
schen Collineationscentrum  und  Collineationsebene,  so  liegen  irgend  zwei 
entsprechende  Punkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Collineationsebene, 
und  hieraus  folgt,  dass  jeder  Dreistrahl  der  Originalfigur  mit  seinem  Bilde 
ungleichstimmig  ist. 

Wir  nennen  im  ersten  Falle  die  coUineare  Verwandtschaft  zwischen 
beiden  Figuren  eine  gleichstimmige,  im  zweiten  Falle  eine  ungleich- 
stimmige.* 

'    Ans  dem  Gesagten  geht  nun  für  die  Construction  des  Bildcoordina- 
tensystems  folgende  Regel  hervor: 

Das  Bildcoordinatensystem  ist  gleichstimmig  oder  ungleichstimmig 
mit  dem  Objectcoordinatensystem  zu  construiren,  je  nachdem  9^1  ist- 

Eliminirt  man  aus  den  obigen  Gleichungen  die  sieben  Orientirungs- 
constanten,  so  bleiben  noch  zwei  Beziehungen  zwischen  den  neun  Grund- 
constanteu.     Es  sind  dies  die  aus  den  drei  Gleichungen 

VIIL  79)  lH9n^+9k^)  -=fi'+fk'  -  ^fifk  coswa 

durch  Elimination  von  A'  folgenden. 

Diese  Gleichungen  sprechen  die  Aehnlichkeit  des  Fluchtpunk- 
tendreiecks und   des  Gegenpunktendreiecks  aus,  wie  dies  bei 


*  In  der  Beliefecolptar  und  der  decorativen  Knnst  findet  nur  die  gleichstim- 
mi^e  centrische  Collineation  Verwerthung.  —  Als  wichtigster  Specialfall  der  un- 
gleichstimuiigen  centrischen  Collineation  ist  die  involutorische  Collineation  zu 
nennen  mit  g^x. 

28* 
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der  Planperspective  näher  erörtert  wurde.  Alle  hieraus  gezogenen  Fol- 
gerungen gelten  also  auch  für  die  Relief  perspective.  Namentlich  erinnern 
wir  an  die  zwei  graphischen  Bestimmungen  eines  Grundeon- 
stanten Systems  (s.  ELeft  2,  S.  91  und  92).  Es  tritt  hei  diesen  Con- 
structionen  nur  die  eine  Aenderung  ein,  dass  Punkt  o»  nunmehr  ausser 
halh  der  Ehene  des  Fluchtpunktendreiecks  anzunehmen  ist 

Soll  ein  Grundconstantensystem  mittelst  Rechnung  aufgestellt  wer- 
den, so  dürfen  sieben  Grundeonstanten  willkürlich  gewählt  werden.  Man 
wählt  entweder  /\,  /j,  f^^  w^^^  w^y  rv^^,  X  willkürlich  und  hat  dann  sar 
Bestimmung  von  g^^  g^y  g^  die  Gleichungen  23)  oder  24),  oder  man 
wählt  /i«  /jt  fsi  9x1  9»y  9$^  ^  willkürlich  und  hat  zur  Bestimmung  von 
Wjg,  ^23,  tv^i  die  Gleichungen  29). 

Jedem  Werthsysteme  der  Grundeonstanten  entsprechen  zwei  Bild- 
systeme, —  ein  mit  dem  Originalsystem  gleichstimmiges  und  ein  mit 
ihm  ungleichstimmiges. 

Bezeichnet  man  wieder  den  Fusspunkt  der  vom  Auge  auf  die  Ebene 
des  Fluch tpunktendreiecks  gefällten  Senkrechten  als  Hauptpunkt  und 
die  Länge  dieser  Senkrechten  als  Augdistanz,  so  gilt  Alles,  was  in 
der  Planperspective  (vergl.  Heft  2,  S.  94)  über  Hauptpunkt  und  Augdin- 
tanz  gesagt  wurde,  auch  für  die  Reliefperspective.  Auch  die  Formeln 
XIX)  und  XX)  behalten  ihre  Giltigkeit. 

§  10. 
Halerisohe  Perspective.  —  Bemerkungen  ttber  optische  Wirkung. 

Unter  den  Specialfällen  verdient  in  erster  Linie  die  malerische 
Perspective  und  deren  Unterfall:  die  (^avalierperspective,  Be- 
achtung. 

Was  in  §  6  hierüber  bemetkt  ist,  behält  in  der  Reliefperspective  seine 
volle  Giltigkeit.  Namentlich  beachte  man  die  zwei  Gleichungen  40)  und  41) 
und  die  graphische  Bestimmung  eines  malerisch  -  perspectivischen  Grund- 
constantensystems  (Heft  2,  Taf.  II,  Fig.  7).  Bei  letzterer  tritt  nur  die  eine 
Aenderung  ein,  dass  die  auf  einander  senkrecht  stehenden  Geraden  f\^, 
und  ü)f  nunmehr  windschief  sind.  -Taf  II,  Fig.  7  ist  jetzt  als  plan- 
perspectivischo  Abbildung  der  in  Wirklidkeit  räumlichrn  Figur  eu  be- 
trachten. —  Bei  der  Cavalierperspective  ist  «'g3  =  90^,  die  Wahl 
der  übrigen  Grundeonstanten  w^g,  w^^y  fi^  9iy  P  ist  vollständig  willkürlich. 

In  der  Kunst  wird  zu  reliefperspectivischen  Constructionen  fast  ans- 
scliliesslich  die  malerische  Perspective  verwendet;  namentlich  ist  es  die  Cava- 
lierperspective, welche  die  in  ;[>ra«rf  gebräuchlichsten  Constructionsmethoden^ 


« 


Man  vergl.  hierüber:   Poudra,  TraiU  de  perspective -reite f,  Paris  18$^' 


J 
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liefert.  Ich  glaube  jedocb,  das8  auch  eine  schiefe  Annahme  der  Colli- 
neaüonsebene  in  gewissen  Fällen  ihre  volle  Berechtigung  hat.  Die  physio- 
logische Seite  der  Frage,  ini%Ieweit  die  Annahme  einer  verticalen  Stellung 
der  Bildebene  oder  Collineationsebene  in  der  Planperspective  oder  Relief- 
perspective  noth wendig  oder  zweckmässig  ist,  wird  nicht  selten  mit  einer 
gewissen  Leichtfertigkeit  behandelt,  und  scheint  mir  daher  ein  genaueres 
Eingehen  auf  diesen  Punkt  —  wenn  auch  von  unserem  eigentlichen 
Thema  etwas  abliegend  —  doch  nicht  überflüssig  zu  sein. 

Der  Ol  and  dafür,  dass  im  Allgemeinen  die  malerische  Perspective 
unter  allen  Perspectivarten  die  naturgetreuesten  Bilder  liefeit,  liegt  in 
dem  Umstände,  dass  nur  bei  ihr  verticale  Linien  sich  als  Parallelen  dar- 
stellen, was  mit  unserer  Gewohnheit,  von  verticalen  Geraden  einen  pa- 
rallelen Eindruck  zu  erhalten,  harmonirt.  Diese  Gewohnheit  aber  findet 
ihre  physiologische  Erklärung  in  Folgendem:  Hat  die  optische  Aze  des 
Auges  beim  Betrachten  eines  Objects  eine  horizontale  Lage,  so  hat  das 
Flächenelement  der  Netzhaut  (gelber  Fleck),  auf  welches  das  von  den 
brechenden  Medien  des  Auges  entworfene  Bildchen  fällt,  eine  verticale 
Stellung.  In  diesem  Falle  ist  also  jenes  inverse  Bildchen  ein  malerisch- 
perspecti\  Isches ,  in  welchem  alle  in  nalura  «^erticalen  Linien  sich  als 
Parallelen  abbilden;  in  diesem  -—  aber  nur  in  diesem  —  Falle  kommen 
uns  daher  jene  Linien  als  parallel  zum  Bewusstsein.  Die  genannte  Stel- 
lung des  Auges  ist  nun  bei  aufrechter  Haltung  des  Kopfes  die  natürliche 
und  deshalb  gewöhnliche,  und  daher  rührt  es,  dass  unserem  Auge  ver- 
ticale Linien  allerdings  für  gewöhnlieh  einen  parallelen  Eindruck 
machen.  Der  parallele  Eindruck  hört  jedoch  auf,  sobald  wir  mit  schief- 
gestellter Augenaxe  —  von  unten  hinauf  oder  von  oben  herab  —  be- 
obachten. Es  entstehen  in  solchem  Falle  Netzhantbildchen,  ähnlich  jenen 
unnatürlichen  Photographien  architektonischer  Objecte ,  die  mit  geneigter 
Camera  obscura  aufgenommen  wurden. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  bei  der  malerischen  Perspective 
der  Augpunkt  so  angenommen  werden  muss,  dass  von  ihm  aus  das  ver- 
tical  aufgestellte  Bild  oder  Relief  mit  horizontal  gestelltei:  Augenaxe 
bequem  betrachtet  werden  kann.  Diese  Regel  wird  auch  im  Allgemeinen 
immer  befolgt.  Nur  bei  Abbildungen  aus  der  Vogel-  oder  Froschperspec- 
tive  wird  die  Einhaltung  derselben  unmöglich,  und  es  wird  daher  für 
solche  die  Bildebene  häufig  mit  Vortheil  geneigt  angenommen.  —  Relief- 
abbildungen aus  der  Vogelperspective  sind  nun  zwar  äusserst  selten ,  wohl 
aber  treten  solche  aus  der  Froschperspective  häufig  auf,  z.  B.  in  den 
Pries-,  Gibelfeld-  und  Deckenreliefs,  und  für  diese  dürfte  sich  daher  aus 
den  angeführten  Gründen  unter  Umständen  eine  -schiefe  Annahme  der 
Collineationsebene  empfehlen.  Da  bei  einem  Relief  dieses  Genres  noch 
der  weitere  günstige  Umstand  hinzukommt,  dass  der  Standpunkt  des  Be- 
schauers nicht  willkürlich,   sondern  fast  immer  genau  vorgezeigt  ist,  so 
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glaube  ich,  dass,  wenn  bei  der  Constrnction  eines  solchen  Beliefs  jener 
Punkt  als  Augpunkt  und  die  Collineationsebene  senkrecht  snr 
Augenaxe  des  Beschauers  gewählt  würde,  man  überraschende  Eiffecte 
erzielen  könnte.* 

§  11. 
Sohiefwinkliges  Objeetcoordinatensystem. 

Unseren  seitherigen  Betrachtungen  haben  wir  stets  ein  rechtwink- 
liges Objeetcoordinatensystem  zu  Grunde  gelegt.  Es  ist  jedoch  nothwen- 
dig,  unsere  Untersuchungen  für  ein  schiefwinkliges  System  zu  erweitern. 
Im  Wesentlichen  ändert  sich  hierbei  Nichts,  nur  die  Formeln  III),  VI) 
und  VIII)  erleiden  einige  Modificationen. 

Sind  u^i ,  »28  9  »31  die  von  den  drei  Coordinatenaxen  eingeschlosacDen 
Winkel,  so  erhalten  die  genannten  Gleichungen  folgende  Gestalt: 

.8 


VR81)        coBWii,^ 


+  -Ö  — ^  — 

f*i*+^**—  m,^— mjfc*+  2mimk  cosuik 


IUP.  80)   ui*  =  m^^  —  2 +  -ö  —  2  —  (tti  cos  Uik  +  «/  cos  ua) , 


VlIR  82)  1^9^ +9k^  -^mt  cosuit,)  =  /!«+/*«  -  2/i /i  coswn . 

Der  letzten  Gleichung  zufolge  gilt  auch  bei  Zugrundelegung  eines 
schiefwinkligen  Co ordinaten Systems  der  Satz:  „Fluchtpunktendreieck 
und  Gegenpunktendreieck  sind  ähnlich.'*  Dagegen  kommt  der 
Satz,  dass  die  Winkel  dieser  Dreiecke  alle  spitz  sein  müssen  (vergl.  S.  9l\ 
nunmehr  in  Wegfall. 

§  12. 
Projeetiyisohe  Collineation. 

Die  Aehnlichkeit  von  Fluchtpunktendreieck  und  Gegenpunktendreieck 
ist  das  charakteristische  Merkmal  der  perspectivischen  Collineation.  Ohne 
diese  Aehnlichkeit  haben  wir  den  allgemeinen  Fall  der  projectivi^ 
sehen  Collineation. 

Wählt  man  also  die  Grössen  »22«  ''28«  ^w*  9i^  ff^y  9^^  ^°^  '^12^  ^»' 
'^si»  /j)  fa  fn  vollkommen  willkürlich  und  bezieht  irgend  eine  Original- 
figur auf  das  Cartesische  Coordinatensystem  mit  den  Axenwinkeln  «a* 
construirt  sodann  zu  diesem  eine  Bildfignr  mit  Zugrundelegung  von  foik 
als  scheinbaren   Axenwinkeln,   /i  als  Fluchtstrecken   und   Qi  als   (Jegen- 


•  Wenn  Herr  Poudra  in  dem  oben  citirten  Werke  (S.  91)  vorschlägt,  b« 
Gibelfeldern  die  Horizontebene  schief  aufsteigend  anzunehmen  und  dem 
Relief  bei  der  Aufstellung  eine  leicbto  Neiguog  nach  vom  zu  geben,  so  muss  ich 
diesem  Vorschlage  meine  Zustimmung  entschieden  versagen,  wiewohl  ich  glaube, 
dass  ihn  bei  demselben  ähnliche  Gedanken  wie  die  oben  ausgesprochenen  geleitet 
haben. 
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strecken ,  so  ist  die  Bildfignr  mit  der  Originalfignr  projectivisch  coUinear, 
und  zwar  gleichstimmig  oder  nngleichstimmig  collinear,  je  nachdem  das 
Bildcoordinatpnsystem  mit  dem  Originalcoordinatensystem  gleichstimmig 
oder  angleichstimmig, constrairt  wird.*  Man  kann  sich  dann  umgekehrt 
die  Bildfignr  als  ursprünglich  denken ,  indem  man  sie  auf  das  Cartesische 
Coordinatensystem  mit  den  Axenwinkeln  wtk  bezieht  nnd  die  frühere 
Originalfignr  ans  ihr  dadurch  entstehen  lässt,  dass  man  Uik  als  schein- 
bare Azenwinkel,  gt  als  Flnchtstrecken  und  fi  als  Gegenstrecken  nimmt. 

Statt  die  collineare  Beziehung  zweier  räumlicher  Systeme  durch  die 
willkürliche  Annahme  der  Grundeonstanten  zu  bestimmen,  kann  die  Be- 
stimmung auch  dadurch  geschehen ,  dass  fünf  beliebig  gewählten  Punkten 
des  einen  Systems,  von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen,  irgend 
^ffinf  Punkte  des  andern  Systems,  von  denen  ebenfalls  keine  vier  in 
einer  Ebene  liegen,  als  entsprechende  zugewiesen  werden. 

Wir  stellen  uns  dementsprechend  die  Aufgabe:  Wenn  fünf  Paare 
entsprechender  Punkte  einer  Collineation  gegeben  sind,  1.  zu  jedem 
sechsten  Punkte  des  einen  Systems  den  entsprechenden  des  andern  Sy- 
stems zu  construiren;  2.  die  Beziehung  aufzufinden,  die  zwischen  den 
zwei  gegebenen  Punktsystemen  stattfinden  muss,  damit  die  Collineation 
eine  concentrische  sei;  3.  vorausgesetzt,  dass  diese  Beziehung  stattfindet: 
die  zwei  Punktsysteme  in  perspectivische  La^  überzuführen. 

Zum  Behuf  der  Lösung  dieser  Aufgaben  müssen  wir  unsere  azono- 
metrischen  Anschauungen  von  den  seitherigen  perspectivischen  Fesseln 
befreien.  Was  wir  bisher  nur  als  reliefperspectivische  Abbildung  eines 
Cartesischen  Cooxdinatensystems  betrachtet  haben,  stellen  wir  nunmehr 
anabhängig  von  jenem  ^Is  eine  neue  Art  von  Coordinatensystem  auf. 
Wir  ftihren  hierfür  den  Namen  „axonometrisches  Coordinaten- 
sjstem^'  ein.  Die  Namen:  Coordinatenursprung,  Goordinatenaxen, 
Axenwinkel,  erklären  sich  selbst.  Statt  des  Namens  „Fluchtpunkte" 
fahren  wir  den  Namen  „Knotenpunkte"  ein  und  nennen  deren  Ab- 
seissen  „  Axenlängen".  Den  Namen  „Fluchtpunkte' '  reserviren  wir 
aasschlieselich  für  die  Bilder  von  unendlich  fernen  Punkten  und  verwen- 
den nur  in  bestimmten  Fällen  Fluchtpunkte  als  Knotenpunkte.  —  Soll 
irgend  ein  Punkt  E  auf  ein  axonometrisches  Coordinatensystem,  dessen 
Uisprung  0  und  dessen  Knotenpunkte  iC^j  ^g,  iT^  sind  (Taf.  VIII,  Fig.  4), 
bezogen  werden,  so  zieht  man  IC^Ey  welche  die  Ebene  K^OK^  schneidet 
in  ^,  zieht  Oe,  welche  die  Linie  K^i^^  schneidet  in  D^  zieht  endlich  K^e^ 
K^e  nnd  ÜE^   welche   die  drei  Axen   schneiden  in  den  Punkten  E^^  E^ 

"*  Dass  der  sonächst  nur  für  die  centrische  Collineation  (s.  §  9)  nachgewiesene 
Satz:  ,Jn  zwei  collinearen  Gebilden  sind  entsprechende  Dreistrahlen  entweder 
sämmtlich  gleichstimmig  oder  sämmtlich  ungleichstimTn ig**,  auch  für  die  projec- 
tiviflche  Collineation  gilt,  beweist  sich  aus  dem  am  Schlüsse  dieses  Paragraphen 
erwähnten  Satze, 
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und  f*,.  Wir  nennen  diese  letzteren  Punkte  die  „Coordinaten- 
pnnkte^*  und  ihre  Entfemnngen  von  0  die  „axono metrischen  Co- 
ordinaten**  des  Punktes  E, 

Diese  Constrnction  lässt  sich  auch  in  folgender  Form  aussprechen: 
Um  irgend  einen  Punkt  E  auf  das  axonometrische  Coordinatensystem 
0,  k^K^K^  zu  beziehen,  legt  man  durch  je  zwei  Knotenpunkte  /TjA^tund 
den  Punkt  E  eine  Ebene,  welche  die  dritte  Axe  in  dem  Coordinaten- 
punkte  El  schneidet. 

Wie  umgekehrt  ein  Punkt  im  Räume  aus  seinen  axonometrischen 
Coordinaten  construirt  wird,  bedarf  keiner  weitern  Erklärung. 

Das  Cartesische  Cuordinatensystem  ist  ein  specieller  Fall  des  azono- 
metrischen:  die  Knotenpunkte  sind  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Axen. 

Zwei  axonometrische  Goordinatensysteroe  mit  gemeinschaftlichen  Axen, 
aber  verschiedenen  Knotenpunkten  nennen  wir  conaxial.  Zu  jeden 
axonometrischen  Coordinatensystem  existirt  also  ein  eonaxiales  Carte- 
sisches. 

Es  seien  nun  (Taf.  VIII,  Fig.  4)  OK^K^K^E  ftinf  Punkte  des  einen  von 
zwei  collinearen  Systemen,  SIK^K^K^E  die  ihnen  entsprechenden  Punkte 
des  andern.  Es  soll  zu  irgend  einem  sechsten  Punkte  P  des  eirsten  Sy- 
stems der  entsprechende  Punkt  11  des  zweiten  Systems  constmirt  werden. 

Wir  wählen  irgend  einen  der  ftinf  Punkte  des  ersten  Systems,  s.  B. 
0,  als  Ursprung,  drei  andere,  z.  B.  K^K^K^^  als  Knotenpunkte  einefl 
axonometrischen  (Koordinatensystems,  auf  das  wir  den  fünften  Punkt  E 
nach  der  oben  besprochenen  Procedur  beziehen.  Mit  den  fünf  Punkten 
SIK^K^K^E  verfahren  wir  genau  ebenso.  Sind  alsdann  E^E^E^  und 
E^E^E^  die  Coordinatenpunkte  der  Punkte  J?  und  E^  so  sind  durch  die 
Punkte  OEiKi  und  HEiKg  auf  je  zwei  entsprechenden  Axen  zwei  pro- 
jectivische  Punktreihen  bestimmt  Um  nun  zu  Punkt  P  des  ersten  Sy- 
stems den  entsprechenden  Punkt  77  des  zweiten  Systems  zu  coustmiren, 
beziehen  wir  Punkt  P  auf  das  lateinische  Coordinatensystem,  suchen  sn 
seinen  Coordinatenpunkten  PiP^P^  die  entsprechenden  Punkte «77] H^/I, 
der  drei  griechischen  Punktreihen*  und  construiren  aus  ihnen  als  Co- 
ordinatenpunkten den  Punkt  77.^* 

Bei  Anwendung  dieser  Constrnction  auf  eine  grössere  Anzahl  von 
Punkten  ist  es  häufig  von  Vortheil ,  die  zwei  Coordinatensysteme  conaxial 


*  Man  bringt  zu  dem  Ende  die  zwei  Punktreihen  OEiKi  und  AEiJT,  in  per- 
spectivische  Lage,  indem  man  sie  so  legt,  dass  die  Punkte  0  und  A  zusammen- 
fallen (vergl.  §8). 

**  Diese  Construction  ist  Übereinstimmend  mit  der  schon  von  Möbins  ge- 
gebenen; vergl.  Möbius,  ßar.  Calcul,  S.  329.  Dagegen  dfirften  die  folgenden 
Constructionen  neu  sein. 
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ZQ  iBdern,  in  der  Art,  dass  statt  der  Punkte  ^iR^R^  und  KiK^K^  die 
Coordinaten punkte  irgend  eweier  anderer  entsprechender  Punkte  als  Kno- 
tenpunkte gewählt  werden.  Es  können  namentlich  die  den  unendlich 
fernen  Punkten  der  drei  griechischen  Punktreihen  entsprechenden  Punkte 
O^G^G^  construirt  und  diese  als  Knotenpunkte  des  lateinischen  Coordi- 
natensystenia  benützt  werden;  alsdann  bestimmen  sich  die  Punkte  des 
griechischen  Systems  durch  Cartesische  Coordinaten.  Oder  mau  kann 
umgekehrt  die  Punkte  des  lateinischen  Systems  durch  Cartesische  Co* 
ordinaten  bestimmen  und  hat  dann  als  Knotenpunkte  im  griechischen 
System  die  den  unendlich  fernen  Punkten  der  lateinischen  Axen  ent- 
sprechenden Punkte  ^1^2^*3  ^^  nehmen. 

Ueberhaupt  empfiehlt  es  sich,  die  Punkte  G^G^G^  und  ^1^2 ^3  gleich 
zu  Anfang  zu  construiren ,  *  indem  sie  die  beste  Auskunft  ttber  die  Natur 
der  collinearen  Beziehung  ertheilen.  So  ergiebt  sich  z.  B.  als  Lösung 
der  zweiten  oben  formulirten  Aufgabe  aus  dem  Vorangehenden  unmittel- 
bar der  Satz: 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür,  dass  die 
durch  die  zwei  Punktsysteme  bestimmte  Collineation  eine  cen tri  sehe 
801,  besteht  darin,  dass  die  zwei  Dreiecke  ^1^2 ^s  ^^^^  ^i^x^d  ^^°' 
lieh  sind. 

Trifft  dieses  jCriterium  zu,  so  können  die  zwei  Systeme  durch  fol- 
gende praktische  Construction  in  perspectivische  Lage  gebracht  werden 
(T«f.  VIII,  Fig.  2): 

Errichte  über  dem  Dreieck  G^G^G^  als  Basis  eine  mit  F^F^F^Sl 
ähnliche  Pyramide  G^G^G^A^  und  über  dem  Dreieck  F^F^F^  als  Basis 
eine  mit  G^G^G^O  ähnliche  Pyramide  F^F^F^^.  Lege  die  zwei  hier- 
durch entstandenen  fthnlichen  Oebilde  (Doppelpyramiden)  G^G^G^OA 
nnd  F^  F^  F^  ASl  so ,  dass  die  homologen  Kanten  parallel  sind  und  dass 
die  zwei  Punkte  A  und  A  in  einen  Punkt  A  zusammenfallen.  Als- 
dann liegen  beide  Systeme  perspectivisch  und  haben  Punkt  A  als  Cd- 
lineationscentrum. 

Man  kann  die  zwei  Doppelpyramiden  in  zwei  verschiedenen  Formen 
construiren:  bei  der  einen  liegen  die  beiden  Spitzen  auf  der  nämlichen 
Seite  der  Grundfläche,  bei  der  andern  auf  entgegengesetzten  Seiten.  Bei 
der  einen  Form  sind  die  zwei  Doppelpyramiden  direct  ähnlich  und  wer- 


*  Dies  wird  am  zweckmässigsten  auf  graphischem  Wege  geschehen.  Uebri- 
grens  bestimmen  sich  die  Fluch tstrecken  und  Gegenstrecken  auch  leicht  durch 
Rechnung:   Sind  h^  und  x^  die  Abscissen  der  Punkte  K^  und  K^ .  femer  e^  und  t, 

die   ozonometrischen  Ck>ordinaten  der  zwei  Punkte  £  und  B^  90  erhält  man  mit- 
teUrt  der  Formeln  I): 

Kl    *••  "—"  JC/  Vi  **  Qi  ~"  rtrf  Mi 


\ 
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den  also  in  direct  ähnliche  Lage  gebracht  (Fig.  2  b),  bei  der  andern 
Form  sind  sie  invers  ähnlich  und  werden  in  invers  ähnliche  Lage  ge- 
bracht (Fig.  2a).  Zwei  centrisch  collineare  ränmliche  Systeme  können 
demnach  jederzeit  anf  swei  verschiedene  Arten  in  perspectivische 
Lage  übergeführt  werden.  Da  bei  der  Lage  a)  je  zwei  entsprechende 
Punkte  der  zwei  Systeme  auf  der  nämlichen  — ^  bei  der  Lage  b)  anf  ver- 
schiedenen Seiten  vom  Collineationscentmm  liegen,  so  ist  die  Lage  a)  (bei 
welcher  die  zwei  Doppelpyramiden  invers  ähnlich  sind)  als  directe— , 
die  Lage  b)  (bei  welcher  die  zwei  Doppelpyramiden  direct  ähuUch  sind) 
als  inverse  zn  bezeichnen.* 

Fig.  2  a  und  2b  zeigt  die  zwei  Lagen  für  den  Fall,  dass  diejenigen 
zwei  Doppelpyramiden,  bei  welchen  die  Spitzen  auf  der  nämlichen  Sdte 
der  Grundfläche  liegen,  invers  ähnlich  sind;  Fig.  3a  und  3b  zeigt  die 
zwei  Lagen  für  den  Fall ,  dass  diese  zwei  Formen  direct  ähnUcb  sind. 
Im  Falle  der  Fig.  2  ist  die  Collineation  eine  gleichstimmige,  im  Falle 
der  Fig.  3  eine  ungleichstimmige. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  unserer  Constraction  für  beide  Lagen 
in  beiden  Fällen  beruht  darauf,  dass  von  den  zwei  projectivischen  Pnnkt- 
reihen  auf  je  zwei  entsprechenden  Axen  der  Ursprung,  der  Fluchtpnnkt 
und  der  unendlich  ferne  Punkt  der  einen  Reihe  resp.  mit  dem  Ursprünge, 
dem  unendlich  fernen  Punkte  und  dem  Gegenpnnkte  der  andern  Reihe 
durch  jene  Construction  thatsächlich  in  perspectivische  Lage  gebracht 
sind ;  damit  liegt  aber  auch  jedes  vierte  Paar  entsprechender  Punkte  der 
zwei  Punktreiheu  perspectiviscb ,  also  Ki  mit  iC,-,  ferner  Ei  mit  Ei  und 
daher  auch  E  mit  E, 

Schliesslich  möge  noch  der  Satz  erwähnt  werden,  dass  zuzweipro- 
jectivisch  collinearen  Systemen  jederzeit,  und  zwar  auf  fünffach  noend- 
lieh  verschiedene  Weise  ein  drittes  construirt  werden  kann,  da«  mit 
beiden  centrisch  collinear  ist.  Am  einfachsten  wird  d#e  Bestimmnagt 
wenn  entweder  die  drei  Axenwinkel  des  gesuchten  Systems  als  Bechte 
gewählt,  oder  wenn  drei  Paare  entsprechender  Punkte  der  zwei  gegebe- 
nen Systeme  als  Bilder  von  drei  unendlich  fernen  Punkten  des  geanch- 
ten  Systems  genommen  und  gleichzeitig  als  Knotenpunkte  verwertbet 
werden. 


*  Findet  die  centriache  Collineation  bei  directer  Lage  ihre  praktiache  Ver- 
werthung  in  der  Beliefsculptar  und  in  der  decorativen  Eunat,  so  hat  die  iwrene 
Lage  eine  wichtige  Bedeutung  in  der  Optik,  insofern  das  von  einem  LinBenayBiem 
entworfene  Bild  eines  Objects  mit  dem  Object  gleichatimmig  centrisch  col- 
linear in  inverser  Lage  ist.  Man  vergl.  hierüber  die  Abhandlung  von  Mö- 
bias:  „Entwickelang  der  Lehre  von  dioptriachen  Bildern  mit  Hilfe  der  CoUinea- 
tionaYerwandtachaft'S  in  den  Berichten  der  königL  aächa.  Gesellach.  d.  Wisseoach. 
?a  Leipzig,  math.-phy8.  Glaaae,  1855,  S.  8flgg. 
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§  13. 
Tranfformation  auf  das  oonaxiale  Cartetische  Oocrdinatensystem.  — 

Collineare  Abbüdimgen  eines  Ellipsoids. 

Von  zwei  projectmsch  collinearen  Figuren  sei  die  Originalfigur  auf 
das  rechtwinklige  Coordinatensystem  0,xyzy  die  Bildfigur  auf  das  axo- 
nometrische  Coordinatensystem  Sly  F^F^F^  bezogen.  Die  collineare  Be- 
ziehung beider  Figuren  sei   bestimmt  durch  die  neun  Orundconstanten 

»lAi   fii   9i' 

Sind  nun  ^rj  i  die  azonometrischen  Coordinaten  irgend  eines  Punk 
tes  n  der  Bildfigur,  x\)i  die  auf  das  conaxiale  Cartesische  System  bezoge- 
nen Cartesischen  Coordinaten  desselben  Punktes,  so  bestehen  zwischen 
^tjt  und  r  ^  S  einfache  Beziehungen.  Es  ergeben  sich  nämlich  aus  der 
Bemerkung,  dass  z.  B.  $,  /'g,  f^  die  Axenabschnitte  der  durch  ^^^3  ^^^ 
n  gelegten  Ebene  sind,  dass  folglich  die  Gleichung  dieser  Ebene  in  den 

Cartesischen  Coordinaten  t^ J  lautet:  --  +  I  +  7-  =  1 1  —  die  Relationen : 

84)      J  = ?^ ,      i?  = 5 ,      f= ? — ^. 

l-.i-l  1-.A-I  i^I-l 

f%      /s  /s      fx  / 1      f% 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  I)  ein,  so  erhält 
man  folgende  Beziehungen  zwischen  den  Coordinaten  xyz  eines  Punktes 
P  der  Originalfigur  und  den  Cartesischen  Coordinaten  rVi  ^^  entspre- 
chenden Punktes  77  der  Bildfigur: 

X  ^  l 

85)    x^ f^ ,    y=-— --^« ,    :  = -^ . 

1+9.^1^1  1  +  i  +  i^l  f  +  i+i-1 

f\      f%      h  fi      '2      '3  #1      f%      h 

Als  Beispiel  für  die  Anwendung  dieser  wichtigen  Relationen  stel- 
len wir  uns  folgende  Aufgabe: 

Gegeben  sei  im  Originalsystem  ein  Ellipsoid 

Wie  sind  die  axonometrischen  Gmndconstanten  zu  wählen,  damit  dem- 
selben als  collineare  Abbildung  ein  bestimmter  Flächentypus ,  namentlich 
(une  Kngelfiäche,  entspreche? 

Die  Anwendung  unserer  Formeln  85)  auf  die  Gleichung  86)  liefert 
ftir  die  Abbildung  der  Fläche  die  Gleichung: 

^^)  a*??^6^r,*  +  cV3*      Vx^/i^/3        ) 

oder  entwickelt: 
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m-Mi¥-^H&-') 


^■^   ^w   w    —    ^     -*   ^ 


_2Ü-2'>» 


fJ^ 


8 


/•/•-2/>+2f+2f  +  2  1-1  =  0. 

/«/3  '8/1  M  '»  'S 


Bezeichnen  wir  zum  Behuf  der  Digcnssion  dieser  Gleichung  die  De- 
terminante derselben  mit  A  (so  dass  also 


^  = 


^11 

'21 


a 


'18 
88 


a 


a 


19 
88 


a 


a. 


(U 


81       "38      "88 


«14 
«84 
«34 


►41       "42       "43       "44 

ist,  WO  nach  bekannter  Bezeicbnungsweise  /i^^,  ^i^^«  -''is*  ^''u»  *"  ^^^ 
Coeflficienten  von  x^,  xy,  xz^  o;,  ...  bedeuten),  so  ergiebt  sich  ftir  .^  fol- 
gender Werth: 

89)  ^  =  - 


1 


?lW(?8* 


AV2Y3»     «'*'C*    " 

Hieraus  folgt*  vor  Allem,  dass  A  nie  positiv  werden  kann«  duB 
sich  also  e'n  Ellipsoid  nie  als  Regelflftche,  sondern  nur  als  Ellipsoid, 
elliptisches  Paraboloid  oder  elliptisches  Hyperboloid  abbilden  kann-^ 

Welcher  dieser  drei  Fälle  eintritt,  hängt  davon  ab,  ob  die  Gegen« 
ebene  das  OriginalelHpsoid  nicht  schneidet  oder  berührt  oder  schneidet. 
Es  sind  also  hierHir  lediglich  die  drei  Grössen  gi  massgebend,  ond  awar 
ergiebt  sich  folgendes  Criterium: 

Die  Abbildung  ist  ein  Ellipsoid,   Paraboloid   oder  Hyper- 
boloid, je  nachdem: 


90) 


a«       b^       c*  <r 
— +  -— 4-  — §  1 


Fragen  wir  endlich  nach  den  Bedingungen ,  die  die  Qrundconstanten 
erfüllen  müssen,  damit  sich  das  Ellipsoid  speciell  als  Kugel flftche  ab- 
bilde, so  liefert  die  Vergleichung  der  Gleichung  88)  mit  der  allgemeinea 
—  auf  das  Gartesische^  System  mit  den  Axenwinkeln  tt'i2^S3''^8i  b®**?" 
nen  —  Gleichung  einer  Kugel 

r^  +  ^*  +  J*  +  2x9  cosw^^  +  ^^h  C'Osw^^  +  2^ X  C05 Wg, 
—  2pr  — 2^9  — 2rg  +  s=t0 
folgende  Bedingungen : 


91) 


,^fe'-.)=,A(^-.)-,Afe'-.)-. 


1  1 


OOS  Wgg  =  


JL  L 


costv^i  =  — 


1  j^ 


*  Vergl.  Hesse,  Vorlesungen  über  analyt.  Geometrie  des  Raumes,  3.  Aafl.i 
8.  465.    (Die  Determinante  A  ist  dort  mit  Co  bezeichnet.) 
•♦  Vergl.  Möbius,  Bar.  Calcul,  S.  814. 
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*  ^  XS_«^.^^  ^  ^  .-  y 


Da  biernach  vier  Grundconstanten  anbestimmt  bleiben,  so  können 
als  weitere  Bestimmungsgleicbongen  noch  die  Gleichungen  VIII)  hinzu- 
gefügt werden.  Damit  ist  der  Poncelet^sche  Satz*  bewiesen,  dass 
jede  Kugel  als  die  Beliefperspective  eines  beliebigen  Ellipsoids  angesehen 
werden  kann,  —  Oder  es  können  die  drei  Grössen  gi  willkürlich  gewählt 
werden,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist:  Ein  beliebiges  Kllipsoid  und  eine 
dasselbe  nicht  reell  schneidende  Ebene  so  collinear  abzubilden,  dass  das 
Ellipsoid  sich  als  Kugelfläche  darstellt  und  das  Bild  der  Ebene  ins  Un- 
endliche fallt. 

§  14 

Bestimmung  der  Collineation  durch  drei  lineare  Kelationen  zwischen 

den  Coordinaten  zweier  entsprechender  Punkte. 

Die  Leichtigkeit,  mit  welcher  sich  die  Aufgabe  des  vorigen  Para- 
graphen erledigte,  ist  eben  durch  das  axonometrische  Princip  bedingt, 
nach  welchem  die  Bildfigur  auf  dasjenige  Coordinatensystem  bezogen 
wird,  dessen  Axen  die  Abbildungen  der  Coordinatenaxen  der  Original- 
figur sind.  Bezieht  man  aber  nun  die  Bildfigur  auf  ein  vollkommen  will- 
kürliches Coordinatensystem  ÄYZ^  das  wir,  wie  das  Coordinatensystem 
der  Originalfigur,  rechtwinklig  und  mit  diesem  gleichstimmig  an- 
nehmen wollen ,  so  gehen  die  Formeln  85)  über  in  Gleichungen  von  fol- 
gender Form :  .         ^  a^Ä +  0^7+ a,Z+ a, 

92)  J    •^"" 

Diese  Gleichuiigen  repräsentiren  den  allgemeinsten  analytischen  Aus 
druck  für  die  collineare  Beziehung  zweier  räumlicher  Systeme  und  bilden 
häufig  den  Ausgangspunkt  bei  der  Untersuchung  der  collinearen  Ver- 
wandtschaft.** Es  ergiebt  sich  nun  für  uns  die  Aufgabe,  diese  Bestim- 
mangsart  der  Collineation  mit  unserer  axonometrischen  Methode  in  Be- 
ziehung zu  setzen,  d.  h.  es  ergiebt  sich  die  Aufgabe: 

Wenn  die  collineare  Beziehung  zweier  räumlicher  Systeme  durch 
die  Formeln  92)  gegeben  ist,  die  neun  axonometrischen  Grundconstan- 
ten  rvik,  fi^  y,  auszudrücken  als  Functionen  der  in  jenen  Gleichungen 
enthaltenen  Coefficienten  ntbiCidi.*** 


d,X+d, 
b^X+h^ 

r+d^z+d, 
r+h^z+h. 

d^X  +  d^ 
r^X  +  c^ 

r+d,z+d, 

r+r,Z+e, 

*  Vergl.  Poncelet,  Traüi  des  propr.  proQ.,  Tome  I,  S.  396. 

^  Z.B.  in  den  S.  403  citirten  Arbeiten  von  Magnus,  Bichelot  undMägis 
Da  sich  die  Gleichungen  92)  nicht  ändern,  wenn  man  eämmtliehe  16  Co- 
efficdenten  mit  einem  uud  demselben  Factor  multiplicirt,  so  kann  einer  dieser  Co- 
efficienten =  1  gesetzt  werden,  so  dass  alsdann  ihre  Anzahl  sich  auf  15  reducirt. 
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Wir  beginnen  die  Lösung  dieser  Aufgabe  damit,  dass  wir  das  Bild- 
system transformiren  auf  dasjenige  Cartesische  Coordinatensjstem  ir^J, 
dessen  Axen  die  Bilder  der  Axen  des  Originalsystems  sind. 

Die  auf  das  Cocirdinatensystem  XYZ  bezogenen  Coordinaten  des 
neuen  Ursprungs  seien  PiP^Ps»  Die  Richtungswinkel  der  neuen  Axen 
seien  a^a^cTg,  ßißfß^^  ?'iy2)'s)  zwischen  den  letsteren  bestehen  die  Be- 
ziehungen : 

cos*  /5i  +  cos^ßi  +  co5«/5s  =  1 , 
cos^y^  +  cos*  y^  +  cos*y^  =  1. 

Alsdann  haben  wir  die  Transformationsformeln: 

94)  \      Y  =  p^  +  xcosa^  +  )i^cosß^  +  iCosy^, 

i     Z  =P3  +  X  cosa^  +  ^  cosß^  + 1  cosy^ . 

Wendet  man  nun  diese  Substitutionen  auf  die  Oleichungen  92)  an, 
so  müssen  die  letzteren  identisch  werden  mit  den  Gleichungen  85).  Dies 
liefert  folgende  Bedingungsgleichungen: 

|«l  Pl  +  «2Pj  +  «3^8  +  «4  =  0, 
^Pl  +  ^;»«  +  *3/'8  +  *4  =  o, 
CiPt  +  C^P%  +  ^8^8  +  ^4  =  0; 
Aj  cos  «j  4"  ^2  ^^*  ^%  +  ^8  cosa^  =  0 , 
c^  cos  a^  4"  ^2  ^^*  ^8  +  ^8  ^^^  ^^s  =  0 , 

^      c^cosß^  +  c^cosß^  +  c^cosß^^ii, 
a^cosßi+a^cosß^  +  a^cosß^  —  O, 

«j  ^^'^  yi  +  ««  ^^^Yi  +  "8  ^'0*^8  =*  0 , 
6j  roÄ/j  +  ^2  cosy^  +  63  cosyg  =  0; 

Ql         a^  cos  Cj  +  f/g  COÄ  CTj  +  « j  CO*  O3 

~Äi  ~     ä^pi  +  d^p^  +  d^p^+d^     ' 

gyx  ^  flfg  _  6,  CQg  ff j  +  b^  cos  j8g  +  ^3  COS  ß^ 

/i  dlPi+^iP9+<kP9  +  ^A       ' 

1         rf|  ro*  «j  +  ^2  ^^*  ''g  "J"  ^8  ^^^  ''8 

/l  ^1  Pl  +  ^^2  ^2  +  ^3  /'s  +  ^4 

ggx  ^  f  ^  rf|  C05ft  +  <fg  fQjffg  +  ^3  CO^fe 

/i  ''lPl  +  <'2P2  +  ^8P8  +  ''4        ' 

1  _  d^  cogy^  +  rfg  605 yg  +  r/3  cosy^ 

h  ^lPl  +  diP%  +  ^9Ps  +  ^4 

Ans  den  18  Gleichungen  93),  95),  96),  97),  98)  bestimmen  sich 
nun  die  18  Grössen  Pt  04  ßi  yt/igf.  Schliesslich  ergeben  sich  dann  die 
drei  Axenwinkel  w^,-  aus  den  Gleichungen 
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'•^^SÄX>y"/«>»^v  < 


99) 


co$fv^2  ==  cosa^  cosß^  -|-  cosa^  cosß^  +  cosci^  cosß^^ 


UNIVERSITY 


sSfLCALIFORH^ 


Zum  Behuf  der  Auflösung  unserer  Gleichungen  führen  wir  folgende 
Bezeichnungen  ein:  Wir  bezeichnen  die  Unterdeterminanten  der  Substi- 
tntionsdeterminante    ^ 

'l       «2 


100) 


Ä  = 


^e 


'8 
'8 


mit  ^^  i^2  -  •  •  ^1  •  •  •  9  ferner  die  Unterdeterminanten  der  Determinante 


101) 


Z>,= 


«1  «8  ^'S 
6j  *2  *8 
Cj       Cj       Cj 


mit  «i«j|...g5,    ... 

Es  liefern  nun  zuuftchst  die  Gleichungen  95)  für  die  Ursprungs- 
coordinaten  —  und  die  Gleichungen  96)  und  93)  für  die  Richtungswin- 
kel folgende  Werthe: 

102)  p,=  ^; 


CO^tti!= 


103) 


«1» +  «»*  +  «»*' 


COS*ßf 

,t , 


Mit  diesen  Werthea  erhält  man  sodann  ans  den  Gleichnngen  97) 
98)  nnd  99)  für  die  axonometriscben  Orandconstanten  folgende  Aus- 
draeke: 


104) 


^4 


,  _ .  Ä  ^V  +  V  +  V 


^, 


105) 


A«  -  ±  ^  o 


ß, 
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^^  ^^^-^^.^— "^^<* 


cosw,,=  1     1   ■   "-^    »  ■      SS 


"    ^«i-'  +  V  +  V  ^«1*  +  **'  +  ««,»' 

Die  Gleichungen  10«*))  und  106)  können  noch  auf  eine  etwas  andere 
Form  gebracht  werden.  Bildet  man  nMmlich  nach  dem  MnltipHcations- 
theorem  das  Quadrat  von  D^  und  bezeichnet  die  Unterdeterminanten  der 
so  entstehenden  Determinante 

9^11  ^18  ^13 
0^21  ^22  ^23 
^81       ^82       ^«8 


107)  />/  = 

mit  Oiki  80  ist  z.  B. 


9l,93,  +  ?l2  9)»  +  9lsS38  =  ö«  u,  s.  f. 
Man  erhalt  daher  für  /Jf  und  coswik  folgende  Ausdrücke: 


108)  ^     /•  =  +  ^?^, 

109)  ^     fos»'„  = 


ros  Wj,  = 


22  i^SS 


Die  Gleichungen  105)  und  108)  lassen  die  Vorzeichen  von  [%  un- 
bestimmt. Dieselben  bestimmen  sich  aus  denjenigen  der  Qi^  insofeni 
fi  und  Qi  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 

Bezüglich  der  Axenwinkel  Wik  muss  noch  entschieden  werden«  ^^ 
aus  denselben  das  Bildcoordinatensystem  zusammenzusetzen  ist,  obgleich* 
stimmig  mit  dem  Originalcoordinatensystem,  oder  ungleicHstimmig.  D.H. 
es  ist  zu  entscheiden,  ob  die  durch  die  Formeln  92)  bestimmte  Col- 
lineation  eine  gleichstimmige  oder  ungleichstimmige  ist. 

Das  Bild  des  Oreistrahls  o^xyz  sei  01,  |»/£.  Wir  denken  ansein 
mit  O^XYZ  paralleles  Coordinatensystem  mit  Ursprung  in  o>.  Sind  dann 
X'Y' Z  die  auf  dieses  System  bezogenen  Coordinaten  eines  auf  »1  ^* 
liebig  gewählten  Punktes,  ebenso  X^'V  Z"  und  A^'T^'Z"'  die  Coordinaten 
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sweier   auf  0917  nnd  mi  beliebig  gewählter  Punkte,  so  ist  der  Dreistrahl 
»y  iffi  mit  0,  ÄTZ  gleiclistimmig  oder  nngleicbstimmig ,  je  nachdem 


110) 


X'"  Y"'  i" 


^1 


ist.     Es   handelt  sich   nnn   dämm,   diese  JDeterminante,   die  wir  mit  ^ 
bezeichnen  wollen,  auszudrücken  in  den  CoefQcienten  aihitidi. 

Zwischen   den   Coordinaten   unserer  drei   Punkte  bestehen   vermöge 
ihrer  Lage  auf  den  drei  Strahlen  io|,  ooi;,  (»{;  folgende  Beziehungen: 

CjZ'+CjF'  +C32r  =0, 

Setzt  man  daher  je  eine  Coordinate  der  drei  Punkte  =  1 ,  so  erhält  man 
fttr  A  folgenden  Werth: 


111) 


112)    z/=: 


I  ^       ^ 


SB, 


2t, 
1 


6s 


i_JL  JL 


31, 

«, 

«. 

», 

«, 

». 

6, 

€, 

6, 

«1  »,«3      *• 


Wir  haben  somit  (weil  O^XFZ  mit  o^xyz  gleichstimmig)  den  Satz: 
Die  durch  die  Formeln  92)  bestimmte  Collineation  ist  eine  gleich- 
stimmige  oder  ungleichstimmige,  je  nachdem 


113) 


«i352  6s^l- 


Diesem  Criterium  entsprechend  ist  nun  das  Bildcoordinatensjstem 
entweder  gleichstimmig  oder  ungleichstimmig  mit  dem  Originalcoordi- 
natensjstem  zu  construiren. 

Anmerkung.  Substituirt  man  die  obigen  Ausdrücke  in  den  Be- 
dingungsgleichungen  90)  und  91),  so  ist  damit  die  Aufgabe  gelöst:  Welche 
Besiehnngen  müssen  zwischen  den  Coefficienten  einer  linearen  Substitu- 
tion   obwalten,    damit    einem    im    Originalsystem    gegebenen    Ellipsoid 

-^  +  ^  +  — =  1    im  Bildsystem   ein   bestimmter  Flächentypus   (nament- 
lieb  eine  Kugelfläche)  entspreche? 

§  16. 
Oollmeation  zwischen  ebenen  Systemen. 

In  der  rorangehenden  axonometrischen  Theorie  der  coUinearen  Ver- 
wandtschaft von  räumlichen  Systemen  ist  die  Collineation  zwischen  ebenen 

KflftulirUI  f.  Mathematik  n.  Physik,  ZXI,  6.  89 
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Systemen  mit  einbegriffeQ,  insofern  man  nur  notbwendig  hat,  von  den 
unseren  Betrachtungen  zu  Grunde  gelegten  Coordinatensystemen  immer 
nur  eine  Coordiuatenebene,  z.  B.  die  a:^- Ebene,  bezw.  |i}- Ebene,  kq 
berücksichtigen.  Es  mögen  in  dieser  Beziehung  folgende  AndeutuDgen 
genügen : 

Das  axonometrische  Coordinaten System  in  der  Ebene  wird  gebildet 
von  zwei  vom  Ursprung  0  ausgehenden  Axen  mit  den  Knotenpunkten 
AT]  und  k\ .  Auf  dasselbe  wird  ein  Punkt  E  dadurch  bezogen ,  dass  mui 
h\E  und  k\E  zieht ,  welche  die  beiden  Axen  in  den  Coordinatenpunkten 
E^  und  E^  schneiden;  0 E^  und  OE^  sind  die  axonometrischen  Coordin»- 
ten  des  Punktes  E. 

Die  collineare  Beziehung  zwischen  zwei  ebenen  Figuren  kann  da* 
'  durch  bestimmt  werden,  dass  man  die  fünf  axonometrischen  Ornndeon* 
stauten  ^v^^fifiQiüi  willkürlich  wählt,  die  Originalfigur  auf  ein  Carte«- 
sches  Coordinatensystem  0,  xy  bezieht  und  die  nach  den  Formeln 

t^  fx^      ^^  f%y 

^-9i  y  —  9% 

reducirten  Coordinaten  auf  das  axonometrische  Coordinatensystem  Sly  A\  ^f 
mit  rv^^  als  Axenwinkeln  und  f^f^  als  Axenlängen  bezieht. 

Dass  zwei  collineare  ebene  Systeme  immer,  und  zwar  auf  unendlich 
verschiedene  Weise,  in  perspectivische  Lage  gebracht  werden  k5n 
nen,^  ergiebt  sich  folgendermassen : 

Geht  man  von  der  perspectivischen  Abbildung  eines  ebenen  Systems 
aus,  indem  man  die  xy- Ebene  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
O^xyz  als  ßbene  des  Originalsystems  wählt,  die  Lage  der  Ebene  des 
ßildsystems  durch  ihre  drei  Axenabschnitte  m^  m^  m^  und  die  Lage  des 
Auges  durch  seine  drei  Coordinaten  OiO^a^  bestimmt,  so  erhält  man  in 
den  Gleichungen  II)  bis  VI)  (S.  406)  die  fünf  Grundeonstanten  «'u/i/j 
Qig^  ausgedrückt  als  Functionen  der  sechs  Orientirungsconstanten  m^si^flij 
^1^8  ^8*  ^1^1  ™&Q  alsdann  umgekehrt  die  sechs  Orientirungsconstauten 
als  Functionen  der  fünf  Grundeonstanten  ausdrücken,  so  bleibt  eine  der 
ersteren  unbestimmt. 

Ist   die  collineare  Beziehung  zwischen  zwei  ebenen  Systemen  durch 

vier  Paare   entsprechender  Punkte  OK^fC^E  und  SIK^K^E  gegeben,  so 

ist  das  Verfahren  analog  mit  dem  in  §  12  angegebenen.    Die  dort  gelehrte 

Lösung   der  Aufgabe,   zwei  collineare  Systeme  in   perspectivische  Lage 

überzuführen,  reducirt  sich  für  ebene  Systeme  auf  folgende  Construction: 

Beziehe   die  Punkte  E  und  E  auf  die  zwei  axonometrischen  Co- 

ordinatensysteme  0,  K^l{^  und  SlyK^K^^  ihre  Coordinaten  punkte  seien 

E^E^  und  E^E^'y   construire   für   die  zwei  projecti  vi  sehen  Punktreihen 


*  Vergl.  Jacobi,  „Theoria  andlfftica  generalis pratjectiomacenträlisi",  Grelle*« 
Journal  Bd.  8,  S.  338. 
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OB^K^  und  SIE^K^  den  Gegenpnnkt  ^j  nnd  Flnchtpnnkt  f\,  desglei- 
chen für  die  zwei  Punktreihen  OE^K^  und  SlEl^K^  die  Punkte  G^  und 
f'g;  lege  durch  G^G^  (Taf.  VIII,  Fig.  2)  unter  beliebigem  Winkel  q> 
gegen  die  Ebene  des  Originalsytems  eine  Ebene  und  construire  in 
dieser  ein  Dreieck  G^G^A  ähnlich  F^F^Si-^  lege  ebenso  durch  ^1-^2 
unter  demselben  Neigungswinkel  q>  gegen  die  Ebene  des  Bildsjstems 
eine  Ebene  und  construire  in  ihr  ein  Dreieck  F^F^Ä  ähnlich  G^G^O\ 
ziehe  AO  und  ÄSl  und  bringe  die  zwei  so  entstandenen  ähnlichen 
Tetraeder  OG^G^A  und  a'F^F^SI  in  ähnliche  Lage,  so  dass  Punkt  A 
mit  a'  zusammenfällt. 

Die  zwei  Tetraeder  können  sowohl  direct  ähnlich,  als  invers  ähnlich 
construirt  werden.  Hierdurch  sind  zwei  verschiedene  Arten  der  perspec- 
tivischen  Lage  —  eine  (resp  )  inverse  und  eine  directe  —  bedingt, 
von  denen  jede  einzelne  durch  Veränderung  des  Winkels  q>  beliebig 
variirt  werden  kann.  —  Mit  9  =  0  oder  =180^  fallen  die  zwei  Systeme 
in  eine  und  dieselbe  Ebene.  Demnach  können  zwei  collineare  ebene 
Systeme  in  einerund  derselben  Ebene  auf  vier  verschiedeneArten 
in  perspectivische  Lage  gebracht  werden.*  Die  Figuren  5  (Taf.  VIII) 
zeigen  diese  vier  Lagen :  Fig.  a)  und  b)  die  zwei  directen ,  Fig.  c)  und 
d)  die  zwei  inversen  Lagen,  a)  und  c)  mit  9)  =  0,  b)  und  d)  mit  ^=180^. 

Die  Ausführungen  der  §§  13  und  14  lassen  sich  ebenfalls  mit  Leich- 
tigkeit auf  ebene  Systeme  übertragen: 

Die  Transformationsformeln  vom  axonometrischen  zum  conaxialen 
Cartesischen  Bildcoordinatensystem  lauten: 

114)  i=-^'    n  =  ^' 

1-5.  1-1 

f,  fx 

Zwischen  den  Coordinaten  xy  eines  Punktes  der  Originalfignr  und 
den  Cartesischen  Coordinaten  x^  des  entsprechenden  Punktes  der  Bild- 
fignr  besteben  die  Beziehnngen: 

9if-  ff«  7- 

115)  x  = ü ,      j,  = Ö , 

l  +  l-l  1  +  1-1 

fifi  fx      h 

Als  Criterium  dafür,  dass  die  Ellipse 

116)  ^+,^  =  1 

im  Bildsystem  als    Ellipse,    Parabel  oder  Hyperbel   abbilde, 
sich: 


•  Vergl.  die  S.  403  citirte  Abhandlung  von  Stephen  Smith,  S.  202. 

29* 
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117)  f!j.^.<r 

Ffir  den  Kreis  erhält  man  die  Bedingungen: 
„8)  »(?V*-l)  =  l,(^^-l)=-— J— . 

Da  hiemach  drei  Grundconstanten  nnbestimmt  bleiben,  so  können  i.  B. 
die  zwei  Grössen  gi  willkürlich  gewählt  werden.  Damit  ist  der  Pon- 
celet^ sehe  Satz*  bewiesen:  Eine  Ellipse  nnd  eine  sie  nicht  schneidende 
Gerade  können  stets  so  projicirt  werden ,  dass  die  Ellipse  sich  als  Kreii 
abbildet  nnd  dass  das  Bild  der  Geraden  ins  Unendliche  iXIlt. 

Ist   die  collineare  Beziehnng  zwischen  zwei  ebenen  Systemen  durch 
die  zwei  linearen  Relationen 

gegeben,  and  bezeichnet  man  die  ünterdeterminanten  der  Snlratitiitioiu- 
determinnnte 

120)  R  = 

mit  A^A^...  B^... ,  80  drücken  sich  die  fttnf  Omndconstttnten  folgender- 
massen  in  den  Sabstitntionscoefficienten  aas: 

9i—      j.  \ii  —  ±-ß  -z        » 

121)  J  »  122)  \  "^        ^« 

123)  com«  = "ih+J't^* 


«1 

«« 

«8 

bt 

b. 

*» 

rfi 

rf, 

1> 

l 

i 

§  16, 
Sohlnsswort.    Chaslei'sohe  und  projeotiyisohe  Ooordinaten. 

Die  in  §  12  definirten  axonometrischen  Coordinaten  stehen  in  naber 
Beziehnng  zn  den  allgemeinen  projectivischen  Coordinaten.  Sie  können 
nämlich  als  eine  Modification  der  Chasles^ sehen  Coordinaten^  an- 
gesehen werden,  welche  ihrerseits  einen  Specialfall  der  —  von  Möbinfl 


•  Vergl.  Poneelet,  TraiU  des  propr.  prqj.  des  fig,,  Tome  I,  S.  63. 
**  Für  die  Ebene  findet  man  die  ausführliche  Behandlung  dieser  Coordinaten 
in  Chasles,  Tratte  de  O^omärie  supMeure,  Paris  1852,  8.  841flgg.  Für  d« 
Raum  ist  das  von  Chasles  in  seiner  Geschichte  der  Geometrie  (a.  die  deotadie 
Ausgabe  von  Sohnke,  Halle  1839,  S.  282)  aufgestellte  allgemeinere  Coordinaten- 
system  in  derselben  Weise  zu  specialisiren ,  wie  Chasies  dies  in  seinem  Traut 
de  Giom,  sup.,  S.  341,  för  die  Ebene  ausgeführt  hat. 
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angedeoteten ,  von  y.  Staadt  ausgesprochenen  und  von  Fiedler  nutz- 
bar gemacliten  und  mit  den  tetrametrischon  Coordinaten  identificirten  — 
allgemeinen  projectivischen  Coordinaten*  repräsentiren. 

Ek  sei  nämlich  O,  K^  Ä\  f{^  ein  axoiiometriscfaes  Ooordinatensystem, 
k^k^k^  seien  die  Axenlängen,  e^e^e^  und  xyz  die  axonometrischen  Co- 
ordinaten zweier  Punkte  E  und  /*.  Bezeichnen  wir  nun  mit  e/*'^  e^^*^  e^*'^ 
und  x<<^>y'^z(^)  die  auf  dasselbe  System  bezogenen  Chasl es* sehen  Coordi- 
naten der  Punkte  B  und  P,  ferner  mit  x^^^y^^z^^>  die  auf  dasselbe  Sy- 
stem mit  E  als  Einheitspunkt  bezogenen  projectivischeu  (Fiedler* sehen) 
Coordinaten  von  P,  so  definiren  sich  die  Chasl es 'sehen  und  projeetivi- 
schen  Coordinaten  durch  folgende  Oleichungen: 

,24)  -<'>=;^.    »'"=A'.  ^''=*^' 

35  y  z 


,25)  ^n=.^'=Ar:^,  ^.,=^=i^,  ^<'"=Ä=^-^ 


£?/«)  e^      ^     ^  e^^'^  e^      '  «3^'>  e 


s 


Sind  2iZ8)CsX4  ^^^  ^^^  ^^  Fundamentaltetra^er  OK^K^K^  mit  £  als 
Binheitspunkt  bezogenen  tetrametrischen  Coordinaten  von  P  (so  dass  also 

Xt==  —  ist,  wenn  l)i<)2<)3<)4  und  Cje2C3C4  resp.  die  Abstände  der  Punkte  P 

and  ^  von  den  Ebenen  OK^K^^  OK^K^^  OK^K^y  KyK^L\  bedeuten),  so  ist: 

126)  '^^af<^\       ^  =  y^^»       ??  =  t(''). 

%\  lU  lU 

Ist  eine  Collineation  durch  fünf  Paare  entsprechender  Punkte  OK^K^K^E 

and   Sl  K^K^K^E  gegeben ,    so  finden   zwischen   den   axonometrischen, 

Chasl  es 'sehen   und   projecti vischen  Coordinaten  zweier  entsprechender 

Pankte  P  und  77  folgende  Beziehungen  statt: 

'^''  ^     =(yp^?^^^  '  ^"'  '  entsprechend, 

128)  r^>=^^^^>, 

129)  l^^)^x^^\ 

So   brauchbar  sich   auch   die   axonometrischen  Coordinaten   nament- 
lich   in    constructiver   Beziehung    vermöge    ihrer  Handlichkeit  und   An- 


*  Verglr  Möbius,  Bar.  Calcul,  S.  320  und  329;  v.  Staadt,  Beiträge  zur 
Geometrie  der  Lage,  2.  Heft,  Nürnberg  1867,  S  266;  Fiedler,  Ueber  die  projec- 
ti vischen  Coordinaten ,  in  der  Vierteljahrsschrifb  der  naturforBchenden  Gesellschaft 
za  Zürich,  Bd.  16,  S.  162flgg. ,  oder  Fiedler,  Darstellende  Geometrie,  Leipzig 
1871,  S  607  ^g, 

**  Diese  Gleichung  folgt  anmittelbar  aas  Gleichung  Ij  in  Verbindung  mit  83). 
Die  griechischen  Buchstaben  haben  hier  und  im  Folgenden  für  das  griechische 
Punktsystem  genau  dieselbe  Bedeutung,  wie  die  gleichlautenden  lateinischen  Bncb- 
ataben  für  das  lateinische  System. 
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*  ^^^^  ^  ^  ^  A<^  •*  ^  ^  ^^  * 


sehanlichkeit  erweisen,  so  angeeignet  aeigt  sich  hftafig  ihre  Anwendvng 
bei  analytischen  Untersnchnngen  (schon  darnm,  weil  die  Ordnung  einer 
Fläche  nicht  mit  dem  Grade  ihrer  Oleichnng  in  axonometrischen  Co- 
ordinaten  übereinstimmt).  Der  Uebergang  von  axonometrischen  Coordi- 
naten  zn  Chasl es* sehen  oder  projecti Tischen  oder  tetrametrischen  kann 
aber  nnn  nach  den  obigen  Formeln  jeden  Augenblick  mit  Leichtigkeit 
bewerkstelligt  werden.  Am  besten  wird  man  thnn,  alle  vier  Arten  tos 
Coordinaten  gleichzeitig  zu  berücksichtigen,  indem  man  sich  die  Modi> 
ficationen ,  die  die  Form  eines  analytischen  Ansdmckes  beim  üebergange 
von  einer  Art  zn  einer  andern  erleidet,  jederzeit  präsent  erhält  and  sich 
eine  möglichste  Fertigkeit  and  Ungenirtheit  im  Changiren  aneignet 

Die  in  §  12  gegebene  Lösnng  der  Anfgabe:  „Wenn  eine  Collinea- 
tion  durch  fUnf  Paare  entsprechender  Pankte  gegeben  ist,  zn  jedem 
sechsten  Pankte  den  entsprechenden  zn  constrairen'S  ist  übereinstim- 
mend mit  der  schon  von  Möbius,  dem  scharfsinnigen  Erfinder  dei 
tetrametrischen  Coordinaten,  gegebenen  Constraction.  Sie  fiiesst  jedoch 
bei  Möbins  nicht  mit  der  Innern  Nothwendigkeit  ans  der  Natar  seines 
CoordiuatensystemSt  akr  dies  bei  unserer  axonometrischen  Methode  der 
Fall  ist.  Es  ist  bei  Möbius  weniger  die  Theorie  der  barycentrisehen 
Coordinaten,  als  vielmehr  die  Theorie  der  geometrischen  Netze,  welche 
speciell  jener  Constraction  das  Leben  gegeben  hat.  Mit  dieser  Con* 
struction  hat  aber  nun  Möbius  den  Orundgedanken  der  allgemeinen 
projecti vischen  Coordinaten  ausgesprochen  und  damit  den  Keim  zu  der 
Verschmelzung  der  constructiven  und  analytischen  Methode  gelegt,  deren 
wir  uns  heute  erfreuen,  v.  Staudt  nahm  den  Möbias^schen  Gedan- 
ken auf  und  verarbeitete  ihn  weiter,  indem  er  die  Doppelverhältnifise 
als  Variable  einführte*  Aber  erst  Fiedler  wurde  sich  der  eminen- 
ten Bedeutung  dieser  Coordinaten  vollständig  bewusst.  Er  hat  das  Ziel 
seines  Strebens:  die  analytische  und  constructive  Methode  so  enge  mit- 
einander zu  verknüpfen,  dass  es  sich  bei  ihrer  Anwendnng  nicht  mehr 
um  ein  aul  —  aui^  sondern  vielmehr  um  ein  9%ve — $tpe  handle,  durch 
die  Ausbildung  der  projectivischen  Coordinaten  auf*s  Schönste  realisirt 
und  sich  dadurch  das  hohe  Verdienst  erworben,  die  Kluft,  die  zwischen 
beiden  Methoden  bestand,  für  immer  geschlossen  zu  haben. 


*  Uebrigens  deutet  schon  Möbius  S.  380  an:  „~  die  zwei  oder  drei  Doppel* 
▼erhältnifise,  wodurch  jeder  andere  Punkt  der  gegebenen  Figur  in  Bezug  auf  die 
ersten  vier  oder  fünf  Punkte  vollkommen  bestimmt  wird,  ...". 


XVIII. 

Zur  synthetischen  Behandlnng  der  ebenen  Curven 

dritter  Ordnung. 

Von 

MlLINOWSKl , 

Obarlehrer  am  OTmaMiom  su  Weiflienburg  Im  BUat«. 


L    Allgemeine  Eigensohaften. 

Um  auf  rein  synthetischem  Wege  die  Eigenschaften  der  ehenen  Cnr- 
ven  dritter  Ordnang  zn  erforschen,  geht  man  wohl  am  besten  von  einer 
Curve  dritter  Ordnang  ans,  welche  als  Ort  der  gemeinschaftlichen  Tripel 
der  in  einem  Kegelschnittnetze  vorkommenden  Büschel  auftritt  und  die 
daher  nach  Steiner  (vergl.  Stein er^s  Vorlesungen,  herausgegeben  von 
Schroeter)  Tripelcurve  heissen  soll.  Namentlich  ist  in  den  Eigen- 
schaften des  Kegelschnittnetzes  auch  ein  Mittel  gegeben,  die  Polareigen- 
Schäften  der  Curven  dritter  Ordnung  abzuleiten,  was  ich  in  einem  Pro- 
gramm des  Tilsiter  Gymnasiums  vom  Jahre  1872  in  einer  Abhandlung: 
„Die  Polaren  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkten", 
ansgespTochen  habe.  Gleichzeitig  hat  Herr  Dr.  Slawyk  in  seiner  Inaugu- 
raldissertation „Die  Polareigenschaften  der  allgemeinen  ebenen  Curven 
dritter  Ordnung**  (Breslau,  Jungfer^s  Buchdruckerei)  die  Polareigenschaf- 
ten  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  aus  den  Eigenschaften  des  Kegel- 
schnittnetzes  abgeleitet.  Um  diese  Ableitung  allgemein  giltig  zu  machen, 
bleibt  noch  zu  aeigen ,  dass  eine  Tripelcurve  eine  ganz  allgemeine  Curve 
dritter  Ordnung  ist,  also  z.  B.  auch  erzeugt  werden  kann  durch  ein 
Kegelschnittbüschel  und  ein  projectivisches  Strahlenbüschel  Letzteres 
habe  ich  im  Programm  des  Gymnasiums  von  Weissenburg  vom  Jahre 
1875  in  der  Abhandlung  „Die  Haupterzeugungsarten  der  ebenen  Curven 
dritter  Ordnung**  bewiesen.  Später  bin  ich  jedoch  auf  einen  weit  ein- 
fächern  Beweis  gestossen ,  den  ich  im  Folgenden  mittheile.  Daran  knüpfe 
ieh  die  Theorie  der  Polaren  einer  Curve  dritter  Ordnung,  indem  ich  von 
der  Chasl es' sehen  Erzeugungsart  ausgehe.  Die  angewendete  Methode 
isft  einfach  und  lässt  sich  modificirt  auch  bei  Curven  höherer  Ordnung 
zur  Anwendung  bringen. 

1.  Haben  zwei  projectivische  Kegelschnittbüschel 
(J5C/>)(xi«J4»«g»x^«...)  und  {j4BC'D'){Xj^X^^]i^^k^*..,)  zwei 
Grundpunkte  AB  gemein  und  entspricht  das  Geraden- 
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paar  {AB^  CD)   dem  Paare  {AB^  ^' D')^   so   ersengen  beide 
durch     die    Durchschnitte     homologer    Elemente   eine 
Curve  C^  dritter  Ordnung,  die  auch  durch  jedes  dieser 
Büschel    und   ein   projectivisches   Strahlenbfischel  er- 
zeugt werden  kann,  dessen  Scheitel  M  auf  C^  liegt. 
Jeder  Kegelschnitt  des  einen  Büschels  {A  BCD)  wird  von  allen  Kegel- 
schnitten   des  andern  {AB  CD')    in   den   Punktpaaren   einer  InvolatioD 
geschnitten,  deren  Centrum  b.vSC'D'  liegt;  nennen  wir  diese  In volntioni- 
centra  K^K^K^,..  und   lassen  jedem  Kegelschnitte  x^*  %^  %^ ,.,  das  ihm 
ankommende  Centrum  entsprechen,  so  ist 

(A'i Äfj  Ä'j . . . )  /\  (}(j  Xj  X3  . . .). 
Ebenso  wird  jeder  Kegelschnitt  des  zweiten  Büschels  von  allen  des  ersten 
in  einer  Involution  geschnitten.     Sämmtliche  Involutionscentra  i^i^s^- 
liegen  auf  CD  und  es  ist  wieder 

(i,ijZ,...)Ä(VW-"), 

also  auch  _ 

Der  Schnittpunkt  (C/>,  C*D')  entspricht  bei  dieser  projectivischen 
Beziehung  sich  selbst ,  also  liegen  die  Pnnktreihen  perspectivisch  uncl  es 
schneiden  sich  die  Geraden  A^i^j,  K^L^^.,,  in  einem  Punkte  if.  Diese 
Geraden  sind  aber  die  Durchschnitte  der  homologen  Kegelschnitte  *i^^ 
n^X^y  —  Lassen  wir  jede  Gerade  jedem  der  Kegelschnitte,  deren 
Durchschnitt  sie  ist ,  entsprechen ,  so  ist  zwischen  den  Kegelschnitten  und 
den  Geraden  eine  projectivische  Beziehung  hergestellt  und  daher  liegen 
die  Schnittpunkte  (xj^Aj^),  ...  auf  einer  Curve  C  dritter  Ordnung. 

Anmerkung.  Haben  die  projectivischen  Büschel  {AB CD)  und 
{ABCfD')  die  Geradenpaare  {AB,  CD)  und  (AB.C'D')  nicht  als  homo- 
loge, so  umhüllen  die  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  homologer 
Elemente  verbinden,   einen  Kegelschnitt,  welcher  CD  und  CD'  berührt 

2.     Ist    eine   Curve   C^   dritter  Ordnung    durch  ein 

Kegelschnittbüschel  (^^C/>)t»i*V«8*--l  ^^^  ein  projec- 
tivisches  Strahlenbüschel  M {s^s^s^...)  entstanden,  so 
kann  sie  auf  unzählige  Arten  durch  dasselbe  Strahlen- 
büschel {M)  und  andere  projectivische  Kegelschnitt- 
büschel erzeugt  werden,  deren  Grundpunkte  auf  C^ 
liegen. 

Die  Kegelschnitte  Xj^x^^Xj*...  mögen  s^  in  EiFif  Ä^^s»  ^s^s»  •• 
schneiden;  ferner  seien  ^2^2»  ^s^a»  •  •  ^^^  Schnittpunkte  von  «,*,  x,*,... 
mit  s^,  ^3,  ....  Legt  man  durch  ^  und  die  Punkte  E^F^G^H^  einai 
Kegelschnitt  A^'  und  durch  AK^F^G^H^  einen  andern  l^^  so  bestimmen 
beide  ein  Büschel  mit  den  Grundpunkten  A  B'C'D\  von  dem  ein  Kegel- 
schnitt l^  durch  E^Fy^  gehen  muss,  weil  £\/\,  E^F^^  E^F^,  ...  in  Invo- 
lution sind. 
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Lassen  wir  den  Strahlen  s^s^s^  die  Kegelschnitte  ^i^A^^Aj)'  entspre- 
chen, so  ist*  dadurch  eine  projectivische  Beziehung  hergestellt;  wir  nen-  ^ 
neu  Jt^^Ag'...  die  den  Strahlen  s^s^.,.  entsprechenden  Kegelschnitte.  Die 
beiden  Büschel  Af (S| «2-- •)  ^^^  (AB^(fI/)\kj^k^*,,.\  erzeugen  eine  Curve 
C|'  dritter  Ordnung,  welche  mit  C  zusammenfallen  muss.  Dazu  ist  nach- 
zuweisen ,  dass  X4'  und  A^'  sich  auf  s^,  n^  und  l^  sich  auf  »5,  ...  schnei- 
den« —  Jeder  Strahl  des  Büschels  (s^s^.,,)  wird  von  beiden  Kegelschnitt- 
büscheln (1^^%^'  )  und  (Ai^Aj*...)  in  einer  quadratischen  Involution  ge- 
schnitten; auf  jedem  Strahle  fällt  ein  Punktpaar  der  einen  mit  einem 
Pnnktpaare  der  andern  Involution  zusammen.  Ordnen  wir  die  beiden 
Kegelschnitte,  welche  durch  das  gemeinsame  Punktpaar  gehen,  einander 
zu,  so  ist  zwischen  den  Kegelschnittbüscheln  dadurch  eine  projectivische 
Beziehung  hergestellt.  Wenn  auf  dem  Strahle  s  sich  die  beiden  Kegel- 
schnitte x^  und  A'  der  Büschel  schneiden,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  der 
Kegelschnitt  x^  von  keinem  andern  Kegelschnitte  des  Büschels  (A^^...)  in 
zwei  Punkten  eines  Strahles  von  (^i-..)  geschnitten  wird.  Der  Kegel- 
schnitt n?  wird  von  allen  Kegelschnitten  von  (A|'...)  ausser  in  Ä  Gruppen 
von  je  drei  Punkten  geschnitten,  deren  Verbindungslinien  einen  Kegel- 
schnitt ft  einhüllen.  Zu  den  Tangenten  dieses  Kegelschnittes  gehört  auch 
s^y  weil  die  Kegelschnitte  {%^^>  )  und  (A^'...)  die  Gerade  s^  in  derselben 
Involution  schneiden.  Daher  kann  man  von  M  nur  noch  eine  Tangente 
s  an  ft  ziehen,  welche  also  der  einzige  Strahl  durch  M  ist,  auf  dem  sich 
»''und  ein  Kegelschnitt  A  des  Büschels  (A^^...)  schneiden.  Dadurch  ist 
zwischen  den  Kegelschnitten  von  (n^  ..)  und  (üi*-.*)  und  den  Strahlen 
von  Ui...)  eine  projectivische  Beziehung  hergestellt.  Da  in  dieser  aber 
^'xs'^^  ^1^%^  und  'i's^s  entsprechende  Elemente  sind,  so  müssen 
anch  n^li^s^^  ^ö^V^si  *"  homologe  Elemente  der  drei  Büschel  sein.  Die 
Curven  C^  und  C^  haben  also  unendlich  viele  Punkte  gemein  und  fallen 
daher  zusammen. 

Folgerung.  Die  Curve  C^  welche  durch  die  projecti vischen  Btt* 
acbel  {AB CD)  und  {M)  erzeugt  ist,  wird  von  jedem  Kegelschnitte /if*  in 
sechs  Punkten  geschnitten. 

Es  seien  EFG  drei  beliebige  Punkte  von  A^,  die  nicht  auf  C^  liegen, 
und  AT  zwei  beliebige  Punkte  von  C\  Die  fünf  Punkte  EFGXY  be- 
stimmen einen  Kegelschnitt  Y^  und  wenn  V  die  Curve  C  durchläuft, 
durchläuft  F'  das  Büschel  (EPGX).  Wenn  darauf  Ä  die  ganze  Curve 
C^  durchläuft,  so  erhält  man  alle  Büschel,  die  im  Netze  {{EFG))  vor- 
kommen können  und  daher  auch  den  Kegelschnitt  XK  Dieser  schneidet 
daher  C  in  zwei  Punkten  Xq  ¥q  .  Auf  dieselbe  Art  denken  wir  uns  jetzt 
alle  Kegelschnitte  des  Netzes  {{EÄqYq))  entstanden  und  folgern,  dass 
A'  die  Curve  C^  noch  in  zwei  weiteren  Punkten  Z^,Z\  schneiden  muss. 
Ein  Strahl  s^  durch  M  schneidet  C»  in  E^F^  und  der  durch  E^F^X^Y^Z^ 
bestimmte  Kegelschnitt  trifft  die  Curve  C  noch  in  U^  so  kann  nach  dem 
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Vorigen  C*  erzengt  werden  dnrch  die  Büschel  {M)  und  (A^q  Fq2JjI7).    Die 
«  Elemente   dieser  beiden   Büschel   schneiden  X*  in   einer  Invointion  nnd 
einer  dazu  projectivischen  Pnnktreihe  nnd  die  drei  Doppelpunkte  beider 
Reihen  sind  weitere  drei  Schnittpunkte  von  £^^  und  C 

Ginge  £^^  zufällig  durch  M,  so  würden  die  Büschel  (JT)  und  {X^T^Z^D) 
diesen  Kegelschnitt  in  zwei  projectivischen  Punktreihen  treffen,  deren 
Doppelpunkte  Schnittpunkte  von  i^^  und  C^  sind. 

3.  Eine  Tripelcurve  wird  von  jedem  Kegelschnitte 
in  sechs  Punkten  geschnitten. 
Sind  AßC  drei  Schnittpunkte  der  Tripelcurve  C  und  des  Kegel- 
schnittes K^  und  [A]y  [B]^  [C]  die  Geradenpaare  durch  A,  /?,  C,  welche 
zu  den  Kegelschnitten  des  Netzes  gehören,  dessen  Tripelcurve  C^  ist, 
so  bilden  die  Polaren  der  Punkte  von  AT*  bezüglich  [A]^  [ß],  [C]  drei 
projectivische  Strablenbüschel  (^),  (/?),  (C),  von  deden  die  beiden  ersten 
und  beiden  letzten  je  einen  Kegelschnitt  [<^^],  [^^1  erzeugen.  Beide 
schneiden  sich  ausser  in  B  noch  in  drei  Punkten,  deren  conjugirte  in 
Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Netzes  die  Punkte  von  k*  sioJ, 
welche  dieser  Kegelschnitt  ausser  ABC  noch  mit  C^  gemein  hat. 

6.     Liegen    sechs    Punkte    der    Tripelcurve    C^   auf 

einem   Kegelschnitte,    so    liegen    zwei    von    ihnen    mit 

den     conjugirten    der  ,vier    übrigen    auch    auf    einem 

Kegelschnitte. 

Sind  ABC D EF  sechs  Punkte,  in  denen  (?  von  einem  Kegelschnitte 

getroffen  wird,  C'D'E'F'  die  conjugirten  der  vitr  letzten |  so  ist 

1)  A(CDEF)1\  B(CDEF), 

A[CDEF)  A  A{C'D'E'F'), 


^^  »    B(BCDE)ÄB{C'D'E'r), 


da  A{CC'DD'EE'FF')  und  B{CC'DD'EE'FF')  involutoriscke  Bitechel  sind, 
also : 

3)  A{^C'D'E'F')'f{B{C'D'E'F'). 

7.    Jede  Tripelcurve  kann  auf  unendlich  viele  Ar- 
ten durch  ein  Kegelschnittbüschel  und  ein  projecfivi- 
sches  Strahlenbüschel  erzeugt  werden. 
I.  Beweis.   In  St  ein  er*  s  Vorlesungen,  herausgegeben  von  Scbfcre- 
ter,  IL  Aufl.,  8.  507,   ist   der  Satz   bewiesen:    „Wenn   man   durch  drei 
Punkte  eines  Tripels  der  Tripelcurve  und  einen  beliebigen  Punkt  Q  der- 
selben   ein  Büschel   von  Kegelschnitten  legt,   so  trifft  jeder  Kegelschnitt 
.  desselben  die  Tripelcurve  im  Allgemeinen  noch  in  zwei  neuen  Punkten, 
deren  Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  P  der  Tripelcurve  lÄnft, 
welcher  der  dem  Punkte  Q  conjugirte  ist."     Die  Verbindung  dieses  Satees 
mit  2  liefert  den  Beweis. 

Anmerkung.     Hieraus  folgt  auch  sofort  der  Satz  in  3*. 
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II.  Beweis.  Wir  nehmen  wieder  vier  beliebige  Punkte  ABCD  der 
Tripelcarye  6^'  nnd  legen  durch  sie  die  Kegelschnitte  v?n^%^..,^  welche 
C«  noch  in  EF,  E^P^,  E^F^,  ...  schneiden.  Es  treffe  EF  die  C»  in  M 
und  es  sei  M'  der  conjngirte  Pnnkt  zn  If,  dann  bilden  M'EF  ein  Tripel. 
Durch  dieses  Tripel  und  A  B  lege  man  einen  Kegelschnitt  k\  welcher  C^ 
noch  in  einem  Pnnkte  T  trifft,  der  mit  AB  zu  einem  Tripel  gehört. 
Legt  man  dann  durch  ABTM'  die  Kegelschnitte  }?k^l^...^  so  müssen 
diese  (^  m  solchen  Pnnkten  treffen,  deren  Verbindungslinien  durch  M 
gehen  (vergl.  Steiner);  deshalb  müssen  nach  2)  auch  £F,  Ey^F^^  E^F^^ ... 
durch  M  gehen. 

8.   Alle  Kegelschnitte,  welche  dieselben  drei  Paare 
von  conjugirten  Punkten  haben,  bilden  ein  Netz. 

AA\  BB'j  CC'  seien  drei  Punktpaare;  auf  ihren  Verbindungslinien  a,  6,  e 
sind  durch  die  Punktpaare  drei  Involutionen  bestimmt,  deren  Punktpaare 
am\  «1«'^,  ...,  ßf[^  ßi^u  ••  1  yy\  Xi/i»  •••  heissen  mögen.  Sind  DE 
zwei  ganz  beliebige  Punkte,  so  ist  durch  diese  ein  Kegel- 
sehnitt  bestimmt,  der  A  und  ^Z,  B  und  B',  C  und  C  als  conjngirte 
Punkte  hat.  Denn  von  allen  Kegelschnitten  des  Btischels  {DEaa)  geht 
nur  ein  einziger  durch  ein  Punktpaar  auf  6;  dasselbe  gilt  von  den 
Kegelschnitten  des  Büschels  {DEa^a^.  Diese  beiden  Kegelschnitte  seien 
x'  und  «j^;  sie  bestimmen  ein  Büschel  mit  den  Grundpunkten  DEFG^ 
dessen  Kegelschnitte  a  und  b  in  den  Punktpaaren  der  Involutionen 
aa\  ...  nnd  ß^^  ...  schneiden.  In  dem  durch  x*  und  %^  bestimmten 
Büschel  giebt  es  nur  einen  Kegelschnitt,  welcher  c  in  einem  Punktpaare 
der  Involution  yy\,,.  schneidet,  und  dieser  ist  der  einzige  Kegelschnitt, 
wdcher  durch  je  ein  Punktpaar  der  Involutionen  auf  a,  6,  c  und  durch 
D  und  E  geht 

Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  einen  Punkt  D  gehen 
und  AÄ^  BB\CC  als  Paare  conjugirter  Punkte  haben,  bilden 
ein  Büschel. 

Durch  D  und  E^  D  und  £\  sind  zwei  Kegelschnitte  i\  X^  bestimmt, 
welche  ein  Büschel  bestimmen ;  die  Kegelschnitte  desselben  haben  sämmt- 
lieh  AAf^  BB\  CC  als  Paare  conjugirter  Punkte.  Ist  X  ein  beliebiger 
Pnnkt,  so  ist  der  Kegelschnitt,  welcher  durch  />*  und  X  geht  und  AA^ 
BB^y  CC'  als  Paare  conjugirter  Punkte  hat,  ein  KegeUchnitt  des  Btischels 
(A*Aj*),  weil  er  ö,  6,  c  in  Punktpaaren  der  Involutionen  utt\  ...,  |5j5',  ... 
yj^  ...  schneidet  und  dies  dieselben  sind,  in  denen  a,  6,  c  von  den 
Kegelschnitten  des  Büschels  (^^itx')  geschnitten  werden. 

Durch  zwei  Punkte  D  und  F  sind  also  zwei  Büschel  be- 
stimmt; sie  haben  einen  Kegelschnitt  gemein. 

Und  zwar  ist  dies  derjenige  Kegelschnitt,  welcher  durch  D  und  F 
gebt  und  Ajt^  B  B\  CC'  zu  Paaren  conjugirter  Punkte  hat.  Die  Ge^ 
Munmiheit  aller  Kegelschnitte  bildet  ein  Netz.     Durch  drei  von  ihneu 
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sind  die  übrigen  bestimmt,   and  dies  ist  die  Stein er'sche  Defini- 
tion des  Kegelschnittnetzes. 

9.  Ist  eine  Carve  dritter  Ordnang  durch  die 
Schnittpunkte  homologer  Elemente  eines  Kegel- 
schnittbtNchels  and  eines  projectivischen  Strahlen- 
büschels entstanden,  so  ist  sie  eine  Tripelcurve. 

Ks  sei  {^  B  C  D)  (x*  li^n^.  .,)^M{s$^s^.,, ).  Die  von  beiden  erseagte 
Curve  sei  C.  Die  Tangente  in  M  mn  C^  schneide  die  Curve  noch  in  T, 
so  lässt  sich  erkennen ,  dass  sich  durch  T  an  C^  noch  andere  Tangenten 
ziehen  lassen.  Bestimmt  man  nämlich  auf  allen  Strahlen  durch  T  sn 
ihren  beiden  Schnittpunkten  mit  C^  und  T  den  vierten  harmonischen, 
dem  T  zugeordneten  Punkt,  so  muss  der  geometrische  Ort  dieser  Punkte 
die  C^  in  M  und  noch  in  anderen  Funkten  treffen.  Einer  von  ihnen 
sei  M\  Man  kann  nun  nach  2)  die  C  durch  dasselbe  Strahlenbüschel 
M  und  ein  anderes  Kegekchnittbüschel  erzeugen,  dessen  Grundpunkte 
man  dadurch  festlegt,  dass  man  durch  ABM'  und  die  Punktpaare  EF 
und  E^F^^  in  denen  s  und  x^  s^  und  x^^  sich  treffen,  zwei  Kegelschnitte 
Si^  und  9^  legt,  die  sich  noch  in  G  schneiden  mögen,  so  dass  abo 
ABGM'  die  vier  Grundpunkte  sind.  Sind  E^F^,  E^F^,  E^F^  die  Punkte, 
in  denen  s^^  s^,  $^  von  Xg^  x^^,  x^^  geschnitten  werden,  so  wählen  wir 
drei  von  ihnen,  etwa  £*},  ^3,  E^^  und  legen  durch  sie  eine  Tripelcurve 
(£^  so,  dass  sie  ABG  als  ein  Tripel,  M  und  M'  als  conjugirte  Punkte 
hat.  —  Alle  Kegelschnitte  fA^^ij^. ■  »  welche  ABG  als  Tripel  und  MM' 
als  conjugirte  Punkt-e  haben ,  bilden  ein  Büschel.  In  Bezug  auf  dasselbe 
seien  E^^^  £'3,  E!^  die  conjngirten  Punkte  von  E^^  ^3,  E^.  Sämmtliche 
Kegelschnitte  v^v^.,  ,  welche  E^hf^^  E^Hf^^  E^E\  als  conjugirte  Punkte 
haben,  bilden  ein  Netz,  zu  dem  also  auch  das  BüHchel  ^k^y^i  gehört  und 
die  Tripelcurve  S^  desselben  geht  durch  A ß G M M' E^E\E^E\ E^E\  und 
kann  (vergl.  Steiner  a.  a.  0.)  durch  ein  Kegelschnittbüschel  {ABGM') 
und  ein  Strahlenbüschel  (M)  erzeugt  werden.  Den  Kegelschnitten 
ft^^i^fts^^s'ft«^  dieses  Büschels,  welche  durch  EE^E^E^E^  gehen«  ent- 
sprechen die  Strahlen  M  {EE^E^E^E^)  und  diesen  wieder  die  Kegel- 
schnitte x'x]^Xg^x3^X4^  des  Büschels  {ABCD).  Aus  2)  folgt,  dass  der 
Punkt  G  auf  C^  liegt  und  dass  C^  und  &  zusammenfallen. 

10.  Wenn  die  homologen  Elemente  zweier  projec- 
tivischen Kegelschnittbüschel  sich  auf  einer  Geraden 
schneiden,  so  liegen  ihre  übrigen  Schnittpunkte  auf 
einer  Tripelcurve. 

Die  Kegelschnitte  x*x,*Xg*.  .  und  }?k^l^  ..  der  projectivischen  Bü- 
schel {ABCD)  und  {A^B^CyD^)  schneiden  sich  resp.  in  den  Punktpaaren 
EF^  Ej^F^,  E^F^,  ...  einer  Geraden  /  und  ausserdem  in  GH^  ^i^i> 
G^ff^,  ....  Wir  bezeichnen  die  Geraden  GH^  ^i^i«  ^«^gi  •—  oii^  9% 
9ii  9%i  •••!  60  ergiebt  sich  zunächst,  dass  keine  zwei  derselben  sich  auf  / 
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schneiden  können.  Denn  würden  etwa  gm  und  Qn  sich  in  0  auf  /  schnei- 
den, so  müssten  die  Polaren  von  0  in  Bezug  auf  %^m  und  k^m  in  eine 
Oerade  Om  zusammenfallen  und  auf  dieser  lägen  die  conjugirten  Punkte 
▼on"  0  bezüglich  beider  Büschel.  Ebenso  müssten  die  Polaren  von  0 
nach  %\  und  X\  mit  Om  zusammenfallen,  so  daas  also  0  ein  gemein- 
schaftlicher Eckpunkt  der  zu  den  Büscheln  (x^x^'...)  und  (il^il^^...)  ge- 
hörigen Tripel  sein  müsste,  was  nicht  vorausgesetzt  ist.  Die  Geraden 
ggi'"  mögen  l  in  JJ^..,  schneiden,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  {JJ^   ..) 

/\  (**Xj*.  •OaC'^*^!*"  •)  *^*"     l^enn  erstlich  entspricht  jedem  Paare  homo- 
loger Kegelschnitte  (x^A^)  ein  Punkt  /  und  zweitens  diesem  Punkte  wie- 
*   der  jenes  Kegelschnittpaar,   weil   es   nur   einen   einzigen  Strahl   durch  J 
geben  kann,  auf  dem  sich  zwei  homologe  Kegelschnitte  schneiden. 

Schnitten  sich   drei   der   Strahlen  ^^i^g*.   i    etwa  ggig^y    in   einem 
Pnnkte  M  und  wäre 

^{S9i9%9\  •  •  )  A  (»^SSN*-  •  •)» 
so   müsste  auch,   wenn  J\»*^  die  Schnittpunkte  von  ^'s"*  ^^^  '  wären, 

sein,  d.  h.  V'j  mit  /^  zusammenfallen.  In  drei  von  den  Punkten  /. .., 
es  seien  JgJrJ$i  schneiden  sich  die  homologen  Elemente  ii^k^gq%  ^k^gry 
*9*K^9»i  80  dass  also  Jq  mit  Eg  und  Gqj  Jr  mit  Er  und  Qr^  Js  mit  E^  und 
Gg  und  daher  auch  g'q  mit  gqy  g'r  mit  gr^  g  t  mit  g%  zusammenftllt.  Daher 
schneiden  sich  in  M  die  sechs  Strahlen  ggxg^gqgrg^  Hieraus  schliessen 
wir,  dass  es  keinen  zweiten  Punkt  M'  geben  kann ,  in  welchem  sich  drei 
der  Strahlen  g,,.  schneiden,  weil  sonst  die  drei  Strahlen  gqgrg$  sich 
auch  in  ihm  treffen  müssten.  Entweder  gehen  also  durch  M  alle  Strählen 
9...,  oder  es  wird  jeder  beliebige  derselben,  ausgenommen  ggig^gqgrgay 
von  allen  anderen  so  geschnitten,  dass  keine  zwei  Schnittpunkte  zusam- 
menfallen, so  dass  also  die  übrigen  Strahlen  ^...  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes sind,  der  sich  aber  auf  einen  Punkt  reduciren  muss,  da  sich 
von  allen  Punkten  der  Geraden  /  nur  je  eine  Tangente  an  ihn  ziehen 
lässt.  Da  aber  in  keinem  andern  Punkte  als  M  sich  drei  Gerade  g... 
treffen  können,  so  muss  Af  jener  Punkt  sein.  Wenn  also  drei  der  Ge- 
raden g  sich  in  einem  Punkte  treffen,  so  thun  es  alle. 

Gingen  keine  drei  der  Geraden  g...  durch  einen  Punkt,  müssten  sie 
einen  Kegelschnitt  einhüllen,  der  sich  aber  wieder  auf  einen  Punkt  M 
redacirt,  weil  von  den  Punkten  von  /  aus  sich  nur  je  eine  Tangente  an 
ihn  sieben  lässt. 

Es  treffen  sich  also  alle  Strahlen  ^...  in  einem  Punkte  M  und  daher 
ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  (x^A^),  ..  eine  Curve  dritter  Ordnung  und 
nach  9)  eine  Tripelcurve. 

Der  Satz,  dass  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  durch  ein  Kegel- 
achnittbüschel  und   ein   projectivisches   Strahlenbüschel   erzeugt  ist,    auf 
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unendlich  viele  Arten  durch  zwei  solche  Büschel  erzeugt  werden  kann, 
ist  eigentlich  auf  einem  Umwege  bewiesen,  indem  zuerst  gezeigt  ist,  dass 
jede  Tripelcurve  durch  zwei  solche  Büschel  auf  unzählige  Arten  hervor- 
gebracht werden  kann  und  jede  Curve  dritter  Ordnung,  die  durch  ein 
Kegelschnittbüschel  und  projectivisches  Strahlenbüsohel  erzeugt  ist,  als 
eine  Tripelcurve  betrachtet  werden  kann.-  Doch  kann  man  jenen  Satz 
auch  direct  beweisen,  indem  man  die  Aufgabe  der  Curvenerzeugung 
gewissermassen  umkehrt  und  die  Frage  stellt:  Wenn  auf  jeder  von 
drei  durch  einen  Punkt  A  gehenden  Geraden  QQig^  noch 
zwei  Punkte  BC^  ^x^it  ^2^3  und  ausserdem  beliebig  zwei 
Punkte  DE  angenommen  werden,  welches  ist  der  geometrische 
Ort  der  Punkte  XY  von  der  Eigenschaft,  dass  die  Punkte 
BC^  B^C^^  B^C^  mit  den  vier  Punkten  DEXY  }^  auf  einem  Ke- 
gelschnitte liegen? 

Durch  BCDE  lege  man  einen  beliebigen  Kegelschnitt  x^  so  wird  er 
von  den  Kegelschnitten  der  beiden  Büschel  {DEB^C^  und  {DEB^C^)*\n 
zwei  quadratischen  Involutionen  geschnitten,  welche  ein  Punktpaar  XY 
gemein  haben.  Die  durch  dasselbe  gehenden  Kegelschnitte  seien  ^^^ 
und  die  Gerade,  welche  es  verbindet,  sei  k.  Dann  sind  XY  Punkte 
des  gesuchten  Ortes.  Sind  i^ft'...  andere  Kegelschnitte  durch  BCDE^ 
so  erhält  man  auf  jedem  zwei  Punkte  X^Y^^  ^%^%^  •••  ^^  gesuchten 
Ortes;  die  Kegelschnitte  der  Büschel  (^ CZ)^  f'j) ,  {BCD^E^^  welche  durch 
sie  hindurchgehen,  seien  X^l^^  I>*l^f4^  •••  ^^^  ^^^  Geraden,  welche  sie 
verbinden,  /,  m,  —  Ordnen  wir  je  drei  Kegelschnitte  der  Büschel 
{BCDE),  (BCDyE^),  (BCD^E^)  einander  zu,  die  sich  in  XY,  A^,  F,, 
X^Y^^,..  schneiden,  so  sind  dieselben  projectivisch  aufeinander  bezogen 
und  erzeugen  eine  Curve. 

Die  Involutionscentra  der  quadratischen  Involutionen,  in  denen 
x^it^fi^...,  also  die  Kegelschnitte  des  Büschels  {BCDE),  von  den  Kegel- 
schnitten der  Büschel  {BCD^E^)  und  {BCD^E^  geschnitten  werden  und 
die  wir  mit  K^K^^  ^i^^y  M^M^,  ...  bezeichnen  wollen ,  liegen  auf  den 
Geraden  B^  C^  und  B^  C^  und  bilden  auf  ihnen  zwei  projectivische  Punkt- 
reihen. Diese  liegen  perspectivisch ;  denn  wählen  wir  aus  dem  ersten 
Büschel  das  Geradenpaar  {DE,  BC),  so  ist  das  Involutionscentmm  auf 
B^C^  wie  auf  B^C^  der  Punkt  A,  Daher  laufen  die  Geraden  /r/m... 
durch  einen  Punkt  S  und  die  Punkte  X  YX^  Y^  . .  liegen  auf  einer  Curve 
H^  dritter  Ordnung,  die  auch  durch  jedes  der  Kegelschnittbüschel 
(BCDE),  {B^C^DE),  {B^C^DE)  und  das  projectivische  Büschel  {S)  er- 
zeugt werden  kann,  wenn  jedem  der  Kegelschnitte  r^Tn^n^  der  Strahl 
k,  k^X^k^  der  Strahl  /,  ...  zugewiesen  wird. 

Wenn  wir  den  Kegelschnitten  x^x^^Xg^  des  Büschels  {X  YDE)  die 
Goraden  gPtPi  der  Beihe  nach  zuordnen,  so  ist  dadurch  zwischen  den 
Kegelschnitten    des  Bttsohels  und  den   Strahlen  von   {^)  eine  projecti* 


Li 
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vische  Beziehung  hergestellt.  Die  homologen  Elemente  erzengen  also 
eine  Curve  C*  dritter  Ordnung.  Wir  erhalten  eine  andere  Ciirve  Cj^ 
dritter  Ordnung,  wenn  wir  das  Büschel  {X^V^^DE)  wählen  und  den 
Kegelschnitten  )<?  l^  l^  die  Geraden  g  g^  g^  zuordnen.  Weiter  können 
wir  die  Kegelschnitte  der  Büschel  {JCFBE)  und  {JC^F^DE)  projectivisch 
dadurch  aufeinander  beziehen,  wenn  wir  der  Reihe  nach  den  Kegel- 
schnitten %^%^%^  des  ersten  Büschels  die  Kegelschnitte  )?k^k^  des 
zweiten  zuordnen.  Bei  dieser  Zuordnung  entspricht  dem  Geradenpaare 
(DE.XY)  das  Geradenpaar  [DE,  ^iFj).  (Vgl.I,  Anm.)  Daraus  folgt  wieder, 
wie  vorher  und  wie  in  1  gezeigt  ist,  dass  die  beiden  Büschel  {DEXF)  und 
(DEX^V^)  eine  Curve  dritter  Ordnung  erzeugen,  welche  auch  durch  jedes 
dieser  Büschel  und  das  projectivische  Strahlenbüschel  (^)  erzeugt  werden 
kann.  Es  müssen  also  die  Curven  C^  und  C^^  zusammenfallen.  Wählen  wir 
andere  Kegelschnittbüschel  (DEJC^Y^)^  ...,  so  folgt,  dass  wir  die  Curve  C^ 
durch  diese  und  das  projectivische  Büschel  (ji)  erzeugen  können,  wodurch 
zunächst  wieder  der  Satz  2  bewiesen  ist,  dass  eine  Curve  dritter 
Ordnung,  welche  durch  ein  Strahlenbüschel  und  ein  pro- 
jeetivisches  Kegelschnittbüschel  erzeugt  ist,  auf  unzählige 
Arten  durch  dasselbe  Strahlenbüschel  und  andere  Kegel- 
schnittbüschel hervorgebracht  werden  kann. 

Da  also  alle  Punkte  X  YX^  F^ . . .  sowohl  auf  (?,  wie  auf  K^  liegen, 
so  fallen  beide  Curven  zusammen  und  C^  kann  durch  ein  Strahlenbüschel 
(5)  und  jedes  der  projecti vischen  Kegelschnittbüschel  {DEBC)^  {DEB^C^y 
{J)EB^Ci^^  also  auf  unzählige  Art  durch  das  Büschel  (5)  und  andere 
projectivische  Kegelschnittbüschel  erzeugt  werden.  Es  bleibt  noch  nach- 
zuweisen, dass  S  jeder  beliebige  Punkt  von  C^  sein  kann.  —  Wir  halten 
D  fest  und  lassen  E  auf  6^  sich  äodem  in  E'E'\,.\  es  entstand  5  durch 
den  Durchschnitt  von  X  Y  mit  C^^  XY  aber  waren  die  Schnittpunkte  von 
X*  mit  CK  Wenn  wir  nun  Kegelschnitte  durch  BCDE'X,  BCDE"X\  ... 
legen,  so  schneiden  sie  C^  in  immer  neuen  Punkten  ¥'¥",..  und  die 
Geraden  XY\  XY'\  ...  treffen  C^  in  S'S"....  Lässt  man  E  die  Curve  C^ 
durchlaufen,  so  durchlaufen  auch  ¥  und  S  dieselbe,  so  dass  also  5  jeder 
beliebige  Punkt,  von  Cfi  sein  kann.  Damit  aber  ist  ganz  allgemein  be- 
wiesen : 

Ist  eine   Curve   C^    durch   ein  Kegelschnittbüschel 
und    ein   projectivisches   Strahlenbüschel   erzeugt,    so 
kann   sie  auf  unendlich  yiele  Arten  durch  zwei  solche 
Büschel  erzeugt  werden. 
Aus   diesem  Satze  und   dem  Satze  9  lassen  sich  viele  der  wichtig- 
sten Eigenschaften   der  Curven   dritter  Ordnung,  namentlich  auch   ihre 
Polareigenschaften  rein  synthetisch  ableiten. 
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n.   PolareigeiiBchaften. 

11.  Zieht  man  durch  einen  Punkt  A  einer  Tripel- 
curve  (?  Gerade  ö^fifj...,  welche  C  noch  in  BC^  B^C^y  ... 
treffen,  so  liegen  alle  Punkte  9[?(|...,  welche  A  von 
jenen  Punkten  harmonisch  trennen,  auf  einem  Kegel- 
schnitte  ^,  der  C^  in  A  berührt  und  die  erste  Polare 
von  A  nach  C^  heisst. 

Man  denke  sich  C^  durch  ein  Strahlenbüschel  (^Ä)  und  ein  projec- 
tiyisches  Kegelschnittbüschel  erzeugt ,  so  werden  die  Polaren  von  A  naeh 
den  Kegelschnitten  des  Büschels  ein  zu  \Ä)  projectivisches  Strahlen- 
büschel  (i/)  bilden  und  beide  Büschel  erzeugen  den  Kegelschnitt  Jf. 

12.  Sind  A  und  B  zwei  Punkte  von  C«,  i4*  und  5* 
ihre  ersten  Polaren,  so  fällt  die  Polare  von  A  nach  ^ 
mit  der  von  B  nach  ^  zusammen. 

Die  Gerade  AB  treffe  C^  noch  in  C\  die  Polaren  fi  und  B^  treffen 
/l  ^  in  %  und  33.  Durch  einen  Punkt  C^  von  C^  ziehen  wir  die  Geraden 
AC^  und  BC^^  welche  C  noch  in  B^  und  A^  treffen;  die  ersten  Polaren 
A^  und  B^  von  A^  und  C^  treffen  die  Geraden  BA^  und  AB^  in  9^  nnd 
93^,  dann  sind  A'^iBC,  AVi^B^C^,  B^AC,  B^^A^C^  je  vier  harmoniBcIie 
Punkte,  also  treffen  sich  X9l|,  BB^,  CC^  in  einem  Punkte  %',  SS^, 
AA^j  CC^  in  einem  Punkte  93',  so  dass  also  %'83'C  in  einer  Geraden 
liegen.  Wenn  A^  mit  A  und  B^  mit  ^,  also  A^  mit  ^4^,  ^^^  nut  B*  zu- 
sammenfallt, so  geht  die  Linie  V^'C  in  die  gemeinsame  Polare  von  A 
nach  ß^  und  ß  nach  w^  über. 

13.  Die  drei  ersten  Polaren  A^B^C^  von  drei  auf 
einer  Geraden  g  liegenden  Punkten  ABC  der  Curve  C' 
schneiden  sich  in  denselben  vier  Punkten.  Ordnet 
man  den  Kegelschnitten, i^i^'6^  die  Punkte  ^^^C  zu,  so 
ist  dadurch  zwischen  den  Kegelschnitten  des  Büschels 
und  den  Punkten  von  g  eine  projectivische  Beziehung 
hergestellt  der  Art,  dass,  wenn  P  und  Q  zwei  Punkte 
von  g,  P^  und  0*  ihre  ersten  Polaren  sind,  die  Polare 
von  P  nach  (^  mit  der  von  Q  nach  P^  zusammenfällt, 

Ist  D  ein  Schnittpunkt  von  A^  und  £^  so  verbinde  man  ihn  mit 
ABC.  Die  Verbindungslinien  treffen  C^  in  sechs  Punkten  eines  Ke^l- 
schnittes,  in  Bezug  auf  welchen  D  und  g  Pol  und  Polare  sind,  also  mnss 
t^^  auch  durch  D  und  somit  durch  jeden  Schnittpunkt  von  A^  und  B^ 
gehen.  —  Die  Polaren  von  A  nach  A^ß^C^P^  seien  abcp^  die  von  ABCP 
nach  A^  seien  ah'cp\  so  ist  {abcp)  A  (a^Vp')  und  da  wegen  12  b  und  6', 
c  und  c'  zusammenfallen,  müssen  auch  p  und  p\  d.  h.  die  Polaren  von 
A  nach  P^  und  von  P  nach  A*  zusammenfallen.  —  Es  seien  weiter  die 
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Polaren  von  P  nach  A^B^C^P^Q^  mit  «l^^l;>lS'l  und  die  von  ABC  PO 
nach  P^  mit  ^\^\c\PiQi  bezeichnet,  so  ist 

(«1  ^1  ^1  Pi Ö'i)  Ä  («'i ^\ ^'i P\ ^i) 
nnd  da  a^  mit  a\^  h^  mit  6'|,  q  mit  c\  zusammenfällt,  so  muss  auch  die 

Polare   q^   von  P  nach  0^  mit  der  Polare  q\  von  0  nach  P^  zusammen- 
fallen. 

14.  Zieht  man  durch  einen  Punkt  P  beliebige  Ge- 
raden ggi'-^'t  welche  C^  in  ABC^  A^B^C^^  ...  treffen,  so 
bestimmen  ihre  ersten  Polaren  A^B^C\  J^B^C^y  ... 
Büschel.  In  jedem  von  ihnen  entspricht  dem  Punkte 
P  derselbe  Kegelschnitt  P^  vorausgesetzt,  dass  die 
projectivische  Beziehung  dadurch  hergestellt  wird, 
dass  den  Punkten  ABC^  A^B^C^y  ...  ihre  ersten  Polaren 
zugeordnet  werden.  P^  heisst  die  erste  oder  conische 
Polare  von  P. 

Ist  ^  ein  beliebiger  Punkt  von  C^,  JT'  seine  erste  Polare,  sind 
/**Pj*. ..  die  dem  Punkte  entsprechenden  Curven,  sind  abcp  die  Polaren 
von  J  nach  A^B^C^P^,  abcp  die  von  ABCP  natsh  Ä^,  so  ist  {abcp) 
'/\(abcp')y  also  fällt  p  mit  p'  zusammen.  Ebenso  folgt,  dass,  wenn  p^ 
die  Polare  von  Ä  nach  P^^  ist,  diese  mit  p'  zusammenfallen  muss.  Da 
al0o  die  Polaren  P^  und  P^^  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Polaren 
aller  Punkte  X  von  C^  nach  ihnen  in  eine  Gerade  zusammenfallen,  so 
fallen  P^  und  P^*  selbst  zusammen. 

Jeder  Geraden  g  ist  ein  Kegelschnitthüschel  zugeordnet,  dessen 
Grundpunkte  die  vier  Pole  von  g  heissen.  Dann  können  wir  dem 
«ben  bewiesenen  Satze  den  Ausdruck  geben: 

15.  Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  Punkt  P,  so 
durchlaufen  ihre  Pole  die  erste  Polare  /*  von  P. 

Die  Gerade  g  heisst  die  zweite  oder  gerade  Polare  jedes 
ihrer  wier  Pole. 

16.  Folgerungen: 

a)  Liegt  ein  Punkt  auf  der  ersten  Pojare  eines  andern, 
so  liegt  der  zweite  auf  der  geraden  Polare  des  ersten 
und  umgekehrt. 

b)  Berührt  eine  Gerade  die  Tripelcurve  C^  so  fallen  zwei 
ihrer  Pole  mit  dem  Berührungspunkte  zusammen. 

c)  Die  gerade  Polare  eines  Punktes  von  C*  berührt  C^  in 
diesem  Punkte. 

d)  Die  ersten  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  bilden 
ein  Büschel. 

e)  Die  ersten  Polaren  aller  Punkte  bilden  ein  Netz. 

17.  Die  Polaren  aller  Punkte  T...  einer  Geraden 
g   nach  ihren   ersten   Polaren  /^ .  . .   werden  von   einem 
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Kegelschnitte   G^  umhüllt,    welcher  die   zweite  PoUre 
von  g  nach  C^  genannt  wird  and  mit  dem  geometrischen 
Orte   der  Pole    von  g  bezüglich   aller  P^  oder  mit  dem 
Orte    der    den   Punkten   P«..    von  g  bezüglich  des  Bü- 
schels (P^...)  conjngirten  Punkte  zusammenfSllt.    Der 
Pol  von  g  nach^^  fällt  dabei  mit  dem  zu  Z' conjugirten 
Punkte  zusammen. 
Ist  Q  ein  ganz  beliebiger  Punkt,  so  bilden  seine  Polaren  bezüglich 
aller  P^...  ein  zur  Puuktreihe  P.*.  projectivisches  Strahlenbüschel,  von 
dessen    Strahlen    zwei   durch  die  ihnen   entsprechenden  Punkte  geben. 
Diese  seien  P^  und  P^^  ihre  ersten  Polaren  /\^  und  /^^  so  treffen  dch 
die  Polaren   von  Pi   nach  Pj^  und   von  P^  nach  P^^  in  Q  und  es  giebt 
auf  g  keinen   andern   Punkt,   dessen  Polare  nach  seiner    ersten  Pohire 
durch  0  geht.     Daher  werden  alle  diese  Polaren  von  einem  Kegelschnitte 
G*  eingehüllt.  —  Es  seien  ^$i ...  die  Pole  von  g  nach  P^Pj^...,  ?'?'i- 
die  conjugirten  Punkte  zu  PP^,.,.     Die  Polare  Pi  von  P  nach  P^'  moM 
durch  $  und  $'  und,  da  sie  mit  der  Polare  von  P^  nach  P^  zusammen- 
ftillt,   auch    durch  $  und  $\   gehen;   die  Polare  von  P^  nach  P,' mius 
durch  $1  und  $'  und,  da  sie  mit  der  Polare  von  P^  nach  /*  zusammen- 
fällt,  auch  durch  $   und  ^\  gehen   u.  s.  f.     Da  also  $  und  $'  sowohl 
auf  pi  j  als  auf  p^  *  Ps )  -  -  *    liegen ,   so   müssen  sie  in   einen  Punkt  sn- 
sammenfallen.  —  Die  Polaren  von  $  bezüglich  aller  P^. . .  schneiden  neb 
in   dem  zu  $  conjugirten  Punkte   P  und  die  Polare  von  P  nach  /*  ist 
die  einzige  eines  Punktes  von  g  nach  seiner  ersten  Polare,  welche  durch 
$  geht,  also  liegt  $  auf  GK 

18.    Liegt  ein  Puntt  i\  auf  der  Polare  eines  andern 

P^  nach  seiner  conischen  Polare  P2^  ^^  ^^^gt  der  letste 

auf  der  conischen  Polare  P^^  des  ersten. 

Wenn  P^   auf  der  Polare  von  P^  nach  seiner  conischen  Polare  Pt 

liegt,   so   muss  Pj  ^^^  ^^^  Polare  von  P^  nach  P^^  oder  auf  de^folare 

von  P^  nach  /\^  welches  nach  13  dieselbe  Gerade  ist,  liegen,   d.  h.  es 

muss    der  Berührungspunkt  dieser  Geraden  mit  /\'  sein   oder  auf  ^i' 

liegen. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

18a..  Die  gerade  Polare  eines  Punktes*  P  nach  C^ 
fällt  mit  seiner  Polare   nach  seiner  conischen  Polare 
P*  zusammen, 
den  man  auch  auf  folgende  Art  beweisen  kann: 

Alle  conischen  Polaren,  welche  durch  einen  Punkt  P  geben,  bilden 
ein  Büschel.  In  ihm  kommen  drei  Geradenpaare  vor  (/2,),  {fl^i)$  {^^  iX 
deren  Pole  £>,  0\  Q"  sein  mögen.  Die  geraden  Polaren  aller  Punkte 
von  /  und  l^  müssen  sich  in  Q^  von  f  und  t^  in  Q\  von  t'  und  f\  in 
ß"  schneiden,  also  ist  die  gerade  Polare  von  P  die  Gerade  öiP'O",  denn 
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fie  nmfls  durch  jeden  dieser  drei  Punkte  gehen.  Wenn  /  durch  P  geht 
und  C^  in  ABC  schneidet,  so  fallen  die  geraden  Polaren  von  ABC  mit 
den  Tangenten  in  diesen  Punkten  an  C^  oder  mit  den  Polaren  von  ABQ 
bezüglich  der  conischen  Polaren  A^ß^C^  dieser  Punkte  zusammen.  Es 
umhüllen  die  Polaren  der  Punkte  von  /  bezüglich  der  conisohen  Polaren 
dieser  Punkte  einen  Kegelschnitt,  der  sich  auf  den  Punkt  Q  reduciren 
muss,  weil  die  Polaren  von  ABC  bezüglich  A^B^C^  durch  Q  gehen,  also 
muss  die  Polare  von  P  bezüglich  der  conischen  Polare  P^  von  P  durch 
Q  gehen.  Auf  ganz  dieselbe  Weise  zeigt  man,  dass  diese  Polare  auch 
durch  ff  und  Q*'  gehen  muss  und  also  mit  QffQ"  zusammenHUlt. 


lieber  die  Lage  der  Scheitel  der  drei  Geradenpaare  eines  Büschels 
conischer  Polaren  und  ihrer  Pole ,  sowie  über  die  gegenseitige  Bedeutung 
diesor  sechs  Punkte  geben  uns  die  Sätze  14, 17  und  18  Aufschluss.  Die  Schei- 
tel der  drei  Geradenpaare  (Z/^),  (Z'/'i),  (^V\),  welche  in  einem  Büschel  coni- 
scher Polaren  vorkommen,  seien  O,  D',  O'';  ihre  Pole  Q^  Q\  Q".  Es  muss 
die  Polare  von  Q  bezüglich  {^i\)  mit  der  von  jß^  bezüglich  {Ui)  zusam- 
menfallen und  da  erstere  durch  D',  letztere  durch  O  gehen  muss,  so  ist 
DD^  die  gemischte  gerade  Polare  von  0  nud  Q'.  Daher  muss  d'Q  von 
D'O  durch  tt^  und  ZnQ'  von  OD'  durch  U^  harmonisch  getrennt  sein, 
folglich  ist  Q  der  Schnittpunkt  von  JD'O",  und  ff  der  von  OD"  mit 
der  Geraden  g,  auf  welcher  Qffff'  liegen.  Ebenso  zeigt  man,  dass  ff' 
auf  DD'  liegt,  und  so  folgt: 

19.  Die  Pole  derjenigen  conischen  Polaren  eines 
Büschels,  welche  Geradenpaare  sind,  bilden  mit  den 
Scheiteln  der  letzteren  die  sechs  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits. 

Die  conische  Polare  von  D  sei  D^.  Da  die  gerade  Polare  von  Q 
auch  die  Polare  von  Q  bezüglich  Q^  oder  (//j)  ist,  so  muss  sie  durch 
D  99ben  und  daher  muss  Q  sowohl  auf  der  geraden,  wie  auf  der  coni- 
seben  Polare  von  D  liegen.  —  Femer  ist  die  Polare  von  D  bezüglich 
aller  conischen  Polaren  P^,..  der  Punkte  Z'...  der  Geraden  g  oder 
Qffff'  die  Gerade  D'D''  und  daher  müssen  die  Polaren  aller  Puiikte 
P...  von  g  bezüglich  O^  auch  in  die  Gerade  D'O''  fallen,  welche  durch 
Q  geht»  Dies  aber  ist  nicht  anders  möglieh,  als  wepn  O^  in  zwei  Ge- 
rade zerfllllt,  deren  Scheitel  in  Q  liegt,  so  dass  dadurch  der  Satz  ge> 
woBMU  ist: 

20.  Ist  die  conische  Polare  eines  Punktes  Q  ein 
Geradenpaar  mit  dem  Scheitel  D,  so  ist  die  conische 
Polare  von  D  auch  ein  Geradeapaar  mit  dem  Scheitel  Q, 

Auf  jeder  Geraden  g  giebt  es  drei  Punkte,  deren  conisehe  Polaren 
Oeradenpaare  sind,  also  liegen  sie  sämmtlich  auf  einer  Curve  dritter 
Ordnung  und  wir  folgern  mit  Hilfe  des  letzten  Satzes: 

80* 
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21.  Die  Pole  derjenigen  conischen  Polaren,  welche 
Geradenpaare  sind,  sowie  ^ie  Scheitel  der  letzteren 
liegen  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  K\  welche  die 
He88e*8che  Curve  von  C^  genannt  wird. 

Sind  ABCDEFGHJ  die  neun  Orundpunkte  eines  Büschels  von 
Tripelcurven  C^C\^.,.^  so  können  wir  jede  erzeugt  denken  durch  das 
Kegelschnittbfischel  (AB CD)  und  Strahlen bttschel  {S)y  (5J,  ..  ,  deren 
Scheitel  auf  einem  Kegelschnitte  St  liegen ,  welcher  durch  die  fKnf  Punkte 
EFGHJ  geht.  Da  die  Bttschel  (5),  (5j),  ...  in  projectivischer  Besiehnng 
stehen,  so  schneiden  sie  ft  in  projectivischen  Punktreihen,  die  aber 
sämmtlich  zusammenfallen  müssen,  weil  die  fünf  homologen  Punkte 
EFGHJ  zusammenfallen.  Diese  Punktreihe  auf  ft  sei  TT'T". . ..  Durch 
A  ziehen  wir  eine  Gerade  ^,  welche  die  Kegelschnitte  des  Büschels 
{AB CD)  in  einer  zu  diesem  und  daher  auch  zu  TT'T".,,  projectivischen 
Punktreihe  MM'M'\.,  schneidet.  Die  Büschel  C*^),  («S^^),  ...  achneiden  9 
in  den  zu  den  vorigen  projectivischen  Punktreihen  iViV'iV"...,  iV^A'^iVi..., 
....  Jede  von  diesen  hat  zwei  Punkte,  die  mit  ihren  homologen  inier 
Reihe   MM'M"...  zusammenfallen,   und   diese  Punkte  sind   die  Schnitt« 

punkte  von  g  mit  C^C^ Um  sie  zu  finden,  w&hle  man  einen  heliebi- 

gen  Punkt  ß,  dann  ist  das  Büschel  (^(iVAf'i»". . .)  A  (S) /\  (5,)  ^  •••• 
Das  Büschel  Q  erzeugt  mit  jedem  der  anderen  einen  Kegelschnitt  [&$], 
[O^J,  ....  Alle  diese  Kegelschnitte  gehen  durch  Q.  Die  Strahlen  des 
Büschels  Q{MM'M'\.,)  schneiden  ft  in  einer  zur  Beihe  TT'T''.,,  pro- 
jectivischen Involution,  von  deren  Punkten  drei  mit  den  homologen  der 
Reihe  (TT'T",.,)  zusammenfallen.  Nennen  wir  diese  drei  Punkte  PVP"'-m 
so  bilden  alle  Kegelschnitte  [05],  [95j,  ...  ein  Büschel  mit  den  vier 
.Grundpunkten  QQ'Q"(lf"  und  schneiden  also  g  in  einer  Involution.  Da 
aber  die  Schnittpunkte  von  g  und  \fiS\  mit  denen  von  g  und  C^  zusam- 
menfallen, so  folgt: 

22.  Jede  Gerade  durch  einen  der  Grundpunkte 
eines  Büschels  von  Tripelcurven  wird  von  diesen  Cur- 
ven  in  einer  quadratischen  Involution  geschnitten. 

Die  Transversale  g  schneide  die  Curven  C^C^.  .  in  den  Punktpaaren 
B'C\  D^iC\^  —  Man  lege  durch  diese  Punkte  die  Kegelschnitte 
K^K^.,.  eines  Büschels  und  durch  A  eine  beliebige  Gerade  /,  so  nnd 
{K\t)y  (Ä'i*, /),  ...  Curven  dritter  Ordnung.  Ist /^  ein  beliebiger  Punkt 
von  /,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  die  conischen  Polaren  desselben  bezüg- 
lich (K\t)y  ...  ein  Kegelschnittbüschel  bilden.  Da  iK\l)  eine  Tripel 
curve  ist|  so  gelten  von  ihr  die  oben  abgeleiteten  Sätze  über  Polaren 
der  Tripelcurven.  Unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  (Ä^'Ä^i*...) 
giebt  es  drei  Geradenpaare  {xx^^  ^yy^y  (^^1)»  deren  Scheitel  XY2 
sein  mögen.  Sind  J^Jj*.  .,  i?*i/i*...,  £*?i*...  die  conischen  Polaren  von 
XYZ  bezüglich  (A'«,/),  (V,/)i  •..,  ßo  schneiden  alle  g«...  die  Geraden 
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xx^y  alle  1}'...  die  Geraden  yy^^  alle  ^'. ..  die  Geraden  zz^  in  denselben 
vier  Punkten  und  bilden  daher  drei  Büschel.  Die  conischen  Polaren  von  P 
bezüglich  (Af^  /) ,  ...  seien  »^ . . ..  Es  treifen  sich  die  Polaren  von  P  be- 
züglich S*...,  ly*...,  J*...  in  drei  Punkten  X\  V\  Z',  welche  dem  Punkte 
P  bezüglich  jener  KegelschnittbUschol  conjugirt  sind ,  und  weil  die  Polare 
von  P  bezüglich  |^  mit  der  von  X  bezüglich  n^  zusammenfällt,  so  sind 
XX\  YY\  IZ'  conjugirte  Punktpaare  bezüglich  aller  w*....  Zwei  von 
den  Kegelschnitten  K^.,.  berühren  /  in  MM\  dann  sind  die  conischen 
Polaren  y?,,,  von  M  Geradenpaare  mit  dem  gemeinsamen  Scheitel  W, 
Weil  nun  die  Polaren  von  F  bezüglich  aller  jia'  . . .  sich  in  M'  schneiden, 
so  müssen  auch  die  Polaren  von  M  bezüglich  aller  rf , .  ^  sich  in  M' 
schnöden,  d.  h.  M  und  M'  sind  auch  conjugirte  Punkte  iii  Bezug  auf 
alle  TT^....  Letztere  haben  also  vier  Paare  conjugirter  Punkte  und  bilden 
daher  ein  Kegelschnittbüschel.  Sind  P^P^,,^  die  conischen  Polaren  von 
P  in  Bezug  auf  C^C^,,,^  so  müssen  /*  und  tj*,  P^  und  Wj*,  ...  sich  in 
denselben  Punkten  auf  /  schneiden ,  also  schneiden  alle  /^ . . .  die  Gerade 
/  in  den  Punktpaaren  einer  Involution.  Zieht  man  von  P  aus  durch  die 
übrigen  acht  Grundpunkte  BCDEFGHJ  Geiiade,  so  folgt  ebenso,  da«8 
jede  dieser  acht  Geraden  von  den  Kegelschnitten  /^...  in  einer  Involu- 
tion geschnitten  wird.  Also  treffen  sich  alle  P^..,  in  denselben  vier 
Punkten.    Es  folgt:  ' 

23.     Die  conischen  Polaren    P^  P^,,,  eines  Punktes 

P  in  Bezug  auf  die  Tripelcurven  eines  Büschels  bilden 

selbst  ein  Büschel. 
Hiermit  wären  einige  Hauptsätze  über  die  Polaren  der  ebenen  Cur- 
ven  dritter  Ordnung  auf  synthetischem  Wege  abgeleitet. 
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XXn,   Eine  ein&ohe  Darttellangiform  der  ToUsttndigon  elliptiidM 

Integrale  erster  nnd  sweiter  Gattung. 

Bedeutet  f{x)  eine  nach  steigenden  Potenzen  von  x  fortschreitende 

Reihe  nnd  I^s  \f{x)\  eine  Reihe,  die  sich  aus  der  ersten  dadurch  ergiebt, 
dass  jedes  Glied  von  der  Form  Af^x^  mit  dem  Factor 

AA  +  l-fi) 

muUiplicirt  wird,  so  hat  man  bekanntlich  folgende  Transformation: 

1 

0 
die  ohne  Schwierigkeit  durch  Benntsung  der  Formel 


=JiP-^{l'-i)9'^dt 


np+9) 

0 

hergeleitet  werden  kann.    Für  /"(«)«=  ar«(l—a:)r  und  (»«=  —  ^  —  1  folgt 
hieraus       i 

0 
Um    daraus   die   vollst&ndigen   elliptischen  Integrale  erster  und  sweiter 
Gattung  if  und  E  zn  bilden,  hat  man  einmal 

das  andere  Mal 

«  =  -i,    |5=-i,    y  =  +  *i   «  =  ** 

zu  setzen.     Alsdann  ergeben  sich  die  interessanten  Formeln 

1  k' 

Entwickelt  man  die  Ausdrücke  7^79   resp.  -r  nach  steigenden  Potensen 

von  A^^  also 
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k       ^    ^  »^    ^  24      3  2.4.6      5 

führt    dann   die  durch   das  Zeichen   D  angedeutete  Bechnnngsoperation 

ans  and  malUplicirt  mit  ^^,   so  findet  man  die  bekannten  Reihenent- 

wickelnngen  für  K  and  E. 

Bromberg.  A.  Radicke. 


XXHL    Bine  analytisohe  AofUsung  der  Angabe  des  Apollonins. 

I.  Einen  Kreis  za  beschreiben,  welcher  drei  gegebene  Kreise  ft|, 
^»9  ffs  gleichartig  berührt. 

Bezeichnen  («j,  *i,  r^),  (ög,  6^,  r,),  (03,  6j,  rg),  (m,  p,  ä)  die  rechtwink- 
ligen Mittelpanktscoordinaten  and  Halbmesser  der  drei  gegebenen  and 
des  gesachten  Kreises,  so  verlangt  die  Aufgabe  die  Auflösung  der  drei 
nothwendigen  und  hinreichenden  Gleichungen 

•  1)  J    (r,+Ä)»-(«-a,)«-(i;-6,)«  =  0, 

nach  den  unbekannten  ti,  v,  A. 

Durch  Entwickelung  der  Quadrate  und  Kinführung  der  vierten  Un- 
bekannten t=ih^~-u^  —  v^  verwandelt  sich  dieses  Gleichungssystem  in  das 
gleichgekende,  aber  einfachere 

^  r+2fliM  +  26j»  +  2riÄ  +  ri«-ai»  — 6i?  =  0, 

f=u»  +  p«  — Ä«  =  0. 

Dm  dasselbe  aufzulösen,  sind  mit  Hilfe  der  drei  ersten  Gleichungen 
/,  u,  9   durch  h  auszudrücken,   was  immer  möglich  ist,   wofern  nur  der 

Ausdruck  ^^^^  ~  «3 *2  +  «3 ^  -  «1  ^3  +  «1  ^2  -  ^2^ 

von  Null  verschieden  ist,  d.  h.  wofern  nur  die  Mittelpunkte  der  drei 
gegebenen  Kreise  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  und  die  gefundenen 
Werthe  in  die  vierte  Gleichung  einzusetzen,  welche  alsdann  die  Un- 
bekannte h  bestimmt. 

Am  Einfachsten  ist  folgendes  Verfahren: 

Man  bestimme  aus  den  auflösbaren  linearen  Gleichungen 

.     a,y  +  ^i^  +  C  +  ri  =  0, 
3)  «,^  +  ^^  +  ^+'-2=0, 

/     a3^  +  63/?  +  C+r3=0 
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die  Coefficienten  A^  B^  €  nnd  setze,  mit  |,  17,  ^  drei  neae  Unbekannte 
bezeichnend,  in  2),  nm  h  zn  beseitigen, 

Das  Eesnltat  wird  den  Oleichnngen  3)  zufolge 
t  +  2«J  +  2^i?  +  ri«-(.,*-V  =  0, 

Die  drei  ersten  dieser  Gleichungen,  welche  in  Bezug  auf  I,  1},  (linear 
sind,  geben  unmittelbar  die  Werthe  dieser  Uubekannten  und  führen,  in 
der  Form 

(I- «2)* + (i? -*,)*-'•,*= 4*+ 1' + 1, 
(I  -  «s)*  -  (ij  -  *3)' -  V = I* + •»* + f 

geschrieben,  zu  dem  Schlüsse,  dass,  wenn  mit  a^b^r  die  rechtwinkligen 
Mittelpunktscoordinaten  und  der  Halbmesser  des  Kreises  bezeichnet  we^ 
den ,  welcher  die  drei  gegebenen  Kreise  unter  rechten  Winkeln  schneidet, 

6)  l  =  a  +  Ah,     n^ö+Bk,     ^  +  fi^+li^f^ 

zu  setzen  ist.     Nach  4),  6),  2)  wird  dann 

iu  =  a-^-  Ah, 
v=^b  +  Bh, 

und,  wenn  zur  Abkürzung 

(a:-a)2+(y-6)2-r8  =  «, 

Ax     +     By     +C  =  9l 
gesetzt  wird,  identisch 

(a:-M)8+(y-p)«-A«=Ä-2Ägi. 
Zur  Bestimmung  von  h  dient  die  vierte  Gleichung  in  5),  nämlieb 
(l-^»-^»)Ä«-2(^a  +  ^6  +  C)Ä-r«  =  0, 
deren  Wurzeln  h\  h"  seien. 

Es  entsprechen  demnach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  zwei  Kreise, 
deren  Gleichungen 

ft-2Ä'«  =  0, 

ft-2Ä"va=o 

sind  und  besagen ,  dass  die  gesuchten  Kreise  beide  zu  derjenigen  Kreis- 
schaar  gehören,  welche  durch  den  Kreis 

Ä  =  0 
und  die  Gerade 

bestimmt  ist.  Diese  Gerade  ist,  da  den  Gleichungen  3)  zufolge  die  von 
den   Mittelpunkten    der  gegebenen   Kreise  auf  dieselbe  gefüllten  Lothe 
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den  Halbmessern  r^,  r^,  r^  proportional  sind,  diejenige,  auf  welcher  die 
drei  Ansseren  Aebnlichkeitspnnkte  der  Kreise  S|,  ft^,  St^  liegen.  Dies 
folgt  ancb  einfach  daraus,  dass  der  Ausdruck  %  verschwindet,  wenn  man 
die  Coordinaten  .  . 

I     U.  8.  W. 

'*8         ''s  ^"2        ''8 

der  ftuBseren  Aehnlichkeitspunkte  einsetzt  und  die  Gleichnngen  3)  he- 
rücksicbtigt. 

um  also  die  gesuchten  Kreise  zu  finden ,  reicht  es  hin ,  zwei  Kreise 
SU  zeichnen,  welche  zur  Schaar  (ft,9()  gehören  und  einen  der  gegebenen 
Kreise,  etwa  ft^,  berühren.  Zu  diesem  Ende  hat  man  die  Polare  des 
Durchschnittspunktes  der  Aehnlichkeitslinie  91  mit  der  gemeinschaftlichen 
Sehne  von  $t  und  St^,  welcher  der  Punkt  gleicher  Potenzen  der  Kreise 
fti  Si  und  der  gesuchten  Kreise  ist,  in  Bezug  auf  den  Kreis  St^  zu 
ziehen  und  die  Punkte,  in  welchen  diese  Polare  den  Kreis  ft|  schneidet, 
mit  dem  Mittelpunkte  desselben  durch  gerade  Linien  zu  verbinden.  Diese 
Geraden  treffen  das  vom  Punkte  gleicher  Potenzen  (a,6)  aufSl  gefüllte 
Loth  in  den  Mittelpunkten  der  gesuchten  Kreise. 

Die  Oergonn ersehe  Construction  ergiebt  sich  unmittelbar,  wenn 
man  erwftgt,  dass  die  erwähnte  Polare  den  Pol  von  9  in  Bezug  auf  ft^ 
und  den  Punkt  gleicher  Potenzen  (a,  b)  der  Kreise  ffi,  STj»  ^s  ^i^^&l' 
ten  muss. 

Eine  ähnliche  Rechnung  zeigt,  dass  jeder  zur  Schaar  (fti%)  ge- 
hörende Kreis  die  drei  gegebenen  Kreise  unter  gleichen  Winkeln  schneidet. 

Nimmt  man  statt  der  Süssem  Aehnlichkeitslinie  9t  der  Reihe  nach 
die  drei  inneren,  welche  die  inneren  Aehnlichkeitspunkte  je  zweier 
Kreispaare  und  den  äussern  des  dritten  Paares  enthalten,  was  der  Be- 
haftung  eines  der  Halbmesser  r^,  r^,  r^  in  den  Gleichungen  1),  2),  3) 
mit  dem  negativen  Vorzeichen  entspricht,  so  erhält  man  durch  die  näm- 
liche Construction  die  sechs  Kreise,  welche  ft^,  St^y  St^  ungleichartig 
berühren. 

II.  Auf  der  Oberfläche  einer  Kugel,  deren  Halbmesser  =  1  ist,  sind 
drei  Kreise  gegeben;  es  soll  ein  Kreis  gefunden  werden,  welcher  diese 
Kreise  gleichartig  berührt. 

Bezeichnen  (a^ y  b^,  c^,  Vj) ,  (ög ,  ä, ,  Cg ,  r,) ,  («j ,  63 ,  Cj ,  fg) ,  (m,  »,  w,  h) 
die  rechtwinkligen,  auf  den  Mittelpunkt  der  Kugel  als  Anfangspunkt 
bezogenen  Coordinaten  der  Mittelpunkte  und  die  sphärischen  Halbmesser 
der  drei  gegebenen  und  des  gesuchten  Kreises,  so  sind  die  nothwendigen 
und  hinreichenden  Gleichungen  der  Aufgabe 

!aiW  +  fejt;  +  CjW  =  co^(Ä  +  rj), 
fljW  +  b^v  +  c^m  =  coÄ(Ä  +  rj), 
fljti  +  b^v  +  CgW  ==  CM  (Ä  +  rj), 
welche  mit'  Hilfe  der  Gleichung 
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»•^«^wwv. 


9  i«*  +  ir«  +  ir«s=l 

die  Unbekannten  u^  v^  w,  h  bestimmen. 
Man  Bncbe  ans  den  Oleicbnngen 

welche  immer  nnd  nnr  auf  eine  Art  auflösbar  sind,  wofern  die  MiUd- 
pankte  der  gegebenen  Kreise  nicbt  auf  einem  grössten  Kreise  liegen, 
die  Coefficienten  A^  B^  C  und  setse,  mit  £»  Jf»  i;  drei  neue  Ünbekaoste 
beaeichuend, 

11)  »=^+^^'^^9     v=^^-^ B sinh^     w szf^'^'  Csinh. 

Es  verwandeln  sieb  alsdann  die  Oleicbnngen  8)  in 

12)  l    fi^^  +  b^fi  +  c^l;s=cosr^cosh^ 

Bezeichnen  ferner  (a ,  &,  c,  r)  die  rechtwinkligen  Mittelpunktscoordi- 
naten  und  den  sphärischen  Halbmesser  des  Kreises,  welcher  die  drei 
gegebenen  Kreise  unter  rechten  Winkeln  schneidet,  so  hat  man 

Iflj a  +  6| 6  +  C| c  =  cosr^  cosry 
a^a  -J-  b^b  +  CgC  =  cosr^  cosr. 
Aus  12)  und  13)  folgt 

flj (I  cosr  —  a  cosh)  +  6j(i^  cosr-^b  cosh)  +  c^  (f  cosr  —  c  cosh)  =  0, 
öj(£ C05r  —  a  cosh)  +  63  (ly  cosr  —  b  cosh)  +  Cj(J;co5r  —  c  co«Ä)  «=0, 
«a(S^^*^  —  aro*Ä)  +  6j(i|C05r—  b  cosh)  +  c^{f^ cosr  —  c  cosh)  =^0 

und  hieraus 

I  cosr^—  a  cosh  «  17  cosr  ^  b  cos  h=sj^  cosr  —  e  cosh  a=  0, 
.       cosh  cosh .       ,      cosh 

co5r  '      cosr  cosr 

Die  Unbekannten  ti,  0,  iv  haben  demnach  nach  11)  folgende  Werthe: 

cosh     ,    .   .   , 
cosr 

cosr 

cosh 
w  = c  +  C  ««  A 

und  es  ist  identisch  ^^^^ 

.>iv  Mir  +  PW  + WZ  —  cosAe= (nx  +  by  +  cz  —  cosr) 

14)  co5r^ 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  h  ergiebt  sich  durch  Einsetsung 
der  Werthe  von  ti,  0,  »^  in  9)  und  lautet 
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»  X  *<>' *V  ^••'N^  ^  ^  < 


(1- ^-i^>-c>)  «««Ä  -  2  (^^^!!-!^^f^ 

Die  Identitttt  14)  seigt,  dasB  die  zwei  den  Bedingangen  der  Auf- 
gabe genflgenden  Ereiae  su  derjenigen  sphäriBchen  Ereisschaar  geliören, 
welche  dnrch  den  Kreis 

ttBsax  +  by  +  ez-^cosrsaO 

und  den  gr^ssten  Kreis 

bestimmt  wird.  Dieser  letstere  ist  derjenige,  auf  welchem  den  Gleich- 
ungen 10)  zufolge  die  Punkte,  deren  Coordinaten  den  Ausdrücken 

a^sinr^^a^  sin r^,  b^  sin r^  —  6g  sinr^y  c^  «Ws ^  ^s  '•w«» 
<i j  sin  Tj  —  ttj  sin  r j ,  63  sin  r,  —  6j  sin  r ^ ,  Cg  «n  Tj  —  Cj  «n  rg , 
a^sinr^  —  a^sinr^^     b^sinr^  —  b^sinr^^     c^sinr^—  c^sinr^ 

proportional  sind,  d.  h.  die  äusseren  Aehnlicbkeitspunkte  je  zweier  der 
gegebenen  Kreise  liegen. 

Die  Aufgabe  ist  also  darauf  zurückgeführt,  einen  Kreis  su  con- 
stmiren,  welcher  zur  Schaar  (ft,  121)  gehört  und  einen  der  gegebenen 
Kreise,  etwa  ft|,  berührt.  Zu  diesem  Ende  hat  man  durch  die  Durch- 
schnittspunkte der  Kreise  St  und  ft^  einen  grössten  Kreis  zu  legen  und 
von  dem  Durchschnittspunkte  desselben  mit  dem  Kreise  %  die  sphäri- 
schen Tangenten  an  ft^  zu  ziehen.  Verbindet  man  hierauf  die  Berührungs- 
punkte mit  dem  Jiittelpnnkte  von  St^  durch  Bogen  grösster  Kreise,  so 
treffen  diese  letzteren  das  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  ft  auf  den  Kreis 
9  gefällte  sphärische  Loth  in  den  sphärischen  Mittelpunkten  der  gesuch- 
ten Kreise. 

Die  Kreise,  welche  die  drei  gegebenen  ungleichartig  berühren,  erhält 
man  ähnlich  wie  unter  1. 

in.  Die  Aufgabe,  eine  Kugel  zu  construiren,  welche  vier  gegebene 
Kugeln,  deren  Mittelpunkte  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  gleichartig  be- 
rührt, kann  in  ähnlicher  Weise  gelöst  werden. 

Es  sei 

die  Gleichung  der  gesuchten, 

Jl  =  («-«)> +  (y-.6)«+(t-c)»-r«  =  0 

die  Gleichung  derjenigen  Kugel,  welche  alle  vier  gegebenen  Kugeln 
unter  rechten  Winkeln  schneidet.  Bezeichnen  (a^ ,  6| ,  C| ,  r^) ,  (a^  »  ^f » ^ ,  ^g), 
(og ,  6g ,  Cg,  r,|) ,  (a^  9  64  9  ^4  >  ^4)  die  rechtwinkligen  Mittelpunktscoordinaten 
und  Halbmesser  der  gegebenen  Kugeln,  so  bestehen  die  nothwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  der  Aufgabe  darin,  dass  der  Ausdruck 
JSC  Ox 
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.s^,^^^  ^^i«^^-«'^>V  •  t  ^^XV^^^^z-w^v« 


bezüglich  die  Wertbe  2Ärj+rj«,  2Är^  +  rjj»,  2Ä^J^  +  r3^  2Är^+r/  an- 
nehmen mu6».  Da  nun  ft  für  die  nAmlichen  Werthe  von  a:,  y»  t  die 
Werthe  r^^,  r,^,  r^^  r^  annimmt,  so  moss  der  lineare  Ansdrack  K  —  i, 
für  die  genannten  Werthe  bezüglich  =s2Ar,,  2Arg,  ^hr^y  ^hr^  werden. 
Hierdurch  ist  derselbe  aber  yollkommen  bestimmt.     Denn  setzt  man 

AT-«  =  2A(^a:  +  ^y +  (?«+/>), 
80  muss 

sein.  Diese  Gleichungen  sind  immer  und  nur  auf  eine  Weise  anflöfibar 
und  zeigen,  dass  der  Ausdruck 

tut 

•*- —  9      y  —  »      *—  -      , 


ar  =  -.i-S K__i.  ^  1/  -E  -^5-K !t-^  ,  z  = 


''i~''8  ''i-^'s  '•i-'^s 

u.  s.  w.  verschwindet,  d.  h,  dass  die  Ebene 

alle  sechs  äusseren  Aehnlicbkeitspunkte  je  zweier  der  vier  gegebenen 
Kugeln  enthalten  muss. 
Da  also 

gefunden  worden  ist,  so  schliesst  man,  dass  die  gesuchte  Kugel  sn  der 
Kugelschaar  gehören  muss ,  welche  durch  die  Kugel  ft  =  0  und  die  Ebene 
%=:0  bestimmt  wird  und  dass  die  Aufgabe  auf  die  einfachere  znrfick- 
geführt  ist:  Eine  Kugel  zu  construiren,  welche  zur  Schaar  (ft ,  9()  gebSrt 
und  eine  der  gegebenen  Kugeln,  etwa  ft^,  berührt.  Hierzu  wird  man 
durch  die  Mittelpunkte  von  S  und  1^^  eine  Ebene  senkrecht  zu  %  legen 
und  in  dieser  Ebene  diejenigen  zwei  Kreise  suchen,  welche  mit  dem 
Durchschnittskreise  von  9  und  der  Spur  von  91  zu  derselben  Kreisscbaar 
gehören  und  den  Durchschnittskreie  von  R^  berühren.  Dieae  zwei  Kreiae 
bilden  je  einen  grössten  Kreis  zweier  Kugeln,  welche  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  genügen. 

Krakäu.  Dr.  Hbrtbns. 
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XXIV.    Zar  Geometrie  der  Geraden. 

Im  Mittelpunkte  o  der  Strecke,  welche  zu  zwei  Oeraden  6,  G'  nor- 
mal steht,  schneiden  sich  hekanntlich  rechtwinklig  zwei  Gerade  oa,  oß^ 
welche  in  einer  Ebene  parallel  zu  G^  G'  und  beziehungsweise  in  zwei 
Ebenen  e,  e    liegen,   die  den  Winkel  {G,  G')  und  seinen  Nebenwinkel 

normal  halbiren.     Die  L  o^  halbirt  normal  die  zwischen  G  und  ff  liegen- 
den Strecken   einer  Regelschaar   {xyi»  rücksichtlich  welcher  die  Geraden 

^,  G'  und  die  unendlich  ferne  der  \   >  Leitstrahlen  sind. 

Durch  die  Regeischaaren  R^  ß'  sind  sämmtliche  Richtungen  der  Ge- 
raden gegeben,  welche  gegen  G  und  G'  gleich  geneigt  sind. 

Je  zwei  Ebenen,  die,  einen  Strahl  S  der  Schaar  R  enthaltend, 
durch  oa  und  normal  zu  oa  gelegt  werden,  halbiren  den  Flftchenwinkel 
{SG^  SG')  und  seinen  Nebenwinkel;  sie  werden  daher  von  Geraden  pa- 
rallel zu  S  erfüllt,  welche  gegen  G,  G'  gleich  geneigt  und  von  G,  G' 
gleich  entfernt  sind. 

Da  Gleiches  bezüglich  eines  Strahles  S'  der  Schaar  1i  und  der  Ge- 
raden oß  der  Fall  ist,  so  folgt: 

Durch  jeden  Punkt  des  Baumes  können  (im  Allgemeinen) 
Tier  Strfthlen  gezogen  werden,  welche  mit  den  gegebenen 
Oeraden  C,  G'  gleiche  Winkel  bilden  und  von  C,  G'  gleichen 
Abstand  haben;  legt  man  nämlich  durch  diesen  Punkt  zwei 
den  Winkel  [G^G')  und  seinen  Nebenwinkel  normal  halbirende 
Ebenen  und  sucht  man  ihre  Schnittpunkte  mit  G  und  G\  so 
liegen  in  jeder  dieser  Ebenen  zwei  dieser  Geraden;  die  erste 
verbindet  den  Mittelpunkt  der  Strecke  zwischen  den  genann- 
ten Schnittpunkten  mit  dem  gegebenen  Punkte,  die  zweite 
ist  parallel  zur  Verbindungslinie  dieser  Schnittpunkte. 

Graz.  Prof.  Carl  Moshammbr. 


XXV.   Veber  die  unvollständige  Gammafiinotion. 

Zar  Berechnung  der  sogenannten  unvollständigen  Gammafunction, 
d.  b.  des  Integrales 

i 

0 

hat  man  bis  jetzt  kwei  Formeln;   bei  kleinem  |  dient  die  Entwickelung 
von  Legendre: 


1 
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bei  grossen  £  dagegen  ist  nach  Schlömilch 

00  00 

r(^,  S)  = /or/*-*  er-*  dx  — /ä^-*  er'  dx 


fl.  «2 


worin    die  Coefficienten  o^,  a^  etc«   ganze  rationale  Fnnctionen  von  fi 
sind*.    Eine  dritte  Formel  ergiebt  sich  mittelst  der  Substitution 


es  wird  dann 


1. 


0 
femer  durch  Entwickelung  von  ^*  und  durch  Integration  der  einzelnen 
Theile 

r(„i,=lüp'j,+-L+__^_+...j. 

Diese  Formel   gewährt  in   dem  Falle   einen  Vortheil,  wo  fi  eine  grosse 
und  l  eine  kleine  Zahl  ist. 

Wien.  HocBVAR, 

AMlft  am  k.k.P»l|tMliB. 


XXTL    Swei  Sätxe  vom  Sohwerpunkte. 

1.  Welche  Ebene  bat  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  ihrer  Ent- 
fernungen Ton  n  festen  Punkten  ein  Minimum  ist? 

Die  Ebene  sei  durch  drei  ihrer  Punkte,  ar^,  x^^  x^  bestimmt,  die  n 
Punkte  seien  Pi%  p^^  '^  Pw  Dann  sind  die  Höhen  der  Pyramiden, 
welche  das  Dreieck  x^x^x^  als  gemeinsame  Grundfläche  und  die  Punkte 
Pi9  •••P«  als  Spitzen  haben,  diejenigen  Strecken,  deren  Summe  ein  Mi- 
nimum sein  soll.     Man  hat  also,  wenn  h^...hn  diese  Höhen  sind: 

Äj  +  Äj  + . . .  +  Ä„  =  Afm; 

daher,  wenn  man  mit  der  doppelten  Grundfläche  (die  gleich  dem  Süssem 
Producte  der  Punkte  x^^  x^^  x^  ist)  multiplicirt: 


*  Vergl.  BchlOmilch,  Compendinm  derhOhem  ÄnaljBis^  Bd.«,  dieOaniBn^ 
Emotionen  V. 


r 
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Links  stehen  die  sechsfachen  Volumina  der  n  Pyramiden.  Da  nun  das 
Volnmen  jeder  dreiseitigen  Pyramide  gleich  dem  sechsten  Theile  des 
ftassem  Prodnctes  ihrer  Eckpunkte  ist,  so  kann  man  schreiben 

Ist  nun  p  der  Schwerpunkt  der  n  Punkte  Pi  -"  Pn%  so  ist 

Pi +P2  +     • +P«  ■= '*•  P» 
tlso 

nipx^x^  a?3)  =  Min , 

oder 

{px^s^x^)a=:Min. 

Da  der  Ausdruck  links  den  Minimalwerth  0  annimmt,  wenn  p  in 
der  Ebene  der  Punkte  x^x^x^  Hegt,  so  hat  man  den  Satz: 

Jede  durch  den  Schwerpunkt  von  n  festen  Punkten  gelegte  Ebene 
hat  die  Eigenschaft,,  dass  die  Summe  der  Entfernungen  der  n  Punkte 
von  der  Ebene  gleich  Null  ist 

2.  Der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Eckpunkte  eines  Polygons 
von  einer  beliebigen  Geraden  ist  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus 
den  Abstünden  seiner  Eckpunkte. 

Beweis.  Seien  p^  .  .  pu  die  Ecken  des  Polygons,  p  ihr  Schwer- 
punkt, so  ist  «  j.«  j.      ^« 

P  s^  • 

n 
Sei  ferner  a  ein  beUebiger  Linientheil  auf  der  Geraden,  so  ist 

gPl  +  flPa  +  '    '  +  gPn 

ap  = — ~— , 

Aber  a.pr  ist^die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks,  welches  a  als  Grundlinie 

und  Pr  als  Spitze  hat,  also,  wenn  hr  seine  Höhe  und  a^  der  numerische 

Werth  seiner  Grundlinie  ist: 

apr^a^hry 
ferner 

*  n 

w.  2.  b.  w.  —  Man  sieht,  wie  sich  dieser  Satz  ähnlich  für  das  Gebiet 
des  Raumes  aussprechen  lässt  und  wie  dann  der  erste  Satz  als  specieller 
Fall  ans  ihm  hervorgeht.  Die  Ableitungen  beider  Sätze  zeigen ,  wie  ein- 
fach sich  manche  Untersuchungen  durch  Anwendung  der  Methoden  der 
Auadehnungslehre  gestalten. 

Waren  in  Mecklenburg.  V.  Schlbqbl. 
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XXVL    Zur  Oesohiohte  des  Problems  der  Fortpflauning  ebener 
Lnftwellen  von  endlioher  Schwingangsweite. 

Die  Eingangsworte  zur  Abhandlaug  Riemann*8  ttber  diesen  Ge- 
genstand (Abbandl  d.  königl.  Gcsellscb.  d.  Wissenscb.  zu  Oöttingen, 
8. 'Bd.*  1860)  zeigen,  dass  demselben  die  früberen  Untersncbungen  über 
diesen  Gegenstand  gänzlicb  unbekannt  waren.  Da  auch  im  betref- 
fenden Referate  der  Fortschritte  der  Physik  dieser  früberen  Untersuch- 
ungen nicht  gedacht  wurde  und  jene  Eingangsworte  unverändert  in  die 
60  verdien  st  volle  Sammlung  der  Rieraann' sehen  Werke  von  Herrn 
Weber  Übergegangen  sind,  so  scheint  es,  dass  die  Vorarbeiten  f&r  die 
Rie  mann 'sehe  Abhandlung  überhaupt  nicht  so  bekannt  sind,  als  sie  es 
verdienen ,  und  ich  glaube  nur  im  Geiste  des  verstorbenen  grossen  Ana- 
lysten zu  handeln,  wenn  ich  hiermit  die  Aufmerksamkeit  darauf  lenke, 
dass  nicht  nur  der  Fall  ebener  longitudinaler  Luftwellen  schon  vielfach 
vor  Riemann  untersucht  worden  ist,  sondern  auch  die  Gesetze  der 
Veränderung  der  Wcllencurve  derselben  in  ihren  Grundzügen  (beständige 
Verlängerung  der  Wellenthäler  und  Stauung  der  Wellenberge),  sowie 
die  Noth wendigkeit  der  Bildung  von  Verdichtungsstössen  und  die  wesent- 
lichsten Gesetze  der  Fortpflanzung  derselben  schon  lange  vor  dem  Er- 
scheinen der  Riemann*  sehen  Abhandlung  bekannt  waren.     Vergl. 

Poissoriy  Journal  de  Tecole  polytechnique  vol.  VIJ,  cah.  14,  S.  319; 

Stokes,  Phil,  mag,  3.  ser.,  vol.  33,  S.  349,  November  1848; 

Airy,  Phil.  mag.  3.  $er.,  vol.  34,  S.  401^  Juni  1849; 

E am  Shaw,  Phil  iranacU  1860,  S.  133; 

Saint-Venanl  et   Wanizel,  Journ.  de  Vecole  polytechnique  cah,  27. 

Wien.  Ludwig  Boltzmamk. 


f^r      vcr\     ^    ^ 


• 


r 


■••-     »■%•     4     f» 


I 


A 


-i 

I 

u 


'^^ 


^ 


^r 


\ 


ZdlschiKt  f.  m| 


•^cndL 


.  i  > 


ZulBchrift  r.  Msthrmii 


^. 


rlvrJTY  j 


FigJ. 


Vi 


V 


W////M 


Fig.Z. 


Wy 


-I 


rf 


fr^  H'atde/Hmkt.. 


AjÜLli 


^ 


:  r  Li:  ^-ii 


i 


i: 


=1 


L- 


UNIVERSITY 


K4  » 


i 


1 


Taf.m. 


f\ 


Gf 


—> 


*x 


Fig.  Ja 


>x 


Fig.  5c  ■: 


-:^ 


G, 


G, 


•r 


0. 


»X 


■f >. 


*x 


X 


/  Fig.5d. 


lühogrr  (kerp//fist,2hrsdm. 


f. 


\9-4l 


Jr, 


^se    LIBR^^ 


if^         OF  THF- 


ilTY 


Üf  CALIFOK?^ 


Historisch -literarische  Abtheilung 


der 


Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik 


herauBgegeben 


unter  der  verantwortlichen  Redsetion 

von 

Dr.  O.  Sohlömilch ,  Dr.  E.  Kahl 

und     . 

Dr.  M.  Cantor. 


X3Q.  Jahrgang. 


"•^•••^-»•^  W'^a. 


LEIPZIG, 

Verlag  von  B.  O.  Teubner. 

1876. 


I^niok  von  B.  G.  Teubn^x  in  DrMd««. 


<■>' 


Inhalt. 


I.   Abhandlungen. 


Seite 


G.  G.  ReuBchle,  ein  Nekrolog.    Von  Prof.  Zech 1 

Ma&ematdsch- historische  Miscellen.    Von  Dr.  Günther    .    .    .    '. 57 

Die  Ghorographie  des  Joachim  Bheticiis.    Von  Prof.  Dr.  Hipler 125 

Adolph  Zeising  als  Mathematiker.    Von  Dr.  Ottnther 157 


n.  Recensionen. 

Oeftehieht  deer  Matliematik  und  Physik* 

Boneornj^agnif  B.,  Bulletino  dt  bibliografia  e  di  storia  delle  science  tmUematiche 

e  fitidie.    Tomo  VIL    Von  Dr.  Qftather 6 

lletsgar,   Dr.  A. ,   Bxbliotheca  historieO'fuUurälis,  physieo-chemica   et  mathe- 

matica.    Von  Oberl.    M.  Ciutie 15 

7aTaro,  Antonio,  Sagqio  di  cronografia  dei  matemoHci  ddV  antiahito»  Von  Prof. 

Dr.  Caator 20 

Trentlein,  F.,  Geschichte  unserer  Zahlzeichen  und  Entwiokelung  der  Ansichten 

über  dieselbe.    Von  Dr.  Oflnthsr 26 

]MUc«r,  M.,  Der  „Itber  mathematiealisf'  des  heil.  Bemward  im  Domschatze  zn 

Hildesheim.    Von  Dr.  CHkniher 30 

2«ftssdis,  8.,  Kurzer  Abriss  der  Geschichte  der  elektrischen  Telegraphie.    Von 

Dr.  Efthlmsmi 31 

aetstdis,   8.,   Die   Entwickelung  der  automatischen  Telegraphie.     Von  Dr. 

KfibliBRiin 35 

Kaasioa,  F.,  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Ä.  Clebsch,    Von  Prof.  Dr. 

Oaat«r .    .    37 

0«riuurdt,  C,  Die  Sammlung  des  Pappus  von  Alexandrien.  Von  Prof.  Dr.  Caator  37 
Bstsr,  H.,  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften.  Von  Dr.  CHInthor  .  65 
Hidtush,  Fr.,  Pappi  Alexandrini  cöllediones  quae  supersunt.    Von  Prof.  Dr. 

Caator 70 

B«rtty  D.,   Copennico  e  le  vicende  del  »istema  copemicano  in  Itälia,  con  docu- 

menti  inediti  intomo  a  CHordano  Bruno  e  Galileo  Oa^lei,    Von  Prof. 

Jmmo ...    86 

CMblor,  X.  T.,  Galileo  Galilei  und  die  römische  Curie.  Von  Prof.  Dr.  Cantor  .  96 
Mathor,  8.,  Vermischte  Untersuchungen  zur  Geschichte  der  mathematischen 

Wissenschaften.    Von  Prof.  Dr.  Cantor 99 

Letztes  Wort  über  die  Bibliotheea  naturalis.  Von  Oberl.  M.  Cnrtso  ....  151 
jCflior,  L. ,  Proklos  über  die  Petita  und  Axiomata  bei  Euklid.    Von  Prof.  Dr. 

Caator 181 

Herrn,  üeeneri  ad  hiitoriam  astronomiae  symhola.  Von  Prof.  Dr.  Cantor  .  .  183 
tUbnuaoky  0.,  Zur  Anaiysis  der  Wirklichkeit.    Von  Dr.  SohlÖmiieh  .....  150 


IV  Inhalt. 


f^^  ^^  \^  ^m^  •■^^^^/^r^^*^■^^.^^-<|^.^%^^^^rf•x^^•*«r^•Xrf'^^■x^^^•'^^•^■^•»^•-'  ■/-^•-•-^^w-     v*^-  ^^-^  ^^^^  s^-n^^^-w   ^  w%»  y  v  «  *-^«.* 


Arithmetik  und  Inalysis«  seit« 

Maadon»  F.,  Elements  de  la  thSorie  des  däerminants,  Vou  Dr.  Ofinther  ...  166 
Maasion,  F.,  Introduetion  ä  la  theorie  des  determinants.  Vou  Dr.  G^ither  .  .  166 
Diekmami,  J,,  Einleitung  in  die  Lehre  von  den  Determinanten.  Von  Dr.  Oibitiier  168 
Fontebaiso,  D.,  I  primi  elementt  della  theoria  dei  determinanti.  Von  Dr.  Gft&ther  171 
Oarbieri,  0.,  I  determinanti  con  namerose  applicagioni ;  parte  prima.    Von  Dr. 

Olinther 171 

Enneper,  A.,  Elliptische  Functionen.  Theorie  und  Geschichte.  Von  Prof.  Dr.  Wober  173 

Synthetische  und  analytische  Geometrie. 

Gremona,  L.,  Elemente  des  graphischen  Calculs,  übersetzt  von  M.  GnrUe.   Von 

Prof.  Dr.  Cantor 19 

Haakel,  H. ,  Die  Elemente  der  projectivischen  Geometrie  in  synthetischer  Be- 
handlung.   Von  Oberl.  IGUaowski 103 

BriU,  A ,  Modelle  der  Flächen  zweiter  Ordnung.    Von  Dr.  Sohlömiloh ....  109 

Berichtigung  einiger  Stellen  in  Clebsch's  Vorlesungen  über  Geometrie.    Von 

Prof.  Dr.  Dnrtga 110 

Geodftsie. 

Bohn,  C,  Anleitung  zu  Vermessungen  in  Feld  und  Wald.    Von  Prof.  Dr.  Cantor   ii 

Mechanik  und  Thermodynamik* 

Narr,  F.,  Einleitung  in  die  theoretische  Mechanik.  Von  Dr.  KÖttoritiseh  .  .80 
Naumann,  C,  Vorlesungen  über  die  mechanische  Theorie  der  Wärme.    Von 

Dr.  Sühlnlaim 177 

Biomann,  B.,  Schwere,  Elektridtäi  und  Magnetismus,  herausgeg.  von  X.  Hat- 

tOAdorlt     Von  Dr.  Kttttoritsseh 184 


Bibliographie Seite  22,  44,  83,  113,  154,  136 

Mathematisches  Abhandlungsregistcr:   1.  Januar  bis  30.  Juni  1875 47 

„  „  1.  Juli  bis  31.  December  1875  ....  116 


Historisch-literarische  Abtheili 


C.  G.  BsnioUe  f. 
Ein  Nekrolog  von  F.  Zbcb. 

Am  22.  Mai  187!>  starb  62  Jalire  alt  in  Stattgart  ein  M 
TbXtigkeit,  in  engere  Kreise  gebannt,  nicht  die  Änerkennui 
hat,  die  sie  verdiente.  Ee  war  C.  Q.  Reuschle,  Professor 
matik  am  Stuttgarter  Gymnaeinm.  Vermöge  seiner  umfassen 
—  er  hatte  Philosophie  nnd  Theologie  etndirt,  das  Iheologis 
in  Tubingen  mit  glXnzendem  Erfolg  gemacht,  bei  Närrenbe 
Jabr  Mathematik  stndirt,  dann  anf  ein  Jahr  Paris,  anfein  zi 
zn  gleichem  Zwecke  besncht  —  hStte  man  erwarten  sollen,  d 
hSheres  Lehramt  zn  Theil  werde,  als  die  Profeesnr  für  Mathe 
^aphie  nnd  Fhjrsik,  die  er  vom  Jahre  1840  bis  zn  seine 
Stuttgarter  Gymnasium  bekleidete.  „HStte  die  Universität," 
Stadien  genösse  und  besonderer  Frenud  von  ihm,  jetzt  Unive: 
, .während  unserer  Studienzeit  einen  Lehrer  der  Mathematik  bi 
im  Stande  gewesen  wSre,  Reuscble's  universellen  Geist  z 
ihm  zu  impouiren  und  ihn  in  diejeoigen  Bahnen  zu  weisen, 
künftige  Mathematiker  von  Fach  schon  frühe  einschlagen  mv 
Beaschle  bei  seiner  eminenten  Begabung  in  die  Lage  versf 
gleich  nach  vollbrachten  Studien  Arbeiten  zu  liefern,  die  ibi 
zn  jedem  akademischen  Lehrstuhl  geöffnet  hätten." 

In  den  35  Jahren ,  während  deren  er  Gymnasi  all  obrer  w 
er  sich  seinem  Berufe  mit  voller  Hingabe.  Er  hatte  schon 
sehen  Seminar  in  Urach ,  einer  der  vier  Vorbildungsanstal 
Stift  in  Tübingen,  nicht  blos  mathematische  sondern  auch 
vielbKndige  geschieht] ich e  und  geographische  Werke  studirt  ui 
nicht  blos  während  der  vorgeschriebenen  Studienzeit,  sond« 
troti  des  Lärms  der  ihn  umgebenden  Studien  genossen  —  v 
Zeit  der  Erholung.  Mit  ganzem  Ernst  sachte  er  nun  die  mat 
Stadien  am  Gymnasium  zn  beben,  nachdem  dieselben  lange  br 
Freilich  ertönte  nun  gleich  die  Klage  über  UnverständUcbl 
weite  Erstreekung  des  Unterrichts  und  aoch  nach  Hcinem  To 
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dem  Nekrolog  eines  ecbwähiscben  Blattes  dieser  Vorwurf  wiederholt.  Der 
Verfasser  dieses  war  Schüler  von  Renschle  in  der  ersten  Zeit,  die  » 
am  Gymnasinm  lehrte,  and  glaubt  noch  heute,  dasa  sein  Unterricht  Dicht 
über  das  mögliche  Verständnisa  der  Durchs chaittsschül er  hinausging. 
Aber  freilich  nm  jene  Zeit  nnd  noch  lange  war  die  Mathematik  an  den 
württcmbergiecben  Gymnasien  sehr  Btiefmütterlich  hehandelt,  nnd  wenn 
ein  Lehrer  über  dos  Oewühnlichste  btaanaging,  so  setzte  er  sich  einer 
Rüge  seiner  vorgesetzten  Behörde  aas,  nnd  Jedermann,  nstÜTÜch  «Qcli 
die  Schuler,  waren  dann  sich  klar,  dass  er  viel  zu  viel  verlange.  Isa- 
besondere  erregte  es  Anstoss,  dass  Renschle  von  den  verachiedeDes 
Zahlensystemen  sprach  und  Uebnngen  in  Umwandeinngen  ans  dem  deka- 
dischen ins  dodekadieche,  dyadiscbe  u.  s.  w,  vornahm.  Und  doch  ist 
für  eine  humanistische  Bildung  ein  Einblick  gerade  in  diese  Verhältnisse 
von  grösatem  Werth  and  für  den  im  Zablenrecbnen  geUbteD  Scbtiler  spie- 
lend zu  erlernen. 

Anch  in  der  Geographie  begann  Renschle  eine  für  das  Gymnasinm 
neue  Methode  des  Unterrichts,  bei  welchem  hauptsSchlich  das  geschicht- 
liche Werden  der  Städte  und  Staaten  im  Verhiiltniss  znr  Gestaltung  der 
Erdoberfläche  Ber&cksichtignng  fand.  Er  bat  ein  Lehrbuch  der  Geo- 
graphie in  vier  Auflagen,  ein  Handbuch  der  Geographie  und  ein« 
illnstrirte  Geographie  herausgegeben. 

Obgleich  sich  Reuschle  mit  vollem  Ernste  seinem  Amte  widmete, 
fand  er  doch  bei  seiner  ungemeinen  Arbeitskraft  Zeit,  alle  neuen,  Epoche 
machendea  Erscheinungen  und  Entdeckungen  auf  dem  Gebiete  der  Natnr- 
wiasenscballten  ,    insbesondere  der  Physik  und  Astronomie ,  zu  verfolgea, 
in    sich    zu  verarbeiten  and  sein  ürtheil  darUbei  abzugeben.     Dem  Ver- 
fasser sind  8  Programme  des  Gymnasiums,  31  grössere  Abbaudlungen  in 
Zeitschriften    und    13    selbstständige    Werke    bekannt,     die    Reuscble 
während  seiner  Lehrthätigkeit  abfasste.     Er  stattete  gerne 
ten  Berichte    ab   Über   den  neuesten  Staad  einzelner  Wiss 
an   die    deutsche   Vierteljabrsschrift ,   an    die   Jahrbücher   ( 
an  das  Ausland  n.  s.  w. ,  und  liebte  es,  mit  seinem  philos 
gebildeten  Geiste    die  Bedeutung   der  einzelnen  Entdecku 
sammte    Naturanschauung    darzulegen.      Er   verfasste   eine 
Schule  und  Laien,   nm  das   unsterbliche  Werk   Uumbol 
hlikum  näher  zu  bringen.     Er  beschfiftigte  sich  vielfach  mi 
sten  Kepler's   um  die  Astronomie  und  schrieb  zum  300 
läura  seiner  Geburt  eine  Uenkschrift,   die  zu   dem  Beste 
über  Kepler  im  Verhältniss  zu  Copernicus  und  Newti 
worden    ist.      Er   war   einer   der  Ersten    oder  der  Erste, 
Verdienste  Kaut's  um  die  Naturwissenschaften  zur  Geltn 
suchte :    Verdienste,    die    jetzt    von    den    ersten    naturwis 
tclleni  mehr  und  mehr  anerkannt  werden.     Er  scb 
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auch  nicht,  gegen  falsche  Theorien  mit  aller  Wucht  seiner  Logik  auf- 
zutreten. Die  Lehre  vom  Stillstand  der  Welt,  wie  sie  Clausius  und 
Thomson  anfgestellt  hatten,  verbreitete  sich  rasch  unter  dem  natur- 
wissenschaftlichen Gelehrten-  und  Laienpublikum;  Reuschle  zeigte 
(Ausland  1872)  ihre  Unhaltbarkeit,  indem  er  auf  den  logischen  Fehler 
hinwies,  aus  endlichen  Vorgängen  auf  ein  unendlich  Ausgedehntes  schlies- 
sen  zu  wollen;  er  Hess  sich  den  Untergang  der  Erde  gefallen,  aber 
nicht  den  der  Welt. 

Es  ist  unmöglich,  hier  auf  alle  die  verschiedenen  Arbeiten  Reu  schleus 
hinzuweisen,  in  denen  er  durchweg  kurz  und  treffend,  gleichgiltig,  ob  er 
irgendwo  Anstoss  errege,  sein  Urtheil,  wie  das  Studium  es  ihm  gegeben, 
über  das  Neueste  im  wissenschaftlichen  Leben  abgegeben  hat.    Aber  nicht 
vergessen  darf  werden  seine  Schrift  „Philosophie  und  Naturwissenschaft^S 
welche  er  dem  Andenken  an   David  Fr.  Strauss   gewidmet  hat.     Als 
langjähriger  Freund  stellt  er  sich  hier  auf  Seite  des  Verfassers  des  „alten 
nnd  neuen  Glaubens",  nachdem  er  ihn  vielfach  bei  seinem  naturwissen- 
schaftlichen Studium  berathen  hatte.  Dass  Reuschle  ganz  mit  den  Grund- 
gedanken   der  Darwin*  sehen  Lehre   einverstanden   war,   hat   er  in  ver- 
schiedenen Abhandlungen   ausser   der   ebengenannten  Schrift  ausgeführt. 
An  dieser  Stelle  tritt  die  mathematische  Wirksamkeit  des  Verstor- 
benen in  den  Vordergrund.     Schon  im  Beginn  seiner  Gymnasialthätigkeit 
hatte  er  ein  Lehrbuch  der  Arithmetik  für  seine  Schüler  ausgearbeitet,  das 
sich   von  allen    anderen   dadurch   unterscheidet,   dass    im  12.  Buche   die 
^Elemente   der  Zahlentheorie   aufgenommen   sind.      Später  folgte  ihm  ein 
Lehrbuch  der  Trigonometrie.     In  Grelles  Journal  schrieb  er  (1843  und 
1844)  Abhandlungen  über  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate,   in  vor- 
liegender Zeitschrift  (Bd.  XI)  über  Dreieckspunkte  und  über  das  Deltoid, 
in  Grunert^s  Archiv  (1845)   über  das  Princip   des   kleinsten  Zwanges 
n.  8.  w.     Sein  Hauptwerk  aber  ist  das  Resultat  einer  beinahe  zwanzig- 
.  jährigen  Arbeit.     Die  Untersuchung  der  Primzahlen  und  ihrer  Perloden 
hatte  ihn  schon  frühe  beschäftigt,  mit  besonderer  Liebe  ist  dieses  Capitel 
in  seiner  Arithmetik  behandelt.     Der  Canon  arühmeticus  von  Jacobi  gab 
ihm  Anlass   zu   immer   weiteren  Berechnungen,   namentlich  als  er  selbst 
im  Jahre  1850   mit   dem  ,, Grossmeister  der  Mathematik^'   in  Gotha  und 
*m  Jahre  1856  bei  der  Naturforscher  Versammlung  in  Wien  mit  Kum- 
ner  zusammengtroffen  war.    Hier  wurde  der  Vorsatz  gefasst,  Tafeln  com- 
>lezer  Primzahlen,  welche  aus  Wurzeln  der  Einheit  gebildet  sind,  abzu- 
issen.      Bei    ununterbrochener    Beschäftigung    damit    neben    all    seinen 
nderen  Arbeiten  kam  er  bis  1870  zu  einem  Abschlüsse,  im  Jahre  1872 
onnte  der  Druck,  den  die  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin  über- 
^mmen  hatte,   beginnen  und  einen  Monat  vor  dem  Tode  ReusQhle^s 
richtete  Kronecker  der  Akademie  über  das  fertige  Werk:   „Die  Ta- 
In  enthalten  in  möglichster  Vollständigkeit  und  in  wohlgeordneter  Folge  Jf 
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die  hanptuäcLlichsten  Ergebnisie  von  vieljHh 
mUfaBnmen  Recbunng^u ,  welcbe  Renschle  an| 
leguag  der  Primzahlen  des  erateu  Tausend  ii 
der  Einheit  gebildete  Factoren  zn  ergrUndeD. 
terieirt  sich  ala  eine  wertbrolle  Sammlung  von  R 
für  die  Erforschung  der  Theorie  der  complexe 
sein  können.  Der  hprUhmte  Fermat'sche  Sat 
30  Jahren  die  hanptsKcblichstc  Anregung  zu 
Erfolg  gekrauten  UnlersuchnngeD ,  auf  denen  i 
baeirt  und  deren  Weiterbe  fördern  Dg  es  zngleic 
Als  ReuBchle  kurze  Zeit  vor  seinem  Todi 
liebe  Verletzung  eines  Fueaes  herbeigeführt 
Arbeit  in  dem  fertigen  Werke  vor  sich  eah,  i 
„Sie  kühnen  wohl  das  Bewusstsein  haben ,  dasi 
Arbeit  der  Wissenschaft  einen  guten  Dienst  g 
Dank  der  späteren  Generationen  verdient  und 
Werthe  ausgeführt  haben." 


Becensionen. 


Butlellino    di   bibliografia  e  di  sloria  detle  sciente  m 

e  fi siehe    pubblicuto    da    B,    Boneompagni.      Tomo 

Tipografia  delle  scienze  malematiche  e  fitiche  1874, 

Von   der  TUr  die  Geschichte   der  M&them&tik  so  ttberai 

Pnblication   des   hochTerdienten  Heransgebers  liegt  nnn  ben 

bente  Band   abgeschlossen   vor  uns.     Obechon  es  im  Allgen 

üblich  ist,  über  Zftitschriflen  ansftlhrlich  zn  leferiren,  so  wol' 

hier  eine  Aasuahme  von  der  Regel  machen  nnd  (im  EinversI 

Herrn  Boncompagni)   die    in    dieser  Sammlung  uns  mitge 

Seiten  einer  kurzen  Besprecbang  unterziehen.     Wie  immer,  < 

dieser  Band   eine  Reibe   mit   äusserster  Sorgfalt  Busammeng« 

blicationsverzeichnisse;  da  deren  Einrichtung  bereits  allgemein 

sn  bexcbr&nlten  wir  uns  auf  die  eigentlichen  Original  arbeiten 

dem  in  extenso  wiedei^egebenen  Titel  sofort  das  Referat  nachfc 

1)  Mariano  Quereia,  ItOomo  alla  vita  ed  ai  lavori  scientifiä 
Giovanni  Mac^uom  Btmkine,  S.  1  -  fil. 

Wir  haben  hier  eine  sebr  eingehende  Biographie  des 
englischen  Mechanikers  vor  uns,  welche  anerst  in  den  „Al 
Venelo"  erschienen  ist.  Uas  bingraphiedie  Detail  wird  nicht 
sigt,  dabei  aber  doch  ein  Hauptgewicht  auf  sachgemlUse  Dan 
wiesenschaFtlichen  Elementes  gelegt.  Am  5.  Juli  1820  zu 
'  geboren,  gewann  Rankine  bereits  im  Alter  von.  16  and 
awei  PrXmien  ftlr  physikalische  Arbeiten.  Nach  Vollendnng 
dien  auf  der  Hochschule  der  Vaterstadt  betrat  er  die  praki 
bahn  des  Ingenieurs,  ohne  jedoch  der  rein  wissenschaftlichei 
ontren  zu  werden,  wie  er  denn  auch  1854  mit  der  grossen  I 
seine  thermodj^amischen  Arbeiten  ausgezeichnet  wurde.  Da 
auf  erhielt  er  die  Professur  für  Mechanik  und  Ingenieurwii 
an  der  UaiversitHt  Glasgow,  welche  er  bis  zn  seinem  fr 
(24.  Douember  1872)  bekleidete. 

Sehr  ausführlich  ist  die  Uarstellnng  der  Verdienste  gehal 
■ich  Rankine  am  die  Aasbildnug  der  mechanischen  Wfinn 
irorhen   hat,   und   swai  hat  dieser  Abschnitt  eine  besondere 


6  UistoriBch-litetariscLe  Abtheila  ^ 

für  UDB  Deutsche,  die  wir,  freilich  lediglich  dttrch  die  Schuld  gewiss« 
literarischer  Kreise  Englands,  die  Leietangen  der  Briten  anf 
Gebiete  vielleicht  nicht  ihrem  vollen  Werthe  nach  zu  wOrdigeu 
sind.  Auf  die  sehr  anafllhrlichen  Resum^u,  welche  der  Verfaai 
die  einzelnen  Abhandlnngen  Kankine's  (besonders  auch  äl 
bekanntestes  Werk  „A  manual  of'  applied  mechanics",  London  and 
1S58)  giebt,  könnea  wir  hier  natürlich  nicht  eingeben.  Wenig 
dürfte  bei  uns  besonders  die  philosophisch -historische  Insuguralr 
concordia  inter  scientiarum  machinaiium  conlemplationem  cl  usum"  si 
welcher  der  neue  Professor  sein  akademisches  Amt  antrat. 

Unrch  seine  kalorischen  Arbeiten  ward  Rankine  auf  ein 
Feld  geführt,  das  ebenfalls  direct  mit  der  eigentlichea  Molecnh 
znsammenh&ngt  —  anf  die  Elasticitäts  ■  und  Festigkeitslehre 
KCrper.  Seine  Beband tun gs weise  dieses  Gegenstandes  wird  bii 
falls  eingehend  beschrieben.  Er  widmete  auch  der  reinen  Bei 
theorie  oder  Kinematik  einen  eigenen,  originell  heArbeiteten  i 
in  einem  später  erschienenen  Werke:  „4  manual  of  machinery  i 
mork",  1869,  indem  er  sich  au  die  Principien  eines  Professor 
anschloss,  dessen  Name,  ohschon  er  von  Herrn  Qnercia  mit  d 
werte  „eminente"  belegt  wird ,  hei  uns  wohl  nur  in  engen  F^ 
bekannt  sein  dürfte.  Leider  ist  an  dieser  Stelle  die  Darstelln: 
ganz  so  ausführlich  wie  sonst,  so  dass  man  nicht  klar  ersehen  ka 
weit  Rankine's  Geometrie  der  Mechanismen  bereits  die  neuen 
ken  anticipirt  hat,  welche  Renleaux'  kürzlich  erschienenes  Bi 
hält.  Beiläufig  sei  noch  bemerkt,  dass  Rankine  hier  auch' eine 
Begriff  in  die  Wissenschaft  einführt,  nSmlich  den  der  „CotmUr-Ef, 
d.  h.  den  Unterschied  zwischen  der  berechneten  und  wirklich  ge 
Arbeit  einer  Maschine. 

Auch  dasjenige  Fach,  welches  wir  jetzt  graphische  Statik 
ist  von  dem  grossen  schottischen  Forscher  bereits  cultivirt  word< 
jedenfalls  ist  es  als  ein  Mangel  der  sonst  so  sehr  dankeuswerthen 
menstellung  von  Weyrauch  (diese  Zeitschr.,  XEX.  Jahrg.)  zn  bez 
dass  Rankine's  Marne  in  der  Reihe  Uerjenigeii  fehlt,  welche  I 
mann  die  Stätte  bereiten  halfen. 

Den  Scblnss  der  besprochenen  Abhandlung  bildet  eine  kur 
lyse  deijenigen  Arbeiten  Rankine's,  welche  sich  auf  Hydrau 
Theorie  des  Schiffbaues-  beziehen. 

2)  B.  Bierens  de  Eaan,  Nolice  sur  qttelqvts  qttadrateurs  du  ce 
let  Faya-Bas,  3.  99-144. 

Das  Problem  der  Zirkelquadratnr  bat  in  den  Niederlanden  v 
eifrige  Anhänger  gefunden,  und  es  ist  daher  sehr  erwünscht,  di 
-*^"*-  Bierene  de  Haan   seinem  früheren  Essai  übet  die  Lof 
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technie  seiner  XiHndsleote  diese  neue  Untersuchung  Über  ihre  Bemühungen 
um  jene  nns  jetzt  so  steril  erscheinende  Frage  nncbfolgeu  ISset.  Der 
erste  Gelehrte,  welcher  dabei  in  Betracht  tomrat,  ist  Simon  van  der 
Eycke,  dessen  bezügliches  Buch  im  Jahre  1584  erschien,  der  sich  aber, 
wie  hier  gezeigt  wird,  auch  mit  anderen  wichtigen  Problemen,  wie  mit 
der  Meeresläuge,  beschxrtigte.  Sein  znerst  gefundener  Werth  für  n  itit 
3^,  wofür  er  spÄter  2^2^5-2*  setzt,  —  diese  letztere  Zahl  ist  auch 
von  Raymarus  Ursus,  dem  bekannten  Gegner  Tycho  de  Brahe's 
angegeben  worden. 

Gegen  Simon  trat  Ludolf  van  Cenlßu  auf.  Der  Verfasser  be- 
nützt die  Gelegenheit,  um  einige  Notizen  in  der  Biographie  dieecs  be- 
rühmten Rechners,  welche  Vorsterman  van  Oijen  (f'ulletl.  1.  Bd.) 
gegeben  hnt,  zn  reclificiren.*'*'  Der  entstehrnde  wissenschaftliche  Streit 
scheint  dann  Lndolf  aur  Verabfassung  seines  bekannten  Werkchens 
„Van  den  Circel",  ßelft  1596,  angereizt  zn  haben,  in  welchem  die  nach 
ihm  benannte  Lndolphine  auf  20  Stellen  genau  berechnet  erscheint-  Die 
uoch  genauere  Berechnung  auf  32  Decimalen  findet  eich  zuerst  in  seinem 
von  der  auscheinend  aachverstSndigen  Wlttwe  —  Bierens  sagt  von  ihr 
[S,  111),  dass  sie  ^,n'elait  pas  etrangere  mtx  iravatix  de  son  man"  —  edir- 
ten  posthnmen  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Geometrie.  Dieses  Buch 
ward  1615  von  Snellius  ins  Latein iecho  übertragen.  Mit  wie  unglaub- 
licher Mühe  Lndolf  sein  Ziel  erreichen  mosste,  geht  ans  den  von  dem 
Uehersetzer  in  seinem  selbststKndigen  Werke  .,Cyclomeiricus"  mitgetheilten 
Papieren  de«  Erstpren  hervor;  es  bedurfte  nKmlich  zur  Gewinnung  des 
caletzt  genannten  NSberungswerthes  der  Discussiou  eines  regelmässigen 
V^ielecks  von  nicht  weniger  als  2*"  Seiten.  Von  anderen  Gelehrten, 
ivelche  Lndolf«  Bestimmung  reprodncirten  und  weiter  ausführten,  wer- 
ten Huyghens  und  Lansberg,  sowie  auch  einige  ziemlich  unbekannte 
Malhematiker,  Fraalder  und  van  Nienrode,  namhaft  gemacht- 

Der  zweite  Gegner  Simon'«  van  der  Eycke  war  Ädriaan  An- 
thonisz;  er  setzte  der  Verhalt niss zahl  des  Ersteren  die  van  ihm  gefun- 
lene  \^\  gegenüber,  deren  Erfindung  man  so  häufig  irrthümlich  seinem 
Sohne  Adrianns  Melius  (1571  —  1635)  zugeschrieben  findet.  Der 
Srund  hiervon  ist  hauptsächlich  der,  das«  man  den  Originaltractat  des 
l^ater«  Adrian  für  verloren  erachtete  und  auch  die  Stelle  in  des 
Tüngerea  „Manuale  Arithmelicae  ei  Geomelriae  fraclicae"  iguorirte,  in  wel- 
:her  der  Sohn  auedrücklich  Jenem  die  Priorität  wahrt. 


'}  Diese  Zahl  ist  infolge  eines  Schreib-  oder  Druckfehlers  unrichtig  an- 
gegeben. 

**)  Ueber  Ludolf  van  Ceulen  (Colen  oder  Colleo)  kann  man  anch  einen 
.rtikel  des  näoiUchen  Autors  im  „Messenger  of  mathemattcg"  vom  Jahre  1873  nach- 
hen. 


Hütorinch  -  literarische  Abtheilang. 


Als  dritter  Opponent  erscheint  endlich  auch  ein  Vertreter  der  von 
nehmen  akademischen  Welt,  Adrianns  Romanns.  In  seiner  Vertbd- 
dignng  des  Acchimedes  hekfimpft  er  gleichmässig  den  Simon,  Rsj- 
maras  Ursns,  Cardinal  von  Cnsa  und  den  bereits  von  Lndolf  scharf 
mitgenommenen  Scaliger.  Gegen  diesen  Letzteiea  hatten  sich  aber 
bereits  Vieta  und  der  ans  der  Geschichte  der  Eettenbrüche  bekannte 
Cataldi  erklärt.  Fflr  ans  Deutsche  bietet  dieser  Abschnitt  wohl  nichts 
Neaes,  da  wir  bereits  im  dritten  Bande  von  KSstner's  „Geschichte  der 
Mathematik"  eine  relativ  vollstKndige  Schilderung  dieser  Polemik  besitzen. 

Den  Scbloss  der  Abhandlung  bildet  eine  kurze  Charakterisintng  der 
„Pseadoqnadratnren"  einiger  sn  baltern  er  Geister,  wie  Marcel  is,  Kragk, 
Soeten,  de  Graaf,  Waeywel  nnd  Bovy.  Möge  es  dem  Verfasser 
gefallen,  noch  weitere  histo rieche  Bilder  ans  der  niederländischen  Mathe- 
matik vor  nns  zn  entrollen ;  denn  gerade  von  den  daichans  nicht  dd- 
bedentendeu  Gelehiten  zu  Ende  des  vorigen  Jahrhanderts ,  wie  van 
Swinden,  Hennert,  Fibo  Steenstra  etc.,  bat  man  bei  ans  meisten- 
theils  nur  sehr  unvollkommen  Kenntniss. 

Bemerkt  sei  noch,  dass  die  Arbeit  von  Glaiaber,  „On  Ihe  gtiaiira- 
lure  of  the  circte",  in  ihren  Resultaten  bis  auf's  Einzelnste  mit  der  eben 
besprochenen  tlb  er  einstimmt. 

3)  Evgenio  Catalan  (lettera  a  D.  B.  Bontompapiti) ,  Iitiomo  ad  una  ücri- 

ttone  pogta  gtdia  tomba  di  Ludolf  van  CeuleH,  8.  141-144. 

Catalan    meldet  hier  ans  einem  im  Jahre  1840  an  ihn  genchtelen 

Briefe  des  französischen  Gelehrten  Lakanal  —  über  welchen  im  Anhang 

Einiges  mitgetheilt  wird  — ,  dass  derselbe. damals  die  Lndolf  sehe  Zahl 

auf  dessen  Grabstein  zu  Leyden  eingravirt  gefunden  habe. 

4}  Beferat  von  Th.  H.  Martin  fiber:  Prodi  DiadoiAi  itt  primum  Etididit 
elemmtorum  librum  eommentarii.  Ex  recognäione  (fodofredi  Fr' 
aiae  in  aedibus  B.  G,  Teutmeri,  S,  146—151. 
Der  berühmte  Altmeister  mathematisch -philologischer  Fo 
gtstrirt  zunächst  die  grossen  Verdienste ,  welche  sich  die  Verl« 
durch  ihre  Aasgaben  griechischer  und  römischer  Autoreu  un 
erworben  bat.  Alsdann  bespricht  er  die  eigentliche  Bedentni 
mentara  von  Proclus  und  bemerkt  mit  Recht,  dass  selbst 
„Spreu",  die  sieb  reichlich  vorfinde ,  „tV  y  a  enrore  des  doei 
ä  recueiüir  en  ce  qtii  conrerne  les  speculations  philosophiques ,  » 
et  superstUieuses  ri«  anciens  sur  les  mmbres  et  les  ftgiires".  1 
Ourchmusternng'  der  früheren  Editionen  wird  dann  bemerkt,  ä 
tein  mit  guten  Gründen  den  bisher  auf  vier  Btlcher  vertheil 
ein  einziges  Buch  zusammengezogen  habe.  Abgesehen  von  d 
teu  Hilfsmitteln  benützte  der  Verfasser  der  neuen  Herausgabi 
einen  Codex  der  Münchener  Hof-   und  Staatsbibliothek  und 
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znng  eine  Reibe  von  Varianten,  welche  ihm  die  allbekannte  Liberalität 
des  Fürsten  Boncompagni  ans  zwei  vaticaniscben  Manuscripten  znr 
Verfügung  gestellt  hatte.  Diesen  Notizen  fügt  Martin  noch  eine  Ver- 
wahrung bei,  welcher  zufolge  nicht  Hui t seh,  wie  man  vielleicht  aus 
Friedlein*8  Vorrede  schliessen  könnte,  sondern  er  selbst  auf  gewisse 
benützte  Quellen  aufmerksam  gemacht  hat. 

Zum  Schluss  endlich  fällt  Martin  ein  für  die  ganze  Leistung  äus- 
serst günstiges  Gesammturtheil. 

6)  B.  Boncompagni,  Intomo  äl  comento  di  Prodo  sul  prima  libro  degli  ele- 
menti  di  Eudide,  S.  152—166. 

Eine  mit  der  gewohnten  stupenden  Erudition  des  Herausgebers  durch- 
geftihrte  bibliographische  Vergleichung  der  verschiedenen  Originale  und 
Uebersetzungen ,  in  welchen  der  Commentar  des  Pro  eins  vorhanden  ist. 
Interessant  sind  besonders  die  Angaben  über  die  Riesenausgabe  älterer 
mathematischer  Classiker,  welche  von  dem  Oxforder  Professor  Bernard 
vorbereitet y  aber  nicht  zur  Ausführung  gebracht  wurde. 

6)  S.  Günther,  Storia  ddlo  sviluppo  deUa  teoria  ddle  frazioni  continue  fino 
alVEtUer,  traduzione  dd  2>c^  Älfonso  Sparagna,  S.  218—254. 

Wir  werden  hierauf  später  bei  der  ähnlich  betitelten  Arbeit  Fa- 
varo's  zurückkommen. 


7)  F,  Woepcke,  Intomo  ad  un  metodo  per  la  determinazione  approssimaiiva 
degV  irrazonali  di  seoondo  grado.  Brano  di  lettera  a  D.  B.  Boncompagni, 
8.265  —  262. 

In  der  vorstehend  erwähnten  Abhandlung  war  der  Verdienste  des 
Bologneser  Professors  Cataldi  Erwähnung  gethan  worden,  der  zwei 
Methoden  zur  Näherungsberechnung  einer  Irrationalzahl  angegeben  bat. 
Die  eine  ist  die  bekannte  Kettenbruchentwickelung,  wo 
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gesetzt  wird;   bei   der  anderen    wird   eine  Reihe  von  Näherungswerthen 
durch  die  R«'lationen 
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berechnet.  Woepcke  zeigt  nun  in  dem  vom  Adressaten  hier  wieder- 
gegebenen Schreiben,  dass  erstlich  diese  Methode  schon  bei  Pacioli 
sich  finde,  und  dass  zweitens  Libri  in  seiner  Darstellung  derselben  in 
seiner  ^Misioire  des  sciences  mathematiques  en  Italic'^  Fehler  begangen  habe, 
f^tirst  Boncompagni  theilt  dann  einige  hierauf  bezügliche  Stellen  aus 
den  Werken  der  genannten  Mathematiker  im  Urtexte  mit- 
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8)  Th,  H.  Martin  (lettre  d  JD.  B,  Bmcompagni) ,  Sur  l'ipoqi*e  et  l'mdm 
du  präendu  XV'  livre  det  elemenU  d'Eudide,  8.  263  —  866. 
Martin  knilpft  an  die  im  vorhergehenden  Bande  abgedruckte  Studie 
Friedlein's  Über  Hypsicles  an  und  erklärt  sich  mit  dessen  Besnlta- 
teu  einverstanden,  denen  znfnige  das  fSIschlich  sogenannte  14.  Bncb  der 
„SoiXcfa*'  TOD  Hypsicles,  einem  Geometer  des  zweiten  Jabrhnadertg  v- 
Chr.,  verfasst  sein  soll,  während  das  15.  mit  EncHd  nnd  Hypsiclet 
gar  Nichts  zn  tbun ,  Bondern  seinen  Platz  erst  in  einer  sehr  viel  EpSteren 
Zeit  ZQ  erhalten  hätte.  Der  Lehrer  des  unbekannten  Veifassers  soll  ein 
im  4.  Säcntum  unserer  Zeitrechnung  lebender  Isidor  von  Alezandrien 
gewesen  sein.  Diesen  Lehrer  glanht  nnn  Martin  in  der  Person  des 
Neupiaton ikers  gleichen  Namens  zu  erkennen,  dessen  Schäler  Damas- 
eins  sodann  mit  hoher  Wahrscheinlichkeit  als  der  Antor  jener  Schrift  in 
bezeichnen  sein  würde;  freilich  wire  damit  anch  die  Zeit  der  Abfassung 
um  zwei  Jahrhunderte  hinausgeschoben. 

Diese  Hypothese  wird  mit  der  Gelehrsamkeit  vertbeidigt,  welche 
stets  ihren  berühmten  Urheber  charnkterisirt  hat.  Uebrigens  unterrich- 
tete, wie  es  scheint^  Isidor  den  Damascius  nur  im  Allgemeinen;  die 
specielle  mathematische  Unterweisnng  scheint  Letzterer  von  dem  durch 
seine  Vorrede  zu  Euclid's  Daten  bekannten  Philosophen  Marinns  von 
Tyms  empfangen  zu  haben. 

H)  Aristide  Harrt,  Extrait  du  Kitdb  dl  Mobärek  d'Äbu'l  Wafa  al  Djotuini, 
transcrit  ^apris  h  M».  1912  du  aupplSment  arabe  de  ia  bibliolhiqtie  natio- 
nale de-  Paris,  et  traduit  pour  la  premiire  fois  en  frungaü,  S.  267— STT. 
Der  als  Astronom  und  Geometer  gleichbedentende  Araber,  dessen 
Name  in  dem  zwischen  zwei  der  ersten  frauzSsi sehen  Mathematiker 
neuerdings  ans  gebrochenen  literarischen  Streite  vielfach  genannt  wird, 
beschflftigte  sich  auch  mit  Algebra,  und  es  ist  gewiss  wiederum  eine 
höchst  dankenswerthe  Gabe,  die  wir  hier  durch  Herrn  Marre's  schon 
oft  bewährte  8p  räch  kenn  tniss  erhalten.  Nur  ist  uns  in  seiner  einleiten- 
den Note  eine  Stelle  aufgefallen,  die  wir  berichtigen  zu  können  glauben. 
Es  wird  nämlich  daselbst  erklärt,  dase  dieser  Mathematiker  von  allen 
Literarhistonkern  iguorirt  worden  sei,  nnd  somit  nimmt  der  Uebersetaer 
seinen  Abn'l  Wafa  mit  dem  berühmten  Gelehrten  dieses  Namens  als 
nicht  identisch  an,  was  er  auch  später  nusdrtlcklich  bemerkt  Allein 
dieser  Letztere,  den  wir  auch  bei  unserer  obigen  Bemerkung  im  Ange 
hatten,  stammt  (man  sehe  wegen  der  Details  in  Hankel's  nachgelasse- 
nem Werk  S.  243  nach)  ans  der  zur  Provinz  Khorassan  gehörigen  Stadt 
Buzgan,  und  in  die  gleiche  Provinz  verlegt  Marre  auch  den  Geburtaort 
seines  Antors.  Gleiches  Geburtsland,  gleiche  gelehrte  Thätigkeit,  glei- 
cher Name,  —  da  liegt  es  doch  wohl  Uberaus  nahe,  beide  Persönlich- 
keiten miteinander  zu  identificireu ,  und  diese  Voraussetsung  wollen  wir 
wenigstens  bis  zux  Beibringung  von  Gc^geDgrUndcn  festhalten.    Die  büdea 
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Gründe  wenigsteDS,  welche  am  Schlüsse  des  Aufsatzes  angedeutet  wer- 
den, konnten  uns  nicht  vom  Gegentheil  tiherzengen.  Denn  wenn  auch 
die  (im  Jahre  979  der  Hedschra)  verfasste  Vorlage  des  Herrn  üeber- 
setzers  dreihundert  Jahre  nach  der  Lebenszeit  des  berühmten  Astronomen 
fällt,  so  ist  das  eben  doch  zugestandenermassen  blos  eine  Copie,  und 
warum  sollte  zweitens  zur  näheren  Bezeichnung  dem  Namen  eines  Mannes 
nicht  einmal  der  Name  der  Stadt,  das  andere  Mal  derjenige  des  engeren 
Districtes  beigelegt  werden,  in  welchem  jene  belegen  ist?  Zur  genauen 
Feststellung  der  Identität  würde  freilich  der  Nachweis  gehören,  dass  Buz- 
gan  in  der  Landschaft  Djouein  zu  suchen  ist. 

Was  nun  die  Schrift  selbst  betrifft,  so  besteht  dieselbe  aus  drei  Pro- 
blemen, welche  auf  lineare  Gleichungen  führen  —  sogenannten  Text- 
gleichungen.  Man  erhält  den  Urtext  nebst  einer  wortgetreuen  französi- 
schen Uebersetzung,  und  überdies  unter  der  Zeile  eine  Uebertraguug  der 
bekanntlich  ganz  wörtlichen  arabischen  Darstellung  in  unsere  jetzige 
algebraische  Zeichensprache. 

Interessant  ist  die  auch  hier  mit  Vorliebe  angewandte  Zerlegung  von 
Brüchen  im  Sinne  der  welschen  Praktik;  so  wird  einmal  die  Unbekannte 
a:  =  3-ff  in  die  Form 


umgegossen. 


3  +  1  +  * 


10)  Cornelio  di  Simoni,  Iniomo  cUla  vita  ed  ai  lavori  di  AndcUd  dt  Nefro 
matematico  ed  astronomo  Genovese  del  secolo  decimoquarto  c  d'altri  matema- 
tici  e  cosmografi  Genovesi,  S,  313—336. 

Der  Held  dieser  Biographie  stammt  aus  der  altberühmten  Genueser 
Patrizierfamilie  di  Negro,  welche  der  Republik  eine  Reihe  tüchtiger 
Beamten  und  Feldherren  geliefert  hat.  Die  genauen  Daten  über  sein 
Leben  sind  nicht  bekannt;  jedoch  macht  fs  der  Verfasser  wahrscheinlich, 
dass  er  um  1260  geboren  sein  muss,  und  sein  Todesjahr  wird  ungefähr 
auf  1340 **  anzusetzen  sein,  da  er  nach  Mojou  80  Jahre  und  darüber 
erreichte.  Dass  noch  im  Jahre  1338  ein  Seefahrer  gleichen  Namens 
lebte,  ist  urkundlich  festgeslellt. 

Di  Negro  vertrat  eine  Zeit  lang  seine  Vaterstadt  als  Gesandter  am 
kaiserlichen  Hofe  zu  Trapezunt,  und  erfreute  sich  auch,  nach  seines 
Freundes  und  Mitschülers  Boccaccio  Zeugniss,  der  besondern  Gunst 
des  Königs  Hugo  IV.  von  Cypern  und  Jerusalem.  Nach  dem  Tode  des 
berühmten  Physikers  Cecco  d^Ascoli,  dessen  wissenschaftliche  Lauf- 
»abn  einen  besonders  vortheilhaften  Vorwurf  für  eine  mathematisch  -  histo- 


*  Poggendorff's  Handwörterbuch,  das  nach  Libri  den  Vornamen  ÄndU' 
me  statt  Andalö  schreibt,  giebt  aU  Geburts-  und  Todesjahr  bezüglich  127ü  und 
12  an.    Das  dort  gegebene  Schhftenyerzeicbniss  ist  unzureichend. 
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riHclie  Monographie  bilden  wUrde,   bekleidete  er  anch  Ungere  Zeit  bin- 
durch  die  utronomische  Professnr  sn  Florenz. 

Von  den  wissenschaftlichen  Lüstan gen  dl  Negro's  wird  Kneret  seil 
band  schriftlich  zn  Fans  erhaltenes' Werk  „hilroäuctio  ad  judieia  asinlo- 
grca",    alsdann    das    1475    zn   Forraia    gedruckte    „Opus  praalantistimvm 
asirolabii"    erwähnt.      Interessante  Angaben    werden   fiber    das    sich  hiei 
vorfindende    Fixstern ■  Verzeich niss    mitgetheilt,   welches    nach   Herrn  8i- 
moni's  Meinung  nicht  die  bu  jener  Zeit  bereits  erreichbare  Crenantgkeit 
beaitzt.     Am  bSchsten  wird  von  Zeitgenossen  nnd  Späteren  di 
geographische  Thätigkeit  gescbfitzt;  so  berichtet  Freguao,  dasi 
hei  seinen  ausgedehnten  Beisea  nie  das  mathematische  Element 
bestimmung  vernachlSssigt   und  die  Karten  der  Alten  ku  Terbe 
(rächtet   habe.      Ramnsio    stellt   ihn   mit  Marko  Polo   Kusam 
Über  diesen ,  dem  gegantlber  er  ungefBhr  die  nfimlicbe  Stellung  e: 
möchte,  wie  im  Alterthum  Ptolemaeus  gegen  Strabo  —  natt 
relativ. 

Die  weiteren  Bemerkungen  der  Arbeit  hesitsen.ein  verwieg 
graphische«  Interesse;  als  besonders  interessant  heben  wir  noch 
tiber  eine  dem  Jahre  1447  entstnmmonde  Wpltkarte  hervor,  w< 
einem  anbekannten  Genueser  Kartenzeichner  verfertigt  wurde 
zur  Zeit  in  der  Biblioleca  iiazionale  zu  Florenz  befindet. 

11)  Andalo  de  Negri  (De  le  vite  de  matemUiei  libri  due  di  Beman 
da  Ürbino  eObate  di  GucalaOa  MDXCVI,  Manoscrilto  da  D.  l 
eompagni);  S.  SSI  ~iä6. 

Herr  Boncompagni  reprodnciit  hier  mit  einigen  Znsätae 
di  Negro  beztlglicben  Abschnitt  aus  dem  bekannten  biogr; 
Werke  des  Baldns,    welches   wir  leider  noch  nicht  in  exUnto 

12)  Boncompagni,  Catalogo  d^lavori  di  Andalö  dt  Negro,  S.  389- 
Diesea    ftnsserst  sorgfältig  znsammengetitclUe  Verzeichniüs  I 

gedruckte  und  zehn  nicht  edirte  Werke  auf,  wozu  dann  noch 
tere  Pi^cen    hinzutreten,    die   —    an    sich    nicht   näher  bekanni 
einzelnen    mittelalterlichen    Seh riftstel lern    (tber   poetische   und 
tische  Materien  namhaft  gemacht  werden. 

IS)  Ferdinando  Jacoli,  InlomS  a  due  geritti  di  Ea/f'aele  Oualt 
reniitto  relalivi  aUa  apparieitme  di  ana  nuova  Stella  avventita  nell' 
S.  377— i05. 

Her  Jacoli  giebt  hier  eine  eingehende  Analyse  einer  von 
(iualterntti*  Über  den  neu  erschienenen  Stern  im  Sublangenti 
fassten  Monographie,  betitelt:  „Discorso  sopro  fapparizione  de 
Stella",     —    bekanntlich    hatten     diesem    Phänomen     anch    K  e  p 


'  Dieser  Katurforscher  fehlt  bei  Poggcndorff. 
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Galilei  ihre  eifrige  Theilnahme  zugewandt.*  Dasselbe  besteht  ans  20 
Capiteln  nebst  einigen  poetischen  Beigaben.  Deren  eine  ist  für  die  Ge- 
schichte der  Astronomie  von  directer  Bedeutung,  denn  es  ergiebt  sich 
daraus,  dass  nicht,  wie  man  bisher  auf  Ar ago 's  Autorität  hin  annahm, 
Gassendi,  sondern  Gualterotti  den  ersten  Merkurdnrchgang  beobach- 
tet hat  Auch  die  Venus  glaubte  er  in  der  Sonne  bemerkt  zu  haben, 
aber  es  kann  dies,  wie  eine  Rückwärtsberechnung  lehrt,  nur  ein  un- 
gewöhnlich grosser  Sonuenfleck  gewesen  sein,  etwa  wie  bei  Averröes. 
In  einem  andern  Schriftchen,  welches  von  Herrn  Jacoli  ebenfalls 
besprochen  wird,  findet  sich  auch  die  richtige  Deutung  des  sogenannten 
aschgrauen  Mondlichtes.  Freilich  war  darauf  vorher  schon  Leonardo 
da  Vinci  gekommen,  aber  von  seiner  in  den  Manuscripten  vergrabenen 
Entdeckung  konnte  Gualterotti  Nichts  wissen.  Auch  Mästlin*s  und 
Kepler 's  Verdienste  um  die  Aufklärung  dieses  Factums  werden  dar- 
gelegt.     In   dem   bereits   genannten  Buche   „Scherzi  degli  spirili  animali^^ 

*  

macht  unser  Autor  auch  die  gelegentliche  Bemerkung,  die  Bahn  eines 
geworfenen  Körpers  müsse  eine  Parabel  sein,  während  Tartaglia  und 
kurz  vorher  Rivius  über  diese  Flugbahn  noch  sehr  im  Unklaren  waren. 
Jedenfalls  geht  aus  der  fleissigen  Arbeit  des  Verfassers  hervor,  dass 
Gualterotti  einen  ehrenvollen  Platz  in  der  Geschichte  der  inductiven 
Wissenschaften  verdient. 

14)  Leitere  inedite  di  Eaffade  Owdteratti,  S.  406—415. 

Als  Anhang  zum  Vorigen  werden  hier  sechs  Briefe  Gualterotti^s 
an  Galilei  und  einer  an  Sartini  mitgetheilt,  welche  sich  ausschliess- 
lich auf  astronomische  Gegenstände  beziehen.  Aus  dem  dritten  dieser  Briefe 
meint  Jacoli  entnehmen  zu  können,  dass  Gualterotti  schon  vor 
Mar  ins  einen  Nebelfleck  observirt  habe;  indess  scheint  er  uns  hier  doch 
etwas  zuviel  aus  dem  Texte  herauszulesen. 

16)  Antonio  Favaro,  Nötigte  gtoriche  sMe  fraeioni  continue  dalseoolo  decimo- 
ierzo  al  decimosettimo ,  S.  416  —  589. 

Der  durch  seine  schöne  Untersuchung  über  die  Geschichte  der  me- 
chanischen Planimetrie  auch  in  Deutschland  auf  das  Vortheilhafteste 
bekannte  Verfasser  unternimmt  hier  einen  interessanten  Excurs  in  die 
ältere  Geschichte  der  Kettenbruchlehre,  wobei  es  natürlich  an  den  man- 
nichfaltigsten  Berührungspunkten  mit  des  Referenten  ähnlich  betitelter 
Arbeit  nicht  fehlen  konnte.  Insbesondere  in  dem  Gebiete,  welches  wir 
als  die  Vorgeschichte  oder  als  die  Periode  der  unbewussten  Anwendung 


*  Soviel  Aufsehen  in  der  astronomischen  Welt  scheint  diese  HimmelserBchei- 

auDg  nicht  gemacht  zu  haben,  wie  die  30  Jahre  früher  aufgetauchte  des  Sternes 

-n  der  Cassiopeja.    Eine  eingehende  Uebersicht  der  über  diesen  letzteren  zusammen- 

fesohriebenen  Literatur  findet  man  in  der  mit  Unrecht  vergessenen  „Geschichte 

der  Astronomie**,  1.  Band,  Chemnitz  1792. 
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der  Ketteubrücbe  bezeichnen  möchten,  ist  absolute  Identität  voTbutden, 
nnd  ebenso  ftii  die  Anfänge  der  Geschichte  des  aufsteigenden  Ketten- 
brnches;  hierbei  bemerkt  Herr  Pavaro  (S.  21)  mit  Recht,  dass  schon  tot 
H  a  n  k  e  1  bereits  Wo  e  p  c  fe  e  auf  das  Vorkommen  dieser  Form  bei  dem  Ara- 
ber Alkalsadt  hingeviesen  babe.  Nebenbei  wird  anch  ein  Verseheu  dei 
Unterzeichneten  berichtigt  (8.  28),  indem  das  Rechenbncb  des  Scblenp- 
ner  die  eigentlich  sogenannte  ,,wäl8cbe  Praktik"  nicht  berücksichtigt. 
Ein  neues  Element  treffen  wir  dagegen  bei  Herrn  Favaro  dnrch  Herein- 
ziehang  der  Methoden  Pacioli's  nnd  Juan  Ortega's  zur  Answer- 
thnug  von  Wurzelgrössen.  Dass  aber  die  ertere  in  Wirklichkeit  bierher 
gehöre,  mnsste  erst  bewiesen  werden,  und  so  hat  denn  anch  der  Ver- 
fasser die  jenen  Beweis  leistenden  Noten  Moret  -  Blanc's  und  des 
Referenten,  sowie  eine  uns  nicht  bekannt  gewordene  Programmabhand- 
Inng  von  Mattbaei  (Liegnitz  1S44)  mit  in  Betracht  gezogen.  Disi 
jenes  Verfahren  anch  bei  Card  an  sich  finde,  hatte  bereits  Cantor 
gezeigt,  aber  Favaro  bat  dasselbe  auch  bei  einer  Reihe  anderer  italie- 
nischer Mathematiker,  bei  Ghaligai,  Lazisio,  Tartaglia,  Bom- 
belli  und  Unicoruo  gefunden. 

Der  vierte  Abschnitt  ist  Cataldi's  Leistungen  gewidmet,  wobei  auf 
die  von  Grnnert  dazu  in  der  bekannten  langathmigea  Form  gegebene 
Paraphraue  doch  etwas  zn  ausfitbilich  eingegangen  wird ;  im  fünften  wird 
Schwenter  bebandelt,  nnd  hier  ist  es  ein  sehr  guter  Gedanke  des  Ver- 
fassers, den  von  Jenem  gegebenen  Berechnnngsschematen  der  Näherongs- 
brüche  das  ganz  analoge,  im  Geiste  der  combinatorischeu  Analysis  aus 
geführte  Arrangement  Lambert's  gegenäberzastellen.  Alsdann  folgl 
Albert  Girard,*  dessen  hierher  gehörige  Bemerkungen  von  Robert 
SimsoD  und  Plana  weiter  ausgeführt  wurden,  —  Thatsachen,  welche 
uns  entgangen  waren.  Andererseits  können  wir  als  Ergänzung  beifügen, 
dass  auch  in  Deutschtand  Kunze  in  seinem  trefflichen  Lebrbuche  der 
Planimetrie  auf  jene  Stelle  bei  G  irard  aufmerksam  gemacht  und  Schlö- 
milch  in  Grnnert's  Archiv  eine  analytische  Entwickelnng  darauf  ge- 
gründet hat. 

Der  nächste  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  Wallis  und  analysirt 
genau  dessen  Verfahren;  als  gute  Documeute  wissenschaftlichen  Fott- 
schrittes  werden  die  das  Wallis'sche  Problem  weiter  ausführenden  Ar- 
beiten von  Euler  und  Gustav  Bauer  mit  berücksichtigt  Alsdan» 
folgt  Hnygbens  und  zuletzt  eine  kurze  Analyse  der  Ahbandlnngen,  ir 
welchen  Euler,  Daniel  Bernonlli  und  Lagrange  die  Integralrecb 


*  Hierbei  ist  dem  sanst  mit  der  deutschen  Sprache  «ehr  wi 
VarCasBer  ein  kleines  Unglück  b^ognet,  denn  offenbar  wollte  dievi 
Worten  ,^lberto  Girard,  moHo  in  ,Armttth'  nd  1633"  (S.  81)  Bl 
gel'Bche  Notiz  eigentticli  etwus  Anderes  besagen. 
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nung  mit  der  Theorie  der  Kettenbrüche  in  Beziehung  setzten;  dabei  rügt 
Herr  Favaro  (S.  107)  einen  auch  von  uns  angemerkten  historischen  Irrtbum 
von  Hermann  Klein  in  dessen  Preisschrift  über  Geschichte  der  Mecha- 
nik. Saunderson^s  dagegen  wird  nicht  Erwähnung  gethan,  und  auch  bei 
Daniel  Bernoulli,  dessen  Wirkungszeit  bereits  ausserhalb  der  unserer 
eigenen  Arbeit  gesteckten  Grenzen  fiel,  hätten  wir  das  Factum  anerkannt 
zu  sehen  gewünscht,  dass  bei  ihm  zuerst  die  Darstellung,  des  periodi- 
schen Kettenbruches 

Kl 

a  +  ... 

in  independenter  Form  sich  vorfindet. 

Jedenfalls  wird  man  zugestehen  müssen,  dass  von  allen  Special- 
diflciplinen,  welche  man  unter  der  gemeinschaftlichen  Bezeichnung  der 
algebraischen  Analysis  zusammen fasst,  die  Lehre  von  den  Kettenbrüchen 
zur  Zeit  die  am  Genauesten  geschichtlich  durchforschte  ist. 

16)  S.  Oünther,  Paragone  dt  due  metodi  per  la  determinaziane  approsaimcUiva 
dt  qttantitä  irraziondli,  traduzione  del  Dr«  Alfonso  Sparagna,  S.  690 — 596. 

Ein  auf  Wunsch  des  Herrn  Herausgebers  erfolgter  Abdruck  einer 
früher  erschienenen  Notiz  des  Referenten,  deren  Zweck  bereits  in  der 
vorigen  Besprechung  angedeutet  ist.  Angehängt  sind  derselben  einige 
erklärende  Noten  Bbncompagni^s. 

Dies  mit  kurzen  Worten  eine  Gesammtdarstellung  des  reichen  In- 
halts, welcher  in  dem  7.  Bande  des  gewaltigen  literarischen  Unter- 
nehmens enthalten  ist.  Möge  unsere  Anzeige  das  allgemeine  Interesse 
auf  jenes  hinlenken  helfen ,  damit  die  Theilnahme  der  Sachkenner  das- 
selbe noch  für  lange  Zeit  in  Flor  erhalte. 

München.  Dr.  S.  Günther. 


Bihliotheea  Hisiorico  -  Natur alis,  Pkysico  -  Chemien  ei  Maihe- 
matica  oder  systematisch  geordnete  Uebersicht  der  in  Deutsch- 
land und  dem  Auslande  auf  dem  Gebiete  der  gesammten  Natur- 
wissenschaften und  der  Mathematik  neu  erschienenen  Bücher 
herausgegeben  von  Dr.  A.  Metzger,  Professor  an  der  Forstaka- 
demie zu  Münden.  24.  Jahrgang  1874.  2  Hefte.  Göttingen, 
Vandenhoeck  &  Rupreeht.  8°.  1  Bltt.,  S.  1  — 94;  1  Bltt.,  S. 
95  —  232. 

Wenn  eine  periodische  Schrift  ihren  24.  Jahrgang  ausgiebt,  so  darf 

-nan   füglich  annehmen,   dass   dieselbe   einerseits  einem  Bedürfniss  ent- 

pringt  und   andererseits  diesem  Bedürfniss  auch  in  bescheidenen  Gren- 

<)n  gerecht  wird.     Dass  das  Erste  der  Fall  ist,  wollen  wir  gern  zugeben, 

a    so    mehr,    da    eine  Jahresbibliographie    in    dieser  Form    nur    die 


.  • 
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deatache  Literatur  besitzt.  In  Betreff  des  zweitt^n  Punktes  dagegen 
mflasen  wir  die  Befriedigang  des  Bedürfnisses,  soweit  die  allgemeine 
Literatnr  nnd  speciell  Physik,  Hathematik  nnd  Astronomie  in  Frage 
kommt,  selbst  in  bescheidenen  Grenzen  entschieden  als  nicht  vorhanden 
bezeichnen  —  für  die  beschreibenden  Naturwissenschaften,  worin  der 
Herr  Verfasser  Fachmann  ist,  sowie  fUr  Chemie  maassen  wir  uns  ab 
Laien  kein  Urtheil  an  — .  Wir  haben  scbon  an  anderer  Stelle*  eine  Sho- 
licbe  Meinnng  über  das  vorliegende  Buch  aasgasprochen ,  glaaben  aber 
auch  hier  nochmals  darauf  zurückkommen  zu  kennen,  da  die  eben  an- 
geführte Zeitschrift  in  Fachkreisen  wohl  kaum  grosser  Verbreitnug  sii^ 
erfrenen  dürfte.  Einige  Beispiele  mCgen  unset  hartes  Urtheil  gerecht- 
fertigt erscheinen  lassen. 

Herr  Metzger  führt  von  mathematischen  Zeitschriften  folgende  auf: 
1,  Mathematische  Annalen,  Leipzig;  2.  Archiv  der  Mathematik  und  Phy- 
sik,  Leipzig    (das    heilSufig    noch    immer   von    dem  längst  verstorbenen 
Grnnert   herausgegeben    wird);    3.    Giomale    tii    matemalica   elemenUire  t 
compuUsUria,   Tarino .  4.  Jahrbuch  Über  die  Fortschritte  der  Mathematik, 
Berlin;    5-    Journal   für  die  reine  nnd  angewandte  Mathematik,    Berlin; 
6.  Mathematigues    eMmeniaires,    Ciermont -  Ferrand ;    7.    Rivista  di  malemaUca 
elementare,    Alpssandrin:    8.    Tidskrift  für    maUmaiik  och  fyaik,    üpsala:    9. 
Tidsskrifl  far  Malhetttatik ,  h'jehenkavn:  10,  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik,    Leipzig.      Folgende   Zeitschriften,    welche   gross tentheila    schoD 
lange  Jahre  erscheinen,    sind  ihm  also  anbekannt  geblieben:    1.    Annala 
(Souveiles)  de  malftemafiques,  Paris:    2.  Jnnali  di  tnalcmalica  pura  ed  appli- 
rala,    lUilaiw:  3.  BiUetin  des  sciences  mathematigues  el  astronomiques,  Varit: 
4.    BuUettino   di  ßibiiografia   e   di  Sloria   delle  scieme    malematiche   e  fisiehe, 
Roma;    5.   Casopis  pro   iiesloväm  malematiky  a  fysiky,    Prag:    6.  Correspon^ 
dance   (NotirfMe)    Mathemntique,    Mona-.    7.    Giornale   di  Motematiche   ad  »» 
degli  atudenti  delle    universiiä   italtane,    Napoli-    8.  Journal  de  malAematiqiifi 
pures  el  appligu^es ,  Piiris:    9.  Malemalitscheskii  Sbornik,  Moskau: 
senger  of  mathemalics,  London:  11.  Periodico  di  scierf.e  malemalich 
rali,  Roma:  12.  Quarlerly  Journal  of  pure  and  applied  malkematict, 
13.  Zeitschrift  für  mathematischen  nnd  Dataiwissenschaftltchen  Ui 
Leipzig.    Von  physikalischen  Zeitschriften  fehlen  ausserdem:   1.  A 
Chimieet  de  Physiqur^  Paris .  2,  //  nuovo  Cimetiio,  Giornale  di  fisica  ec 
3.  Journal  de  pkysiquc   theorique   el  appUquee,    Paris:    4.  Reperto 
Experimentalphysik,   München.     Noch  Ärger  ist  es,  wenn  mau  i 
Schriften    der  Akademien   und    gelehrten    Gesellschaften   vergleic 
fehlen  z.  B.  —  nm  nur  die  schlimmsten  Anslassnngen  zu  rügen, 
der  Umfang   dieser  Besprechung   wohl   zu  ausgedehnt  würde  — 


"  Neuer  Anzeiger  fSr  Bibliographie  und  BibliolhekwJBBenachaft  Jal 
Heft  S,  Nr.  161,  S.  80. 
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nales  scieniifiques  de  Cecole  normale  superieure^  Paris;  TAnnuaire  publie  par 
le^ Bureau  des  Longiiudes,  Paris;  Annuaire  de  la  societe  philoiechnique,  Paris: 
Annuario  della  socieiä  dei  naturdlisti  di  Modena^  Modena;   Archives  Neerlan- 
daises  des  sciences  exactes  ei  naturelles,  La  Hayei   Atti  delt Accadetnia  Pon- 
iificia  de'Nuovi  Lincei,  Borna:   Atti  della  Reale  Accadetnia  dei  Lincei,  Borna: 
Atti    delVAteneo    Veneto,    Venezia:     Bulletin    de   VAcademie    B.    de   Belgique, 
Bruxelles :  Bulletin  de  la  socield  mathematique  de  France ,  Paris :  Bulletin  de 
la  sociSiS  ckimique  de  Paris,  Paris:  Bulletin  de  la  socie'te philomatkique,  Paris:' 
Bulletin  de  la  sociele  d* Anthropologie,  Paris:    Bulletin  de  la  sociele  des  natu- 
ralistes  de  Moscou ,  Moskau :  Bulletlino  della  societä  geograpca  itnliana ,  Borna : 
Annuario  srientifico  ed  industriale,  Milano:  Bulleitino  dei  Volcanismo  italiano, 
Roma:   Comptes  rendus  de  Vacademie  des  sciences,    Paris:   Jahreshefte  des 
Vereins  für  vaterländische  Naturkunde  in  Württemberg,  Stuttgart;  Jour- 
nal  des  Savans,  Paris :   Memorie  della  societä  dei  spetlroscopisti  italiani,  Pa- 
lermo ;  Les  Mondes ,  Paris ;  Monlhly  notices  of  the  asironomical  society ,  Lon- 
don:   Philosophical  Transactions   of  the   Boyal  Society   of  London,    London; 
Proceediftgs  of  the  B,  Institution   of  Great  Brilain,    London:    Proceedings  of 
the    London    maihemalical   society,    London :  » Proceedings   of  the    B,  Society 
of    Edinbourgh^    Edinbourgh:    Proceedings    of  the    philosophical    Society    of 
Glasgow ,    Glasgow :    Processen  ■  Verbaal    van    de   gewone    vergaderingen    der 
Kon.    Akademie    van     Wetenschappen ,     Amsterdam:    Bendiconti    delV Istituto 
Lonibardo,  Milano :    Bendiconto  delle   Sessioni  delCAccad.  delle  Scienze   delV 
isUtiUo    di    Bologna,    Bologna:     Bendiconto    delf Accademia    di    Napoli,    Na- 
poli:    Bivista    Scientiftco  -  Industriale,    Firetne:    Socieiä   R,    di   Napoli,     Atti 
deW Accademia    delle    scienze   fi siehe    e    naturali,    Napoli:     Transactions    of 
ihe  Cambridge  philosophical  Society y   Cambridge:    Transactions  of  the  B.  So- 
ciety   of  Edinbourgh,    Edinbourgh:    Verhandlungen    der    naturforschenden 
Gesellschaft  in  Basel,  Basel.     Die  Liste  ist  bei  Weitem  noch  nicht  voll- 
ständig und  könnte  leicht  verdoppelt  werden. 

Auch   von   sonstigen    fehlenden  Büchern  will  ich  einige  aufführen. 
Man   vermisst  z.  B.:    Bachet,  *Sieur  de  Mesiriac,   Problemes  plaisants 
ei  dälectables   qui  se  fönt  par  les  nombres   3*-,    ed,  Paris,   Gauthier -Villars : 
Bagutti,  Manuale  pratico  dei  perito  Misuratore,  Casale,  Casane:  Heis  und 
Eschweiler,  Lehrbuch  der  Geometrie,  2.  Theil,   Stereometrie,   Köln, 
Du  Mont  -  Schauborg ;  Klein,  Der  Vorübergang  der  Venus  vor  der  Son- 
nenscheibe,  Köln  &  Leipzig,  Mayer;  Köstlin,' Ueber  die  Grenzen  der 
H'atarwissenschaft ,  2.  Aufl.,  Tübingen,  Fues;  Kunze,  Der. geometrische 
TJuterricbt    in    der  Oberclasse    der  Volksschule,    Brandenburg,    Müller; 
Afarianini,    Memorie  de  Fisica  sperimentale ,    Bologna,   Zanichelli:   Papil- 
la n,  Storia  (tun  raggio  di  Sole,  Milano,  Gnocchi  (das  französische  Original 
iBt  aufgeführt);    Pochet,    Nouvelle  mecanique  industrielle,    Paris,    Dunodi 
Pcncelet,  Cours  de  Mecanique  appUquee ,  Paris ,  Gauthier  -  Villars :  P  o  s  t  e  1 , 
Ü^Bturlehre,    Langensalza,  Schulbuchhandlung;  Rapisardi,   Elementi  di 
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Geomeiri't,  Caiania,  Galälula;   Zavaglioj  Esperienze  intorno   äl  potere  calo- 
rifico  praiico  di  alcuni  comhustihili:  Bologna,  Geneüi;  Cremona^  Elementiäi 
calcolo  GraficOf   Torino,  Paravia;  Frommhold,  Elektrolysis  und  Elektro- 
katalyfiis   vom  physikalischen  und  medicinischen  Gesichtspunkte,  Bada* 
Pest;   Kutter,  Le  mwve  formale  sul  moto  delVacqua  nei  canali  ecc.,  Müam, 
Tip.    degli  Ingegneri:    Lenormunt,    Les  sciences   occultes   en  Asie,    Paris, 
Maisomieuve;  Em  auf,  Denis  Papin  sa  vie  et  ses  oeuvres,  Paris,  ffacketU; 
Peters,  Beobachtungen  mit  dem  BesseFschen  Pendelapparate,  Hamburg, 
Mauke;    Riolo,    Regole  pratiche  per  la   scompartizione   della  superficie  dei 
poligoni  e  circoli  ecc,  Palermo:    Eysseric  et  Pascal,    Elements  d^algebre, 
Paris,  Lelagrave:  Saint-Robert,  Memoires  scientifiques,  T,  III,  Turin,  Bona 
u.  s.  w.  u.  8.  w.     Ich  mache  mich  anheischig,  aus  den  von  Herrn  Metz- 
ger nicht  aufgeführten  Büchern,  soweit  dieselben  die  oben  angegebenen 
Fächer  betreffen ,  mit  leichter  Mühe  ein  Heft  zusammenzustellen ,  das  in 
der  Ausstattung  der  Biblioteca  ffistorico- Naturalis  mindestens  halb  so  stark 
ist    wie   der    ganze   Jahrgang    1874.     Wie   sehr  es  Herrn  Metzger  mit 
der  Vollständigkeit  Ernst  ist,  geht  wohl  daraus  hervor,  dass  meine  oben- 
erwähnte Notiz  im  Februar  d.  J. ,  also  zu  einer  Zeit  erschien,  wo  jeden* 
falls    ein  grosser  Theil  meiner  Berichtigungen  für  das  2.  Heft,    das  erst 
vor   Kurzem    ausgegeben    wurde,    noch    zu  verwerthen   waren.      Es  ist 
Nichts    benutzt    worden.      Was   soll   man   aber  von    einer  Bibliographie 
sagen,  die  Boncompagni^s  Bulleltino  nicht  kennt,  dessen  Genauigkeit 
und    relative  Vollständigkeit  Herr  Metzger  sich   zum  Muster   nehmen 
sollte. 

Die  Arbeit  soll  auch  systematisch  sein.  Hier  ist  das  System:  1.  Ver- 
mischte mathematische  Schriften ;  2.  Niedere  Mathematik ;  3.  Höhere  Ma- 
thematik; 4.  Tafeln;  5.  Darstellende  Geometrie  und  geometrisches  Zeich- 
nen; 6.  Praktische  Geometrie;  7.  Mechanik!!  Und  das  wird  noch  nicht 
einmal  innegehalten.  Arbeiten  über  denselben  Gegenstand,  ja  Ausgaben 
ein  und  derselben  Schrift  in  verschiedenen  Sprachen  werden  bald  unter 
diese,  bald  unter  jene  Rubrik  subsumirt.  ,  Was  hat  z.  B.  Caverni,  Pro- 
hlemi  vaturali  ai  Galileo  Galilei  unter  „Vermischte  mathematische  Schriften** 
zu  suchen?  Das  Buch  gehört  gar  nicht  unter  Mathematik,  sondern  unter 
„Geschichte  der  Naturwissenschaften".  Brioi,  Jlgebre,  findet  man  unter 
„Niedere  Mathematik",  die  holländische  Uebersetzung  unter  „Höhere 
Mathematik";  die  geometrischen  Rechenaufgaben  von  Kehr  stehen  unter 
„Mathematische  Tafeln";  Kiaes,  traite  elementaire  de  geomeirie  discriplire, 
steht  unter  „Niedere  Mathematik",  statt  unter  '„Darstellende  Geometrie". 
Ob  Eimber,  Mathematical  course  for  the  university  of  London  ^  wohl  wiik- 
lich  die  niedere  Mathematik  behandelt,  zu  welcher  Rubrik  es  nSmlich 
gesetzt  ist?     Solche  qui  pro  quo  Hessen  sich  leicht  vermehren. 

Am   Schlüsse  befindet  sich   ein  alphabetisches  Verzeichniss.     Darin 
sind   verschiedene  Männer   desselben  Namens  friedlich   als  identisch  bf» 
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handelt  worden.  So  sind  nnter  Burckbardt  zwei  Männer  confnndirti 
ebenso  nnter  Cotta,  nnter  Fnchs,  unter  Grove,  unter  Hansen 
unter  Hesse,  unter  Kraus.  Unter  Mayer  sind  vier  Personen  zusam- 
mengeaogen,  und  die  Anordnung  der  Werke  so  glücklich,  dass  Nr.  1 
und  5  einer  Person ,  die  drei  anderen  den  Übrigen  drei  zugehören  u.  s.  w. 
Es  ist  damit  wohl  genug.  Ob  frühere  Jahrgänge,  ehe  sie  von  Herrn 
Metzger  redigirt  wurden,  auch  in  ähnlicher  Art  gearbeitet  sind,  weiss 
ich  nicht;  jedenfalls  sollte  der  Verleger  so  schnell  als  möglich  sich  nach 
einem  bibliographisch  besser  geschulten  und  |iu  den  zu  bearbeitenden 
Fächern  genauer  bekannten  Herausgeber  umsehen.  Wie  soll  auch  ein 
Professor  der  Naturgeschichte  auch  der  Mathematik  und  Astronomie  sammt 
Physik  und  Chemie  noch  die  nöthige  Aufmerksamkeit  zuwenden  können. 
Der  Erfolg  lehrt,  was  daraus  wird.  Trotz  alledem  kann  man,  um  eine 
Uehersicht  Über  die  gesammten  Schriften  über  Mathematik  zu  erhalten, 
die  Bibliotheca  nicht  entbehren.  Mit  Bon  comp  agni^s  BulletUno,  der 
Polytechnischen  Bibliothek  und  dem  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der 
Mathematik  lässt  sich  wenigstens  eine  annähernde  Vollständigkeit  er« 
reichen,  obwohl  auch  so  noch  Manches  zu  wünschen  übrig  bleibt. 

Thorn,  Juli  1875.  M.  Cürtze. 


Elemente  des  graphischen  Calculs  von  Luigi  Crbmona.  Autorisirte 
deutsche  Ausgabe,  unter  Mitwirkung  des  Verfassers  übertragen 
von  Maximilian  Cdrtzb.  Leipzig  1875.  105  S.  mit  131  in  den 
Text  gedruckten  Holzschnitten. 

Die  Leser  dieser  Zeitschrift  sind  durch  die  Beiträge,  welche  Dr. 
Jacob  Weyrauch  dem  XIX.  Bande  in  Gestalt  seines  Aufsatzes  „Die 
graphische  Statik^^,  diesem  Bande  in  Gestalt  seines,  unseren  Bemerkungen 
nnmittelbar  vorhergehenden  ausführlichen  Referates  zugewandt  hat,  mit 
dem  Inhalt  und  dem  Zweck  jener  neuen  Disciplin  soweit  bekannt,  dass 
sie  den  eigentlichen  Quellenwerken  sich  zuwenden  müssen,  um  noch 
genauer  einzudringen.  Ein  Hilfsmittel,  dessen  die  graphische  Statik  sich 
bedient,  ist  der  graphische  Calcul,  und  seiner  Auseinandersetzung 
ist  das  Büchlein  gewidmet,  Über  welches  wir  hier  mit  wenigen  Worten 
berichten.  Es  genügt  fast,  den  Namen  des  Verfassers  zu  nennen,  um 
zu  wissen,  dass  aus  der  Feder  eines  Cremona  Nichts  hervorgeht,  wel- 
ches nicht  durch  Klarheit,  verbunden  mit  höchster  Eleganz,  sich  aus- 
zeichnet, und  diese  Eigenschaften ,  welche  allen  seineu  Schriften  gemein- 
sam sind,  treten  auch  in  der  neuesten  ebenmässig  hervor.  Der  lieber- 
setzer  ist  gleichfalls  dem  deutschen  Publikum  wie  durch  eigene  Arbeiten 
auf  dem  Felde  der  Geschichte  der  Mathematik,  so  auch  durch  gelungene 
Uebertragungen  aus  dem  Italienischen  hinreichend  bekannt.  Auch  er 
lä£st  seine  alte  Sprachgewandtheit  auf  jeder  Seite  erkennen.     Dem  ent- 
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'  sprechend  lieat  sich  das  Bttchlein  angenehm  nnc 
in    noch   liöherem  Grade,   wenn    nicht  leider   ziemlich    viele  Dinckfebler 
sinnontstellf^nd   wirkten,    welche    man  nrat  Überwinden  muss.      Die  nenn 
au  Tei  n  au  d  erfolgen  den  Capitel    führen    die   besondeiva  Ueberacbriften :    1. 
Princip  der  Zeichen  in  der  Geometrie;  2.  Graphische  Addii 
tiplication;  4.  Potenzen;   b.  Wnrzelausziehung;  6.  AuflösQi 
rischen  Gleichungen;  7.  Verwandlung  ehener  Figuren;  8.  i 
9.    Bectification    eines    Kreisbogens.      Man    siebt,    es   sind 
welche  nicht  sämmtlicb  in  durchaus  erzwnngenem  Znsammenl 
aber   die  Methode  ist  überall  die  gleiche  grspliische,    Ubnra 
uugslos    bis  zu  den  niedersten  Elementarkenntnissen,    entsf 
Leserkreise ,  für  welchen  die  Schrift  entstanden  ist :  in  Italie 
liehen    Zöglinge    der  Scuole   d" Applicaiionc   und    der    Istiiut 
Deutschland,  wie  der  Uebersetzer  hofft,  die  Schüler  von  R 
und  Gewer beechnlen. 


An  t  a  nio  F  av  ar  o  -.  Saggio  di  cronograßn  dei  matematici 
(A.  600  fl.  C.  —  A.  400  rf.  C.)     Padom  1875. 

Der  nnseren  Lesern  ans  einer  der  vorbergeb enden  B 
dieses  Heftes  als  Mitarbeiter  an  dem  BulletHno  Boncontpa 
Professor  in  Padua  hat  nns  durch  die  Zusendung  einer  kle 
lung  erfreut,  Über  welche  hier  berichtet  werden  soll.  Es 
um  eine  Uebersicbt  der  Mathematiker  im  weitesten  Sinn« 
eines  ganzen  Jahrtausend,  nämlich  derjenigen  unserem  Fa 
ten  Schriftsteller,  deren  14amen  eich  durch  Verdienst  od 
heute  erhslten  haben ,  während  ihre  Lebenszeit  zwischen  6< 
400  n.  Chr.  fällL  Herr  Favaro  beabsichtigte  nicht  entfei 
schichte  dieser  Männei  zu  geben.  Das  auf  14  Spalten  ge 
Namen  enthaltende  Verzeicbniss  soll,  alphabetisch  geordnet 
ger  der  Kamen  in  gedrängtester  Kürze  kenozeichoend,  ni 
erfüllen,  das  Nachschlagen  soweit  zu  erleichtern,  dass  man 
gewissem  kann,  oh  der  gesuchte  Käme  Aufnahme  gefunden 
saohe  ist  die  tabellarische  Zusammenstellung,  welche  Herr 
viel  wir  wissen ,  zuerst  in  der  Art  versncht  hat ,  dass  er  die 
Darstelinng  zur  Anwendung  brachte.  Hundert  horizon 
linien  zerlegen  das  Jahrtausend,  über  welches  die  Männei 
einanderfolge  veranschanliefat  werden  soll,  vertheilt  sind,  i 
Jahrzehnte,  und  nun  stehen  auf  jeder  Linie  nebeneinandc 
der  Männer,  welche  gerade  diesem  Zeitpunkte  angehören. 

Der  Gedanke  ist  gewiss  interessant,  wenn  auch  die  pi 
fühmug  manche  Schwierigkeit  bereitet.     Wir  reden  nicht 
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Druckfehlern,  welche  den  Versuch,  der  uns  vorliegt,  entstellen,  und  an 
welchen,  wie  der  Verfasser  selbst  uns  klagt,  die  nothwendige  Raschheit 
der  Ausführung  die  Schuld  trägt,  da  das  Schriftchen,  als  Glückwunsch 
zu  einem  Familienfeste  entstanden,  an  einem  bestimmten  Tage  im  Drucke 
vollendet  sein  musste.  Dass  Sosigenes  z.  B.  mehr  als  zehn  Zeilen  tiefer, 
also  ein  Jahrhundert  später  als  Julius  Cäsar  steht,  für  welchen  er, 
wie  das  Inhaltsverzeichniss  richtig  angiebt,  den  Kalender  berechnete, 
dass  Apollonius  von  Pergä  im  Inhaltsverzeichnisse  selbstverständlich 
vorkommend  auf  der  Tabelle  ganz  wegblieb,  das  sind  Mängel,  welchen 
ein  wiederholter  Abdruck  abhelfen  kann.  Auch  über  die  Lebenszeit  die- 
ses oder  jenes  Mathematikers,  über  welche  wir  von  Herrn  Favaro  weit 
verschiedene  Ansichten  haben,  wollen  wir  hier  nicht  streiten,  wo  wir 
nur  von  seinen  Orundgedanken  zu  reden  haben.  Aber  wir  fragen:  wann 
hat  ein  Mann  gelebt,  da  sein  Name  doch  nur  auf  einer  Zeile  stehen 
darf?  Soll  sein  Geburtsjahr,  sein  Todesjahr,  sein  mittleres  etwa  35.  Le- 
bensjahr, soll  das  Datum  seines  Hauptwerkes  mit  seinem  Namen  verbun- 
den werden?  Aber  selbst  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  der  ein- 
mal gewählten  Grundlage  unverbrüchlich  treu  bleibe,  unter  der  weiteren 
noch  schwierigeren  Voraussetzung,  dass  alle  diese  Daten  auf  den  Tag 
geirau  bekannt  wären,  was  nicht  einmal  in  den  letztverflossenen  500 
Jahren,  geschweige  denn  in  dem  von  Herrn  Favaro  diesmal  behandel- 
ten Jahrtausend  der  Fall  ist,  Hessen  gegen  jede  dieser  Annahmen  sich 
mannichfache  Einwendungen  erheben,  deren  Auffindung  wir  unseren 
Lesern  überlassen  dürfen.  Das  ist  eine  Schwierigkeit,  der  kein  wieder- 
holter Abdruck  vollständig  Abhilfe  gewähren  kann. 

Wir  möchten  trotzdem-  nicht  anstehen,  die  Uebersichtlichkeit  des 
graphischen  Verfahrens  bei  allen  nicht  abzuleugnenden  Mängeln  zu  rüh- 
men. Wir  glauben,  dass,  von  Einzelheiten  abgesehen  und  Alles  nur  im 
Grossen  betrachtet,  die  Gruppirung  des  Herrn  Favaro  einen  Einblick  in 
das  Nacheinander  und  damit  in  die  Abhängigkeit  einer  Zeit  von  der 
andern  leicht  ermöglicht  und  fester  dem  Gedächtnisse  einprägt ,  als  dieses 
wohl  sonst  der  Fall  ist.  Cantor. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Becensionen« 


Geschichte  unserer  Zahlzeichen  nnd  Entwiokelang  der  Ansichten  über 
dieselbe,  von  Prof.  P.  Tredtlein.  Beilage  zu  dem  Programm 
des  grossherzogl.  Gymnasiums  zn  Karlsruhe.     Karlsruhe  1875. 

Seit  den  dreissiger  Jahren  unseres  Jahrhunderts  währt  der  bereits 
hundert  Jahre  zuvor  ausgebrochene,  wegen  Mangels  neuen  Materials  aber 
wieder  vertagte  Streit  bezüglich  der  Entstehung  und  Uebermittelung 
unseres  dekadischen  Zahlensystems.  Ohne  dass  auch  nur  entfernt  von 
einem  selbst  vorläufigen  Abschlüsse  dieses  Kampfes  die  Rede  sein  könnte, 
ist  es  sogar  schwierig,  sich  über  den  momentanen  Stand  desselben  ein 
Urtheil  zu  bilden,  und  zwar  besteht  diese  Schwierigkeit  der  Orientirung 
nicht  blos  für  den  Laien,  sondern  auch  für  Denjenigen,  welcher  sich  mit 
mathematisch  -  historischen  Fragen  anderer  Natur  beschäftigt.  Die  Ab- 
sicht des  Verfassers,  diesem  Uebelstande  abzuhelfen  und  auf  möglichst 
engem  Räume  eine  kritische  Zusammenstellung  der  bedeutendsten  Resul- 
tate zu  liefern,  welche  die  unermüdliche  Thätigkeit  der  verschiedensten 
Gelehrten  ergeben  hat,  wird  deshalb  von  allen  Freunden  der  geschicht- 
lich-mathematischen Forschung  nur  freudig  begrüsst  werden  können, 
denn  kein  solcher  wird  leugnen,  dass  man  es  hier,  wie  wir  an  einem 
andern  Orte  (Nekrolog  von  Friedlein  i.  d.  Augsb.  Allg.  Ztg.,  4.  Juli 
1875)  sagten,  mit  einem  Fundamentalproblem  zu  thun  hat,  dessen  defini- 
tive Erledigung  auch  auf  eine  Menge  anderer  Objecte  vom  grössten 
Einfluss  sein  würde.  Und  zu  dieser  Erledigung  kann  Herrn  Treutlein's 
Schrift  immerhin  als  ein  wichtiger  vorbereitender  Schritt  gelten,  indem 
für  jeden  Fachgenossen  die  zunächst  in  Angriff  zu  nehmenden  Punkte 
aus  derselben  zu  entnehmen  sind.  Sehen  wir  uns  nun  die  Arbeit  selbst 
genauer  an. 

Dieselbe  zerfällt,  abgesehen  von  einer  kurzen,  über  das  Wesen  der 

"Streitfrage  und  die  benützten  Quellen  Bericht  erstattenden  Einleitung  in 

>,r  Abtheilungen  mit  folgenden  Specialüberschriften:  I.  Die  letzten  sechs 
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Jahrhunderte   (13  —  23);    II.    Die  Boethius- Frage  (23  — 43);    HI.   : 
Araber  (43  —  68);  IV.  Die  Inder  (69  —  90).     Dann  folgt  noch  ein  " 
Anmerkungen  nnd  znm  Schlusa  eine  Tafel,  welche  in  35  Colnrnn« 
verschiedenen    Zifferformen    aller    Länder    nnd    Zeiten    znr  Ansch« 
bringt,  begleitet  von  einem  kurzen  Commentnr. 

Diese  Art,  seine  Aufgabe  sich  zurechtzulegen,  motivirt  der  V 
Bi^r  eingangs  durch  die  Bemerknng,  dasa  das  an  sich  natfirlichBte 
theDungsprincip,  das  synchronistische,  für  seine  Zwecke  mancherle 
znkömmlichkeiteu  mit  sich  gebracht  haben  würde,  und  dass  er  desv 
auch  statt  einer  chronologisch  aafste.igenden  Üarstellnng  der  Thafs; 
eine  niedergehende  gewühlt  habe,  welche,  von  der  Gegenwart  ausge 
die  allniälige  Herausbildung  des  slaltis  quo  schildert.  In  der  That 
man  zugestehen  müssen,  dass  die  Uebersicbtlichkeit  der  Erzählnng 
diese  Anordnung  nur  gewinnen  konnte. 

Im  ersten  Abschnitte  wird,  nachdem  zuerst  gewisse  sinnlose  1 
thesen  über  die  Entstehung  unserer  Ziffern  ihre  kurze  Aburtbeiinn 
fanden  haben,  die  Rechenkunst  der  früheren  Neuzeit  nnd  des  A 
alters  besprochen  und  erläntert,  wann  und  von  wem  zuerst  im  Ow 
die  uns  jetzt  so  geläufig  gewordene  Ziffernbe Zeichnung  und  Ziffer! 
nnng  gebraucht  wurde,  wobei  selbstverständlich  auf  Leonarde 
Hauptnachdmck  gelegt  erscheint.  In  diesem  ersten  Capitel,  dei 
umfassende  Arbeit  von  Wildermutb  als  Grundlage  dient,  soll  a 
den  eigentlichen  Vorwurf  des  Werkchens  bildende  Frage  noch  nicht  l 
getreten ,  es  soll  vielmehr  erst  die  Basis  für  ihre  Discnssion  gcwt 
.werden. 

Dagegen  führt  Capitel  II  gleich  in  medias  res.  Herr  Treui 
berichtet  uns,  wie  als  der  erste  der  bekannte  Geschichtschreibe 
Astronomie,  Weidler  aus  Wittenbei^,  gestützt  auf  die  von  ihm 
sagen  entdeckte  hochberühmte  Altdorfer  (jetzt  Erlanger)  Handst 
den  römisch- griechischen  Ursprung  der  Zahlzeichen  gegen  Wallif 
fochten  habe,  wie  dann  Mannert  anf  seine  Seite  trat,  wie  abe 
gelehrte  Zwist  von  den  Zeitgenossen  unbeachtet  blieb  nnd  einschlie: 
ihm  dann  M.  Chasles'   Publicationen  nenes  Leben  verliehen. 

Die  berühmte  Stelle  in  der  Geometrie  des  Bot'thins  führt  an 
Fundnmentalfrage ,  ob  dieselbe  ein  echtes  oder  unterschobenes  Werl 
getreu  seinem  Referirstandpnnkte  spricht  sich  der  Verfasser  Über  d 
Pnnkt  nicht  aus,  verspricht  aber  eine  Fortsetzung  seiner  Studie  ir 
gedeuteten  Sinne.  Allein  so  weit  mnss  er  doch  in  die  Sache  etng 
dasB  er  die  Folgen  skizzirt,  welche  sich  ans  der  einen  oder  andern 
fasHung  ergeben  nnd  bekanntlich  von  der  einschneidendsten  Wirkni 
die  Geschichte  der  Arithmetik  sind. 

Der  Verfasser  verfährt  hier  mit  strenger  Unparteilichkeit,  deni 
wohl    er,   wie  uns   gewisse  Anzeichen   vermnthen    lassen,    persSnliel 
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Caiitor*s  Seite  steht,  so  registrirt  er  doch  genau  die  Bestrebungen 
Friedlein 's;  derselbe  suchte  die  Vermuthungen  Cantor's,  welcher 
auch  in  einer  Reihe  anderer  mittelalterlicher  Schriften  Spuren  des  Co- 
lumnenrechnens  zu  bemerken  glaubte,  durchweg  als  unbegründet  hinzu- 
stellen,* und  man  wird  ihm  in  manchen  Punkten  Recht  geben  müssen. 
Allein  wenn  derselbe  hierin,  wie  Herr  Treutlein  meint,  auch  durch- 
weg Recht  behalten  sollte,  so  bleibt  dies  gleichwohl  ohne  Belang  für  die 
Frage  der  Echtheit,  in  welcher  uns  Friedlein 's  Standpunkt  doch  ein 
zu  einseitig  philologischer  scheint. 

Im  Anschluss  an  die  geistreichen  Deutungen,  welche  Chasles  von 
den  Hieroglyphen  des  Boethius  gegeben  hat,  wird  das  Wesen  des  Co- 
lumnenrechncns  und  besonders  des  Dividirens  ausführlich  beleuchtet  und 
durch  Beispiele  versinnlicht;  hierauf  folgt  eine  Darstellung  der  Rech- 
nungsregeln Gerbert's  und  seiner  Schüler  (Bernelin  etc.),  wobei 
natürlich  die  Streitfrage  bezüglich  der  eigentlichen  Quellen  der  6 er- 
ber t' sehen  Mathematik  nic^t  umgangen  werden  kann.  Zum  Schluss 
wird  der  Behauptung  französischer  Gelehrter  gedacht,  nicht  in  der  ara- 
bischen Arithmetik,  sondern  im  Abacus  wurzle  unsere  heutige  Rechen- 
kunst, und  die  Besprechung  dieser  von  anderer  Seite  nicht  unterstützten 
Hypothese  bildet  den  naturgemässen  Uebergang  zum  dritten  Capitel. 

Dasselbe  ist  selbstverständlich  im  Wesentlichen  nichts  Anderes,  als 
ein  Auszug  aus  den  gewaltigen  Materialsammlungen  von  Woepcke. 
Derselbe  hat  bezüglich  der  berühmten  Gobarziffem,  welchen  er  eine 
selbstständige  Gobarrechnnng  anreihen  zu  müssen  geglaubt  hat ,  die  Nich- 
tigkeit der  von  Sacy,  Humboldt  und  Gerhardt  aufgestellten  An- 
siebten zwingend  dargethan  und  zuerst  mit  Entschiedenheit  den  charak- 
teristischen Unterschied  zwischen  ostarabischen  und  westarabischen  (maghre- 
binischen  oder  Gobar-)  Ziffern  betont.  An  dies  Resum^  schliesst  sich  eine 
concise  Beschreibung  der  arabischen  Logistik  und  hieran  eine  sehr  ver- 
dienstliche Sichtung  der  Conseqnenzen ,  welche  sich  aus  Woepcke's 
Forschungen  für  die  Vertheidiger  und  Gegner  der  „Geomeiria  Boeihii^^ 
herleiten  lassen.  Hier  wagt  es  der  Verfasser  auch,  in  etwas  bestimmt 
terer  Weise  seine  eigene  Ueberzeugung  durchblicken  zu  lassen;  seine 
Bemerkung,  dass  die  für  die  Einführung  des  Stellenwerthes  „nothwen- 
dige  Erfindung  der  Null  das  Ganze  dem  Ei  des  Colurabus  wohl  ver- 
gleichbar macht"  (S.  64),  scheint  uns  wirklich  den  Nagel  auf  den  Kopf 
;a  treffen.  Endlich  wird  auch  die  „Frage  nach  dem  geschichtlichen 
liusammenhange   zwischen    arabischem   und    abacistischem   Rechnen**  mit 


*  Man  kann  hinzufügen,  dass  Cantor  ganz  neuerlich  (im  2.  Hefte  des  vor. 
ihrgangs)  darauf  hinge meeen  hat,  wie  seinen  Ansichten  durch  die  von  Uankel 
ei  Gall  Morel  eingezogenen  Erkundigungen  ein  Stück  Boden  entzogen  worden 
' ,  auf  welchen  er  selbst  sich  freilich  nie  gestutzt  hatte 
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t  anf  die  Ansfahningen  von  Gerhardt,  Cbaslee,  Friedlein 
nd  Arneth,   Cantor,  Martin  und  Woepcke  andererseits  so 
nd  btisprochen,  als  dies  auf  dem  kleinen  Räume  von  vier  Octav- 
Bchelien  konnte. 
em    Princip    des    retrograden    Aafateigens    gleiten,    gelang    der 

schlieesiich  zn  den  Indern.  Die  Ufberzengung ,  daes  auf  dieses 
letzter  Instanz  die  Anfänge  unseres  heutigen  Recbnungesystping 
rühren  seien,  hatte  sich  seit  Beginn  des  XIX.  Jahrhunderts 
nnern  auTgedrängt;  die  Art  und  Weise  der  Transferirnng  des- 
ach  Westen  aber  harrte  der  Klarstellung  und  bot  für  Conjce- 
1  reiches  Feld.  Dieselben  finden  sämmtlich  in  unserer  Schrifl 
lle;  dann  wird,  wieder  an  der  Hand  Woepcke'scher  Da^ 
,  der  Nachweis  zn  führen  versucht,  dass  sich  das  alte  Sansknt- 
;its  im  Besitze  eines  durchgebildeten  Zehner ■Fositionssyatems 
welches  den  ungelienerlichsten  Extravaganzen  arithmetischer 
;rei  Genüge  zu  leisten  vermochte.*  Den  Schluss  des  Capiteis 
it  des  Büchleins  selbst  bildet  die  Charakterisirung  der  Erklü- 
luche,  welche  Woepcke  fDr  die  schon  erwähnte  Verschieden- 
magbrebiniscbeu  und  der  von  ihm  mit  Bestimmtheit  als  arabiscli- 
lezeichneten  östlichen  Ziffern  g<'geben  hat,  —  Vermnthang^D, 
Her  Wahrscheinlichkeit  naoh  das  Richtige  treffen. 

man  aus  unserer  Zusammenstellung  ersehen  wird,  hat  der  VeT' 
n  sKmmtlichen  fUr  das  grosso  Problem  irgend  beizuziebenden 
;enttgende  Rechenschaft  gegeben  und  mit  Aufbietung  einer  be- 
en  LiteraturkenntniBH    den  Boden    für  weitere  Nachforsch Dogen 

Weniger  als  mit  dem  Inhalte  der  Brocbure  können  wir  uns 
'  Focm  einverstanden  erklären;  die  in  den  einzelnen  Capiteln 
;en  Materien  lassen  hier  und  da  die  rechte  Cohärenz 
^atzbau  lässt  zu  wünschen  übrig;  indess  verkennen  wi 
BS  die  dem  Verfasser  aufgezwungene  Form  des  Schulp 
Igel  bedingt,  denn  hier  kam  es  darauf  an,  auf  möglicl 
LÖglicbst  viel  Stoff  zusammenzudrängen,  und  so  entsti 
gen  Perioden.  Alles  in  Allem  begrüi<sen  wir  die  uns 
auf's  Freudigste  und  möchten  wUnschen ,  dass  das  St 
erter  Gestalt  und  vielleicht  auch  mit  geringerer  Besc! 
■r  Ansiebten  bald  eine  zweite  Auflage  als  selbstständi 


ch  auf  Hankel's  Anzweiflung  der  ExiBtenz  eines  solchen  Sji 
lommen.  Hinr  Rcheint  die  an  sich  gerechtfertigte  Äbneigun 
■ite  Mathematiker  ^egen  Hypothesen  jeder  Art  in  oft  etwas  g 
Weise    hervortreten    HeaB,    ilm    docii    eiitaehiodeu   au  weit  ( 
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Für  eine  solche  mögen  hier  noch  einige  Bemerkungen  folgen;  wir 
stellen  eine  Anzahl  von  Wahrnehmungen  zusammen  y  welche  sich  uns 
bei  der  Lecture  aufgedrängt  haben. 

Gelegentlich   der   abgeschmackten  Hypothesen  von  A.  Müller  und 
Kauch   wate   zu   erwähnen,    dass   eine   der  Idee  nach  ähnliche  Theorie 
bereits   von  dem  Literarhistoriker  Keimann  im  ersten  Viertel  des  vori 
gen  Säculnms  formnlirt,  aber  todtgesch wiegen  wurde  (S.  16).  —  Die  so- 
genannte Division   „über  sich^*    ist   nicht   hinreichend   klar  auseinander- 
gesetzt  (S.  17).     Bezüglich   der   Einführung   des   Begriffes   und   Namens 
„Million"  verdienen  auch  die  Angaben  von  Baltzer  und  Vorsterman 
van  Oyen  Berücksichtigung  (S.  17).  —  Für  den  Betrieb  des  Rechnens 
auf  höheren  Lehranstalten  im  XVIIL  Jahrhundert  ist  die  von  Bartho- 
loma ei    (Nachtragsheft  zu  dieser  Zeitschrift)  so  ausführlich  geschilderte 
Methode  des  Jenenser  Professors  Weigcl  höchst  bemerkenswerth  (8.  18). 
—  Dass  die  meisten  Schriften  zwischen  1650  und  1 700  lateinisch  abgefasst 
seien,   wird   sich   wohl   nicht  behaupten  lassen  (S.  18.)  —  Bezüglich  des 
Auftretens  der  Ziffern  bei  Inschriften  etc.  enthält  der  1.  Band  von  Käst- 
uer^s  „Geschichte  der  Mathematik**  eine  beachtenswerthe  Notiz  (S.  21). 
Für   den  Namen   des  englischen  Uebersetzers  findet  sich   hier  die  wohl 
richtigste  Schreibart  „Atelhart"  (S.  22).  —  Dagegen,  dass  Leonardo 
Fibonacci    ein  Kaufmann    gewesen  sei,    haben  sich  in  jüngster  Zeit 
gewichtige  Bedenken  erhoben  (S.22).  —  Wir  zweifeln,  wie  bereits  erwähnt, 
nicht   im  Mindesten   daran,   dass  Vorderindien  die  Heimath  des  Stellen 
werth-Principes  ist;  es  scheint  uns  aber  doch  bei  der  Begründung  dieser 
Tliatsache   zuviel  Gewicht   auf  die   allerdings   auch  von  Woepcke  her- 
vorgehobene Fähigkeit  jenes  Volkes . gelegt^  §ehr  grosse  Zahlen  zu  bilden 
und  auszusprechen,    und   würden   keine   anderen    Gründe   vorliegen,   so 
behielte  Hankel   mit  seiner  Zurückhaltung  am  Ende  Recht.     Denn   im 
Grunde  unterscheidet   diese  Zahlenarchitektonik,   wie  sie  am  Prägnante- 
sten  in   dem  fingirten   Verlobungsezamen   des   Buddha   hervoi-tritt ,    sich 
ganz    und    gar   nicht   von    der   im   ,,Arenarius**   des   Archimedes   ent- 
wickelten Methode;   dass   aber   diese   mit  Stellenwerth   und  dekadischem 
System  Nichts    zu   thun   hat,    dürfte   Nessel  mann   überzeugend   nach 
gewiesen  haben  (S.  81  flgg.).  —  Der  dreimal  vorkommende  Name  Cole- 
brooke   findet   sich   an   zwei   Stellen   unrichtig  geschrieben,    w^as   einen 
Anfänger  zu  Irrungen  verleiten  könnte  (S.  81  und  86). 

£ine  einzige  Stelle  noch  giebt  es,  welche  uns  einer  wesentlichen 
Verbesserung  zu  bedürfen  scheint.  Wir  meinen  die  Darstellung  der  aha- 
cistischen  Division  (S.  30),  über  welche  der  Sachkenner  freilich  leicht 
hinweggeht,  welche  aber  dem  mit  der  Sache  noch  nicht  Vertrauten  ent- 
schieden nicht  klar  genug  gehalten  ist;  wenigstens  ist  es  sehr  die  Frage, 
ob  ein  Solcher  eine  andere  Division  als  die  im  Paradigma  enthaltene 
selbst  abacistisch  ausführen  kann,  wenn  er  die  hier  gegebene  Darstellung 


,^:n^ 


t- 


f 


30  Histomch  ■  literarische  Abtheilung. 

geletien.  lu  diesem  Pankte  empfehlen  wir  für  eine  e 
läge  erhöhte  AusfühiHclikeit ;  aach  beiücksichtigt  Hei 
gegen  seine  sonstige  Gewohnheit,  etwas  za  ansschliei 
AuffaBHung. 

München. 


D«t  „Lib«r  mathematicalia"  des  heil.  Bernward  im  ', 
dubeim,  vua  H.  Düksh.     Hildesheim  1875. 

Die   Hildeefaeimer  Dombibliothek   besitzt   nntoi   i 
anch   eine  mathematische,   welche  von  Alters  her  dei 
inalhematiculis"  trägt  und  von  der  Tradition  auf  den  ni 
Kunst    gleichhoch    verdienten    Bischof   Bernward    snrtickgefüUrt    wird. 
Ueber  diesen  Codex  fanden  sich  in  manchen  Localschriften  gelegentliche 
Notizen ;  vom  eigentlich  wissenschaftlichen  Standpunkte  ans  war  derselbe 
dagegen   bisher  ganz  unbeachtet  geblieben.     Um  so  mehr  verdient  du 
Bestreben  des  Verfassers  AnerkenQuag,  in  vorliegender  Monographie  ein« 
historisch -kritische    Untersuchung    dieses    interessanten    Uannscripta  tu 
liefern;   fUgen  wir  gleich  hinzu,    dass  er  seinen  Zweck  wirklich  erreicht 
hat  und  zu  bemerken swerthen  Uesultaten  gelangt  ist. 

Der  Verfasser  giebt  zunächst  eine  sehe  genaue  bibliographische  B>- 
sphreibnug  der  Handschrift  und  legt  sich  dann  vier  Fragen  vor:  Hat 
St.  Bernward  den  Inhalt  selhststKndig  verfasst,  hat  er  die  vorliegende 
Schrift  mit  eigener  Hand  gefertigt,  hat  er  dieselbe,  wie  die  Sage  be- 
hauptet, seinem  dem  Kaiser  Otto  III.  ertheilten  arithmetischen  Unter- 
richt zu  Grunde  gelegt ,  und  hat  er  schliesslich  den  Codex  seiner  „lieb- 
liugsstiftung",  dem  Michaeliskloster,  vermacht?  Diese  Fr^en  werden 
beantwortet. 

Die  erste  erledigt  sich  leicht,  denn   der  Inhalt  ist  kein  selbslstko- 
diger,  es  ist  nichts  Anderes,  als  die  freilich  mehrfach  verstümmelte  Arith- 
metik dos  Boethius.     Was  die  zweite  anlangt,  so  glaubt  der  Verfasset 
allerdings   die  Ansicht  Lappenberg's,  als   habe  Bernward  den  kai- 
serlichen Prinzen  Überhaupt  nicht  unterrichtet,  zurückweisen  zu  kSnneo; 
allein  ein  Buch  wie  den  schwierigen  Boethius  habe  er  bei  diese 
mentarnnterricht  gewiss  nicht  angewandt.     Anch  selbst  geschriebe 
er  ihn  kaum  haben,   denn   einmal  ist  es  höchst  nnwabrscheinlicl 
der  vielbeschäftigte  Bischof,  nachdem  er  sich  durch  mannichfaltig 
nexionen  das  seltene  Original   endlich   verschafft,   zu  solchen  me 
nnellen  Arbeiten  Zeit  gefunden  hab&,  und  andererseits  sprechen  d 
directe  Handschrift -Vergleichungen;   wohl  aber  hat  er  aller  Wahr 
lichkeit   nach   den  Act    dos  Copirens   selbststSndig    Überwacht  unt 
auch  -durch    Goirectoreu    eigenhändig   nachgeholfen.     Schliesslid 
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keiu   Grnud   vor,    auf  die  vierte   der  oben   aufgeworfenen   Fragen   eine 
andere  als  bejahende  Antwort  zu  geben. 

Nach  dieser  Einleitung  liefert  Herr  Düker  eine  äusseret  sorgfältige 
Zusammenstellung  der  Abweichungen,  welche  der  Hildesheimer  Codex 
den  anderen  bekannten  nnd  von  Friedlein  seiner  bekannten  Ausgabe 
zu  Grunde  gelegten  Handschriften  gegenüber  bietet;  durch  eine  Keiiic 
von  Belegstellen  sucht  er  den  für  die  Texteskritik  natürlich  hochwichti- 
gen Nachweis  zu  erbringen ,  dass  zwischen  ersterem  und  diesem  nicht 
der  mindeste  Zusammenhang  aufgefunden  werden  könne.  Bezüglich  das 
Ursprunges  des  sonach  isolirt  dastehenden  Manuscripts  stellt  er  die  nicht 
unwahrscheinliche  Hypothese  auf,  Gerb  er  t  habe  in  seinem  Bobbio  den 
betreffenden  Urcodex  aufgefunden  und  ihn  seinem  Freunde  Bern  ward 
zum  Abschreiben  überlassen. 

Wie  es  sich  mit  den  einzelnen  namhaft  gemachten  Varianten  ver- 
hält|  werden  spätere  Bearbeiter  des  Boethius  zu  entscheiden  haben. 
Nur  möchten  wir  bemerken,  dass  der  Verfasser  vielleicht  hier  und  da 
gar  zu  scrupulös  auftritt,  wie  z.  B.  da,  wo  er  in  dem  doch  auch  soubt 
vielfach  vorkommenden  .yConsiderale^'  statt  „considcraiae"^  gleich  einen 
grammatischen  Fehler  erblickt.  Auch  der  Vorwurf,  welchen  er  (S.  10) 
gegen  Fried  lein  erhebt,  derselbe  habe  „bei  seinem  Texte  gar  keine 
feste  Norm  befolgt",  scheint  uns  nicht  gerecht;  denn  so  vielfach  auch  im 
Allgemeinen  die  Arbeiten  des  leider  verstorbenen  Forschers  mit  Wider- 
spruch zu  kämpfen  hatten  —  seinem  Editionsverfahren  hat  man  stets 
volle  Anerkennung  gezollt,  und  auch  die  vom  Verfasser  namhaft  gemach- 
ten Beispiele  scheinen  zur  Erschütterung  dieses  Urtheils  nicht  genügend. 

Zum  Schluss  erhalten  wir  eine  vollständige,  mit  eigenen  Bemerkungen 
ausgestattete  Inhaltsübersicht  der  Arithmetik  des  Boethius.  Das  Werk 
von  Thimus,  welches  der  Verfasser  zur  Erklärung  gewisser  pythagu- 
räischer  Anklänge  heranzieht,  scheint  von  mathematisch -historischer  Seite 
noch  nicht  in  dem  Grade  gewürdigt  worden  zu  sein,  als  es  Herrn  Dü- 
ker's  Angaben  zufolge  verdienen  dürfte. 

Geschichtliche  Monographien  von  der  Art,  wie  wir  hier  eine  kennen 
gelernt  haben,  sind  uns  hochnöthig,  um  in  das  Dunkel  mittelalterliclier 
Mathematik  mehr  Licht  zu  bringen. 

München.  Dr.  S.  GtJNTfiKR. 


Karzer  Abriss  der  Geschichte  der  elektrischen  Telegraphie,  von  K.  E. 
Zetzscub.  Gr.  8^'.  72  S.  mit  51  in  den  Text  gedruckten  Holz- 
schnitten.    1874.     Berlin,  Julius  Springer.     Preis  3  Mk. 

In  dieser  Arbeit  des  um  die  Geschichte  der  Telegraphie  bereits  viel- 
fach  verdienten   Verfassers  liegt  uns  ein   kurzgefasster  Ueberblick  über 
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die  fintwickelung  der  elektrieuhen  Telegraphie  vor,  i 
vou  der  lieuUcLen  Telegraplien Verwaltung  auf  der  ^ 
hiQg  vom  Jahre  1S73  veranstaltete  geechichtliche  Ana 
raten  und  Gegenständen  der  Telegraphie  anschlieast. 

Das  kleine  Buch  iat  durch  wiederholte  Umarbei 
zungen  ans  Artikeln  entstanden,  welche  der'Verfas 
diesen  Theil  der  WeltauBstellnng  in  der  Ausstel1un| 
erweiterter  Form  im  Journal  letegraphigve  veröffentlicht 
DarBtellungen  hatten  in  den  Kreisen ,  welche  sich  Fii 
wesen  näher  interessiren ,  allgemeine  Anerkennung  gi 
erkennnng  ist  durch  den  Abdruck  dieser  Arbeiten  in 
sehen  TelegrapheuEeitschriften  und  im  Amtshlatte  de 
Telegraphen  Verwaltung  genttgend  dargetban  worden. 

Die  in  dem  Abrisse  der  Geschichte  der  Teleg 
vielTacb  vermehrte  und  durch  zahlreiche,  sehr  trefflic 
terstfltate  Bearbeitung  der  vorher  erwShnten  Artikel  e 
und  Form  für  ein  grösserea  Publikum  bestimmt  zu 
auch  bei  der  hohen  Bedeutung,  welche  die  Telegraph 
Entwickelung  des  wirthschafllicheu ,  politischen  und 
Lebens  erhalten  bat,  die  allgemeine  Aufmerksamkeit 

Unsweifelhaft  leuchtet  aus  der  gesammten  Arbei 
Streben    hervor,   den  Anthnil    der   deutschen  Nation 
genommen)    an   der   Entwickeinng   der   Telegraphie  i 
stellen    und    dabei    besonders   den  Leistungen   von  'W 
seiner  ^rma  die  gebührende  Anerkennung  zu  versch 

Es  ist  dies  um  so  mehr  anzuerkennen,  als  in  u 
holt,  zumal  von  Engländern ,  anch  hier  der  Versuch 
Deutschlands  Verdienste  zu  schmSlern.  Dabei  hat  ji 
nirgends  in  ungebührlicher  Hervorhebung  unseres 
oigenthums  den  Leistungen  anderer  Völker  die  ger 
vorsagt,  sondern  überall  hat  ei  unparteiisch  auf  i 
Quellenstudien,  zumal  der  Patente,  zweifelhafte  Prio 
schieden. 

Wenn  diese  Arbeit  ihrer  Bestimmung  und  ihrem 
nicht  als  eine  erschöpfende  und  abschliessende  Dai 
ist,  so  kann  dieselbe  doch  anch  deshalb  einen  wohlbei 
anf  allgemeine  Berücksichtigung  erheben,  weil  es  : 
noch  keine  cnsammenhängende  Geacbichte  der  Tele 
früheren  Versuche  anf  diesem  Gebiete,  welche  sich 
Capiteln  der  grösseren  Werke  über  elektrische  Teleg 
nicht  nur  sehr  lückenhaft,  sondern  enthalten  zum  Tb 
liehe  Irrthümer. 
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Auf  den  ersten  Seiten  behandelt  der  Verfaaser  zunächst  die  Vorver- 
sache,  welche  sich  ungefähr  bis  zum  Jahre  1839  erstrecken.  Es  werden 
die  ersten  Experimente  von  Simmering,  Schilling,  Gauss  und 
Weber  und  die  Nadeltelegraphen  von  Cooke  und  Wheatstone  be- 
sprochen. Hierauf  wendet  sich  die  Darstellung  zu  den  Zeigertelegraphen 
und  schildert  ausführlich  den  noch  heute  zumal  für  Privatleitungen  viel- 
fach benutzten  Siemens' sehen  Inductions  •  Zeigertelegraphen  und  den 
Kramer'schen  Zeigertelegraphen.  Kurz  erwähnt  werden  im  Anschluss 
hieran  die  mit  diesen  Systemen  verwandten  frühesten  Versuche  zur  Her- 
stellung von  Typendruck- Telegraphen. 

Nur  beiläufig  erwähnt  sind  die  Copirtelegraphen ,  da  an  deren  Ent- 
wickelung,  wenn  man  von  dem  Hipp'schen  elektromechanischen  Appa- 
rate absieht,  Deutschland  keinen  wesentlichen  Antheil  hat.  Dies  ist 
vielleicht  die  einzige  fühlbare  Lücke  des  Werkes,  da  es,  wenigstens  mir, 
nicht  unwahrscheinlich  erscheint,  dass  man  dieses  Princip  früher  oder 
später  doch  noch  einmal  hervorholen  und  versuchen  wird,  dasselbe  in 
brauchbareren  Formen,  als  denen  von  Caselli,  d'Arlincourt  und  Meyer, 
in  die  Praxis  einzuführen.  Die  Möglichkeit ,  auch  Zeichnungen ,  Schrift- 
züge etc.  auf  telegraphischem  Wege  übertragen  zu  können ,  besitzt  doch 
jedenfalls  so  hervorragende  Vorzüge,  dass  man  diesen  Gedanken  so 
leicht  nicht  fallen  lassen  wird. 

Hierauf  wendet  sich  der  Verfasser  zu  den  elektromechanischen  und 
elektrochemischen  Schreibtelegraphen,  die  ja  noch  heute  die  verbreitetste 
Form  sind.  Nach  Erwähnung  der  ersten  Doppelstiflt- Apparate  von  Stöh- 
rer  wird  man  mit  dem  auf  demselben  Princip  beruhenden  Jaite'scheu 
Femschreiber  in  der  von  Gurlt  herrührenden  Construction  bekannt  ge- 
macht. Dieser  Jaite'sche  Apparat  soll  bekanntlich  die  Vorzüge  des 
Hughes'schen  Typendruck-Telegraphen  mit  denen  des  Morse- Apparates  ver- 
einen, ohne  dabei  des  so  lästigen  Synchronismus  der  Apparate  an  der 
Abgangs-  und  Empfangsstation  zu  bedürfen.  Von  den  Belais  sind  ausführ- 
licher das  in  Wien  zum  ersten  Male  ausgestellte  Siemens'sche  aperiodische 
Babmarine -Relais  und  das  Abkürzungsrelais  von  Hefner -Alteneck  erwähnt. 

Unter  dem  Gesammtnamen  „Zeichengeber^^  sind  einige  Schlüssel  für 
Morseschrift  und  besonders  die  von  Siemens  &  Halske  ausgestellten  in- 
teressanten Dosenschriftgeber  von  Hefner- Alteneck  für  Morseschrift  und 
der  principiell  verwandte  Kettenschriftgeber  für  Steinheilschrift  (zwei 
Punktreihen)  beschrieben.  An  diese  schliesst  sich  der  als  ,, Schnell- 
drucker^' bezeichnete  Siemens'sche  Typendruck -Telegraph,  welcher  mit 
nngemein  wenig  Strömen,  im  Durchschnitt  drei  bis  vier,  die  Einstellung 
des  Typenrades  bewerkstelligt,  darauf  das  Drucken  vornimmt  und  dann 
das  Typenrad  auf  den  Nullpunkt  zurückführt.  Es  ist  dieser  neueste 
Apparat  in  wesentlichen  Dingen  dem  Hughes^schen  Typendrucker  über- 
legen, aumal  aber  deshalb,  weil  er  des  Synchronismus  der  beiden  mit- 
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einaadßT  arbeitendea  Apparate  uicUt  beda 
TranslationsvorrichUiugon  nnd  der  dentscl 
eben    wird    der  vierfache  Apparat   Ton  Me; 

Bauei'scben  niimittnlegraphen  die  Mittbeilnng  im  ofBciellen  AasetellnngE- 
berichte   reprodacirt.      Beide  Apparate   sind  Vorrichtungen,   welche  eine 
intensivere  Ansnatzung  der  Leitung  znm  Zwecke  haben;   sie  erfordern 
aber  leider  Syncbronisnins   der  Abgabe-    und  Empfangsap parate 
fragt  sich  daher,   ob  diese  Systeme  iu  der  Praxis  danemde  Ann 
fiudcn  werden.     Den  Scbluss  des  Bnchcs  bilden  kurze  Notizen  ül 
vanosc^pe,  Wecker,   die  Siemens'scheu  Blockapparate,   Blitzableil 
Aebuliches. 

Entaprecbend  den  grossen  Lücken ,  welche  die  Ansstellnng 
schichte  der  Telegraphie  einer  Nation  an  sich  tragen  masste,  sü 
in  der  vorliegenden  Arbeit  manche  Gebiete  nur  sehr  flüchtig  herüfa 
denen  Jeder  gewiss  gern  Ausführlich  er  es  gelesen,  hfttte;  besond 
Stellung  des  epochemachenden  Hnghes'schen  Apparates  nnd  d 
wickelang  der  snbmarinen  Telegraphie  mit  ihren  eigenartigen  Sei 
keiten  hätten  wir  gern  etwas  eingehender  erörtert  gesehen. 

Der  ganzen  Entstehung  dos  Baches  nach  ist  dios  aber  sei 
verständlich  und  ebenso,  dass  es  sich  liier  vorzugsweise  um  ei 
schichte  der  Constmctton  der  Manipnlationsapparate  handelt,  y 
die  übrigen  Capitel  der  Telegraphie,  welche  doch  ebenfalls  it 
schichte  haben,  nur  beiläufig  erwähnt  sind.  —  Wir  wünschen  vi 
Verfasser  recht  bald  eine  umfassende  pragmatische  Geschichte  de 
graphie  zu  erhalten.  Dadurch  würde  gewiss  aach  ein,  in  d 
tur  des  behandelten  Stoffes  liegender  Uebelstand  solcher  Darste 
weniger  anfällig  werden,  die  nothweudigei weise  zahlreichen  B' 
bangen  von  Apparaten  könnten  dann  durch  andere  Auseinandereel 
nnterhrochen  werden  nnd  würden  infolge  dessen  weniger  leicht  eri 
auf  den  Leser  wirken. 

Die  Darstellung  ist  an  allen  Stellen  sehr  klar  und  sachgemKi 
die  äussere  Ausstattung  des  Buches  vortrefflich.  Ein  Theil  der  1 
ist  dem  im  gleichen  Verlage  erschienenen  Dub'schen  Werke  entn< 
einzelne  aber  sind  in  vorzüglicher  Weise  ganz  nea  hergestellt. 

Wir  glauben  nach  dem  Angeführten  Allen,  die  sich  ffir  d 
Wickelung  der  Telegraphie  bis  in  ihre  ueaesteti  Stadien  inlerosain 
Zetsscbe'scbe  Buch  auf  das  Wilrmste  empfehlen  zu  können. 

Chemnitz.  Kiohaed  BOhli 
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Die  Entwickelung  der  automatisohen  Telegraphier  vou  Dr.  Karl  Eduard 
Zetzscde.  6.  8^.  65  S.  mit  41  in  den  Text  gedruckten  Holz- 
sclmitten.     Berlin  1875,  Julius  Springer.     Preis  2  Mark. 

Dieses  Schriftcheu  kann  recht  wohl  als  eine  Ergänzung  des  vorher 
besprochenen  angesehen  werden.  Die  automatische  Telegraphie  umfasst 
alle  diejenigen  Telegraphirvorrichtungen ,  bei  welchen  den  Telegraphen- 
leitungen die  Ströme  durch  besondere  Vorrichtungen  selbst thätig  zugeführt 
werden.  Bekanntlich  sind  die  Versuche  in  dieser  Richtung  nahezu  ebenso 
alt,  als  die  elektrische  Telegraphie  selbst.  Schon  Morse  goss  metallene 
Typen  für  Punkte  und  Zwischenräume,  die  er  unter  dem  Coutacthebel 
(Taster)  seines  Apparates  auf  einer  Schiene  vorüberführte  und  auf  diese 
Weise  die  langen  und  kurzen  Stromschlüsse  bewirkte,  aus  denen  sich 
seine  telegraphischen  Zeichen  zusammensetzten. 

Nach  ausführlicher  Beschreibung  dieser  ersten  Spuren  werden  die 
automatischen  Telegraphirvorrichtungen  von  Bain  (1846)  und  die  ersten 
derartigen  Apparate  von  Siemens  &  Halske  (1853)  besprochen.  Diese 
Einrichtungen,  sowie  die  von  Wheatstone  (1858),  Allan  (1860),  Chau- 
vassaigne  und  Lambrigot  (1867)  beruhen  alle  darauf  j  dass  durch  einen 
besondern  Vorbereitungsapparat  (meist  eine  Stanzvorrichtung)  das  Tele- 
gramm auf  einem  Streifen  vorbereitet  wird.  Bei  dem  Hindurchführen 
des  Streifens  durch  den  Zeichengeber  werden  die  elektrischen  Ströme 
durch  die  auf  dem  Streifen  befindlichen  Zeichen  in  geeigneter  Weise 
geschlossen  und  geöffnet  und  dadurch  das  Telegraphiren  selbstthätig 
bewirkt. 

Da  das  Vorbereiten  der  Streifen  von  mehreren  Arbeitern  bewirkt 
worden  kann  und  die  Streifen  mit  grosser  Geschwindigkeit  mechanisch 
durch  den  Apparat  geführt  werden,  so  kann  mit  Hilfe  des  Automaten 
die  einzelne  Linie  viel  umfassender  ausgenutzt  werden.  Dies  ist  aber 
gerade  jetzt,  wo  die  Tragstangen  bereits  mit  Drähten  überlastet  sind 
und  man  ernstlich  daran  denkt,  die  oberirdischen  Leitungen  durch  kost- 
spieligere unterirdische  zu  ersetzen,  von  grosser  volkswirthschaftlicher 
Bedeutung. 

Auch  der  schon  im  vorher  besprochenen  Buche  erwähnte  Jaite^sche 
Fernschreiber  findet  hier  nochmals  Erwähnung. 

Siemens  &  Halske  griffen  in  neuerer  Zeit  (1868)  nochmals  zum 
durchlochten  Streifen  zurück  und  erleichterten  durch  ihren  Tastenschrift- 
Iocher  die  Vorbereitung  der  Streifen  ungemein. 

Dieser  letzterwähnte  Apparat  mit  seiner  Claviatur  ist  wohl  als  Vor- 
läufer der  Tastenapparate  anzusehen,  durch  welche  späterhin  die  Con- 
struction  des  Siemens'schen  Kettenschriftgebers  und  des  Dosenschrift- 
gehers  für  Morseschrift  von  v.  Hefner -Alteneck  (1872)  veranlasst  wor^ 
^.en  ist. 
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Als    das   Vollkominflnste   anf  diesem    ' 
1873  TOD  Siemens  constrairf e  Typondruck - 

dem  Namen  „Schnelldnicker"  bezeicbnet  wird.  Dieser  Apparat  bnsilit 
den  groBsen  Vorzug,  dass  der  Sclmelldrnckcr  nnd  der  mit  ihm  arb< 
Zeicbengeber  in  ihren  Be^vegnngen  voneinander  unabhängig  ein 
sonders  dadurch  ist  diese  Einrichtung  dem  sonet  sehr  leistnngB 
Hugbes'schen  Apparate  weit  iiberlegea,  weil  zwei  Apparate  diei 
nicht  ohne  Synchronismus  zusammen  arbeiten  können. 

Der  grosse  Vorzug,  den  die  Automaten  vor  den  Haudap] 
haben,  ist  recht  deutlich  ans  einem  Beispiele  zu  ersehen,  ^ 
ZetzBche  am  Schlüsse  seines  Heftes  giebt;  wir  wollen  dassell 
ffibrlicbcr  hier  abdrucken. 

„Bei  Eröffnung  des  letzten  amerikanischen  Congrcsses  wn; 
UI30  Wörter  zählende  Rede  des  Präsidenten  Grant  von  der  1 
Umon  Telegraph  Company  von  Washington  nach  Newyork  anf 
Apparaten  gesendet,  und  zwar  auf  acht  Drähten  zugleich,  wo 
Ende  jedes  Drahtes  ein  Beamter  arbeitete ;  zur  Beförderung  diese 
waren  dabei  70  Minuten  erforderlich,  es  wurden  also  im  Durche 
stündlich  1192  Worte  auf  einem  Drahte  befördert.  Die  Automab 
graph  Company  wollte  nun  ihrerseits  ermitteln,  in  welcher  Zeit  Gi< 
Bede  auf  ihren  automati sehen  Telegraphen  hätte  befördern  k 
welche  im  Versen dnngsap parate  den  mittels  eines  Tastenlochers 
ten  Streifen  verwenden,  auf  der  Empfangsstation  dagegen  die 
Morseschrift  elektrochemisch  auf  einem  Papierstretfeu  entstehen 
Vor  Zeugen  wurde  daher  dieselbe  Bede  auf  einem  einzigen  Draht 
chei  die  etwa  450  Kilometer  voneinandet  entfernten  Städte  Wasl 
und  Newyork  miteinander  veiband,  abtelegvaphirt,  und  zwar  wnrc 
hloEseu  tclegrap  bis  eben  Beförderung  45,5  Minuten  veibraucht,  w 
die  BcfÖrdemngszeit  einschliesslich  der  zum  Niederschreiben  erforde 
Zeit  69  Minuten  betrug.  Dabei  arbeiteten  im  Ganzen  25  l'crsoncn 
lieh  in  Wasbingtun:  1  Morse -Telegrap bist  und  10  Personen,  weit 
Streifen  lochteuj  in  Newyork  aber  arbeiteten  :  ein  Morse-Telegraph: 
13  Schreiber,  von  denen  jedoch  2  bis  3  eine  Zeit  lang  unbesc 
blieben,  so  dass  mau  noch  einige  Minuten  hätte  gewinnen  könne 

Aus  dem  hier  kniz  Angeführten  ist  zu  ersehen,  dass 
Zctzsche'sche  ,  Entwickelung  der  automatischen  Tolegraphie" 
sehr  passende  Ergänzung  zu  seinem  „Kurzen  Abiiss  der  Geschieh 
elektrischen  Telegraphie"  bildet.  Da  alle  Vorzüge,  welche  wir  vo 
erstbesprochenen  Buche  gerühmt  haben,  auch  hier  zutreffend  sii 
empfehlen  wir  dieses  Heftchen  ebenfalls  angelegentlichst. 

Chemnitz.  Richard  B&hlh; 
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Noiice  sur  la  vie  et  les  iravaux  de  Rodolphe  Frederic  Alfred 
Clebschj  par  M.  Paul  M  ans  ton,  Professeur  ä  Cuniversite  de  Gand. 
Extraii  du  Biüleiino  dt  Bibliografia  etc.  Tome  VIII,  Mars.    Roma  1875. 

Wenn   es  eines  Beweises  dafür  bedürfte,   wie  schmerzlich  der  frühe 
Tod   des  Mannes,   den   die  Ueberschrift  des  Aufsatzes   von  Prof.  Man-  '1 

sion  nennt,  von  den  Mathematikern  aller  Länder  betranert  worden  ist 
und  noch  betrauert  wird ,  so  wäre  dieser  Beweis  schon  durch  die  grosse 
Zahl  der  Nachrufe  zu  erbringen,  welche  dem  Verstorbenen  gewidmet 
worden  sind.  Wbhl  einer  der  letzten  in  ihrer  zeitlichen  Erscheinungs- 
folge ist  der  uns  heute  als  Sonderabdruck  aus  dem  sogenannten  Bulle- 
tino  Boncompagni  vorliegende.  Die  Natur  der  Sache  und  der  geringe 
Umfang  der  Abhandlung  von  64  Quartseiten  bringen  es  mit  sich,  dass 
wir  es  nur  mit  einer  gewissenhaften  Wiederholung  des  auch  in  anderen 
Nekrologen  vorhandenen  Stoffes  in  knappester  Form  zu  thun  haben. 
Als  unterscheidend  und  dankenswerth  möchten  hervorzuheben  sein  eine 
Anmerkung  über  sämmtliche  Nachrufe  für  Clebsch  (S.  3  —  5)  und  ein 
vollständiges  Verzeichniss  der  Arbeiten  von  Clebsch  (S.  14  bis  zum 
Schlüsse),  welches,  180  Nummern  umfassend,  sogar  genauer  ist,  als  das 
im  VII.  Bande  der  Mathematischen  Annalen,  indem  es  in  seinen  Num- 
mern 7,  68,  70,  86,  93  und  in  Nr.  107  —  177  Arbeiten  angiebt,  von 
welchen  die  ersteren  in  dem  deutschen  Verzeichnisse  ganz  fehlen,  wäh- 
rend die  letzteren  in  die  wenigen  Worte  zusammen gefasst  erscheinen: 
„Einzelne  Referate  in  den  Bänden  der  Fortschritte  der  Physik,  dem  1. 
und  2.  Bande  der  Fortschritte  der  Mathematik,  in  Hoffmann^s  Zeit^^ 
Schrift  für  mathematischen  u.  s.  w.  Unterricht.**  Cantor 


Die  Sammlung  des  Pappus  von  Alexandrien^  von  C.  J.  Gbruardt.    Eis- 
leben 1875. 

Im  Jahre  1871  erschien  in  Halle  bei  H.  W.  Schmidt  ein  Band  von 
etwa  24  Druckbogen  unter  dem  Titel:  „Der  Sammlung  des  Pappus  von 
Alezandrien  siebentes  und  achtes  Buch,  griechisch  und  deutsch  heraus- 
gegeben von  C.  J.  Gerhardt**.  Es  war,  mit  Ausnahme  einiger  früher 
durch  Camerer  und  durch  Vincent  veröffentlichten  Bruchstücke,  eine 
erstmalige  Herausgabe  des  Originaltextes  dieser  beiden  Bücher.  Leider 
trat  dieser  Text  als  vollständiges  Mädchen  aus  der  Fremde  auf,  wie  man 
es  selbst  in  unseren  passlosen  Zeiten  auf  wissenschaftlichem  Gebiete  nicht 
liebt.  Keine  Vorrede  gab  Kunde,  woher  der  Text  entstamme,  gab 
Rechenschaft  über  dessen  Zuverlässigkeit,  meldete  von  etwaigen  Ver- 
gleichungen  verschiedener  Codices,  wenn  nicht  die  ganz  gelegentliche 
Erwähnung  zweier  Pariser  und  einer  Mailänder  Handschrift  in  zwei 
Lnmerkuugen   eine   solclie  Vorrede   ersetzen   sollten.     Endlich  fand  sich 
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nirgends  ein«  Recht fertignng  dafür,  wan 
eins  siebente  nnd  achte,  znr  Heransgabe 
die  flbrigen  Bttcber  einer  gleichen  Beliaii 
Herr  Gerhardt  mag  wohl  selbst  das  Ge 
liier  gerügten  Mingel,  welche  auch  glei 
des  hier  und  da  von  der  Kritik  nambaft 
That  der  Abhilfe  bedurften,  und  das 
15  Qnartseiten  dürfte  jenem  Geflible  sei 
Gerhardt  sagt  es  zwar  nicht  ansdrOekl 
den  meisten  Lesern  erscheint  die  neue  ^ 
Jahren  vei^ssene  Vorrede,  wenn  auch  t 
keit,  deren  andere  Schriftsteller  auf  vet 
gen,  heute  oicht  minder  als  damals  ve 
Uerbardt,  dass  seine  Textansgabe  des 
anf  einen  Wolfen biittler  Codex  gründe,  : 
ser  Codex  in  der  retchen  Handschrif 
Bibliothek  die  Signatur  7  Guil.  gr.  fnh  tii 
XV.  Jahrhundert  zugewiesen  wird.  Der 
dass  er  auch  zweier  Pariser  Handscliril 
Bibliothek  befindlichen  Abschrift  eines  C 
vermissen  wir  jegliche  nähere  Bezeichn 
wir  durchaus  im  Unklaren ,  ob  jene  Bt 
Mailänder  Codex  Ambrosianus  266  herrührt 
1871  genannt  ist.  Nor  darüber  ist  es  ji 
halb  Ht.  Gerhardt  sich  damals  anf  die 
beschränkte.  Er  vermntbet  nämlich  (S.  5] 
pus  ursprünglich  nur  aus  drei  Biicherti 
dritten,  vierten  (welche  ein  Ganzes  bil 
achten,  und  dass  alles  Uebrige  damit 
Wahrscheinlich  hielt  er  es  doch  für  ein 
Text  um  ein  starkes  Dritttbeil  verkUr: 
einer  Ausgabe  des  Pappus  zu  machen,  i 
mengen  wollte,  und  so  veröffentlichte  ei 
unmittelbar  zusammenhängen  und  deren 
nung  unzweifelhaft  Pappus  voq  Alexai 
Ein  französischer  Schriftsteller  Mot 
li'ij  a  pas  d'opinion  ousst  ridictile,  gii'tl  ne 
In  soulenir."  Den  Vorwurf  der  Lächerlicl 
sten  Bemühungen  redlichen  Forschens  un 
keine  Ansicht  so  absonderiicb  ist,  dass 
lehrten  ausgesprochen  worden  wäre,  das 
lieb  nachsagen.  Was  an  Reitung  verlori 
erhaltener  Schriften    versucht  worden    isi 
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wird,  das  gebt  ins  Unglaubliche,  und  die  Meinungsäusserung,  über 
welche  wir  an  dieser  Stelle  berichten,  nimmt  für  uns  wenigstens  die  Be- 
zeichnung der  Unglaublichkeit  im  vollsten  Masse  in  Anspruch.  Sehen 
wir  zu,  was  Herr  Gerhardt  mit  den  einzelnen  Büchern  anfängt. 

„Von  den  beiden  ersten  Büchern  ist  nur  ein  Bruchstück,  das  Ende 
des  zweiten  Buches,  aufgefunden  worden.  Es  ist  darin  von  Arithmetik 
die  Rede,  und  man  hat  daraus  geschlossen,  dass  die  beiden  ersten 
Bücher  überhaupt  arithmetischen  Inhalts  waren.  Dieses  Bruchstück  ent- 
halt Vorschriften,  wie  die  Multiplication  von  Zahlen,  die  Vielfache  und 
Potenzen  von  10  sind,  auf  eine  kürzere  Weise  dadurch  bewirkt  werden 
kann,  dass  man  sie  auf  die  Multiplication  der  entsprechenden  Einheiten 
zurückführt,  und  als  Anwendung  davon  wird  gezeigt,  dass,  wenn  man 
die  Buchstaben  der  Wörter  eines  Hexameters  in  ihrer  Zahlbedeutung 
nimmt  und  nach  diesen  Regeln  miteinander  multiplicirt,  dasselbe  Product 
sich  ergiebt,  als  wenn  man  sie  in  ihrer  Reihenfolge  auf  gewöhnliche 
Weise  multiplicirt.  Es  wird  dabei  auf  eine  Schrift  des  Apollonius, 
wahrscheinlich  des  grossen  Geometers,  verwiesen,  die  nicht  mehr  vor- 
banden ist  und  von  der  man  auch  sonst  keine  Kenntniss  hat,  worin  der- 
selbe die  hier  mitgetheilten  Sätze  geometrisch,  mit  Hilfe  von  geraden 
Linien,  wie  die  griechischen  Mathematiker  die  Arithmetik  zu  behandeln 
pflegten,  dargethan  hatte.  Diese  Beweise  werden  hier  nicht  wiederholt, 
zuweilen  nur  angedeutet :  grösstentheils  werden  die  Sätze  durch  bestimmte 
Zahlenbeispicle  erläutert.  Demnach  scheint  das  in  diesem  Bruchstück 
Mitgetheilte  mehr  eine  praktische  Tendenz  zu  haben,  und  wenn  man 
daraus  einen  Schluss  auf  den  Inhalt  der  beiden  ersten  Bücher  überhaupt 
zu  machen  berechtigt  ist,  so  dürften  diese  beiden  ersten  Bücher  mit  dem 
sonstigen  Streben  des  Pappus  in  keiner  Harmonie  stehen  und  ihm  ab- 
zusprechen sein."  An  einer  spätem  Stelle  fügt  der  Verfasser  hinzu,  es 
sei  „nicht  unwahrscheinlich,  dass  die  beiden  ersten  Bücher  die  Arith- 
metik Theon^s  von  Alexandrien  enthielten,  von  dem  berichtet  wird, 
dass  er  ein  solches  Werk  geschrieben  hatte**. 

Referent  ist  nun  der  Ansicht,  dass  jeder  Schluss  auf  den  Inhalt  der 
beiden  ersten  Bücher  aus  dem  vorhandenen  Fragmente  durchaus  über- 
eilt wäre.     Die  Sammlung   des  Pappus  —  mag  man   sogar  nur  soviel 
davon  für  echt  halten,  wie  Herr  Gerhardt  es  thut  —  ist  so  vollständig 
asammenhangslos  von  Buch  zu  Buch,  dass,  wenn  ein  Rückschluss  aus  dem 
ragmente  über  das  Multiplicationsverfahren  des  Apollonius  überhaupt 
estattet  ist,   derselbe  sich  nicht  weiter  zu  erstrecken  hat,   als  über  das 
ireite  Buch.'^     Damit  ist  zugleich  der  logistische,  also  keineswegs  arith- 
etische  Charakter   dieses  Buches  gewonnen ,   ist  gewonnen  die  UnmÖg- 


*  Man  denke  sich  z.  B.  das  7.  Buch  des  Pappus  verloren,  den  S 
luches  erhalten.    LiUst  dasselbe  einen  Rückschluss  auf  jenes  zu? 
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liebkeit,  es  mit  der  Arithmetik  des  Theon  zn  ideotificireii ,  velche  unt 
nur  von  Snidaii,  so  weit  unsere  Erinnerang  reicht,  erwihnt  wird,  wo 
er  von  Theon  nns  sagt:  fy^eiftc  Mu9rnx(niitä,  l4(ii9fii]n]cii',  ...  xal  £^  nr 
luxiföv'Aot^ölaßov  [muthm asslich  verschrieben  statt  War^'vofwv]  vnofitijfia. 
Wohl  hat  Theon  über  Rechenknnst  sich  verbreitet,  aber  er  ihat  dies 
bekanntlich  in  seinem  Commentar  zum  Almagest,  aus  welchem  Net- 
selmann  (Algebra  der  Griechen  S.  139  figg.)  einen  Auszug  verüffent- 
licht  bat;  in  der  Arithmetik  war'  dafür  kein  Fiats.  Aber  wir  wissen 
auch  aosdrBcklicb,  dass  Pappns  fibei  Rechenkunst  in  Anlehnung  so 
den  Almagest  geschrieben  hat,  dass  also  der  Uegenstand  ihm  Nichtt 
weniger  als  fern  lag.  Snidae  nennt  nns  von  ihm:  Elg  ta  tlaaa^  ßtfiiSt 
ri]g  IltQktfLttlov  |;if}'ali)?  ^vra|[«>?  vno^vt}fia,  und  Eutokius  von  Aski- 
lon  weiss ,  dass  in  diesem  Commentar  die  Ausziehnng  der  Quadratwnr- 
aeln  gelehrt  worden  ist.  (Vergl.  die  Schrift  des  Referenten  „Die  rSml- 
sehen  Agrimensoren"  S.  56.)  Wenn  also  eine  Zusammengehörigkeit  mit 
der  Übrigen  Sammlung  des  Pappns  geleugnet  werden  wollte,  wotu  wir 
nns  allerdings  nicht  verstehen  möchten ,  so  braucht  keineswegs  nsch 
einem  andern  Verfasser  gefahndet  zn  werden,  so  könnte  hier  ein  StUck 
aus  einem  andern  Werke  des  Pappns  erbalten  sein.  Aber  wie  bemerkt, 
uns  können  die  praktischen  Zahlenbeispiele  in  einem  Bruchstücke  des 
zweiten  Bnches  nicht  die  Nöthignng  auferlegen,  jcues  Bnch  ans  der 
Sammlung  zu  entfernen,  in  deren  3.  Buche  gleichfalls  praktische  Zahlen- 
beispiele  der  verscbiedeneu  Medietäten  vorkommen,  wie  sie  in  reicher 
Auswahl  den  griechischen  Mathematikern  dienten. 

Nun  meint  freilich  Herr  Gerhardt  weiter:  „Nach  nneerem  Dalfir- 
halten  war  dos  gegenwärtige  dritte  Bach  das  erste  der  Sammlaitg  des 
Pappns,  daitir  spricht  auch  die  Fasanng  der  Ginleitnng  desselben.  £s 
bildete  ursprünglich  mit  dem  vierten  ein  Ganzes^  der  Codex,  von  dem 
in  der  Berliner  Bibliothek  eine  Abschrift  vorhanden  ist,  giebt  beide 
Bilcher  im  Znsammenhang,  ohne  das  Ende  des  dritten  oder  den  Anfang 
des  vierten  zn  bemerken.  Scheidet  man  aus  dem  dritten  die  Sätze  43 
bis  58  (nach  der  Uebersetzung  Oommandin's)  als  einen  spXtem  Zusati 
ans,  HO  wird  der  Inhalt  beider  Bttcher  homogen." 

Wir  möchten   auf  den  Inhalt  der  Bttcher  hier  nicht  eingehen,  weil 
wir  nns    eine  Schilderung  desselben   für  die  Anzeige   des  inzwischen  in 
unsere  Hände   gelangten   1.  Bandes  der  Pappns -Andgabe  von  Hultsch 
aufsparen,  welche  wir  im  uHchsten  Hefte  zn  bringen  gedenken.    Wir  haben 
nur  dem  Znsammenhang  des  3.  und  4,  Baches  in  der  Berliner  Abschrift 
eo^egen zuhalten ,  dass  die  Liebrsitze  in  jenen  beiden  BUchem  docb  wohl 
nicht  durchgezählt  sein  dürften,  dass  vielmehr,  wie  anderwjfi 
in    dieser  Abschrift,    im    4.  Buche  wieder  eine  neue  Zählung 
beginnen    wird.     Was  aber    die  Fassung   der  Einleitung   in  < 
angebt,  so  ist  sie  um  kein  Haar  anders,  als  die  Einleitnnget 
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in  das  6.,  in  das  7.  und  in  das  8.  Bnch.  Man  ist  somit  berechtigt, 
mit  Hultscb  an  eine  verlorene  Einleitung  zum  4.  Buche  zu  denken, 
nicht  aber  ans  dem  Vorhandensein  einer  solchen  zum  3.  Buche  so  weit- 
gehende Folgerungen  zu  ziehen. 

Freilich  soll  nun  das  5.  und  6.  Buch  gar  nicht  von  Pappus  her- 
rühren. Das  6.  Buch  gehört  ihm  nicht  an,  weil  in  der  Mitte  desselben 
eine  Stelle  vorkommt,  in  welcher  der  synthetische  Nachweis  von  Sätzen 
versprochen  wird,  welche  bereits  von  den  Alten  analytisch  behandelt  worden 
seien ,  und  zwar  ein  verständlicherer  (aagp^aT^^ov)  und  kürzerer  (owTOftcD- 
Tf^ov).  Der  Verfasser  meint :  „So  schrieb  Pappus  nicht,  im  Gegentheil,  er 
liebte  die  analytische  Methode  der  Alten/^  Muss  er  deshalb  auch  eine 
bestimmte  Anwendung  derselben  geliebt  haben,  welche  irgend  ein  Schrift- 
steller  vor  ihm  machte?  Ist  es  unmöglich,  dass  Pappus  jedem  Beweis- 
verfahren huldigte,  welches  für  den  gegebenen  Fall  Strenge  mit  Eleganz 
vereinigte,  jedes  Beweisverfahren  ablehnte,  welches  dieser  Eigenschaften 
entbehrte  ? 

Und  nun  gar  der  Grund,  weshalb  das  6.  Buch  aus  der  ^ammlung 
des  Pappus  auszuscheiden  habe!  Die  Ueberschrift  lautet  nämlich  un- 
gefähr, in  diesem  6.  Buche  der  Sammlung  des  Pappus  seien  Lösungen 
der  Schwierigkeiten  deß  kleinen  Astronomen  enthalten.  Zu  diesem,  d,  h. 
zn  den  Schriften,  die  als  Einführung  in  die  Astronomie  dienten  und 
deren  Verfasser  Theodosius,  Euklides,  Autolykus,  Aristarchus, 
Hypsikles,  Menelaus  waren,  bildete  das  6.  Buch  einen  Commentar. 
„Ein  solcher  wird  aber  dem  Theon  von  Alexandrien  zugeschrieben.*^  Wir 
haben  oben  die  Stelle  des  Suidas  angeführt,  in  welcher  dieses  geschieht. 
Aber  kann  darin  genügender  Anhalt  geboten  sein,  um  fünf  Zeilen  weiter  un- 
ten ohne  jeden  verstärkenden  Grund^en  Satz  auszusprechen :  y^Das  6.  Buch 
ist  der  verloren  geglaubte  Commentar  Theon 's  zum  jutx^oV  a(>T(jovofio5.*' 
Oder  sollte  das  Verwerfen  des  5.  und  6.  Buches  gemeinschaftlich  über  jeden 
Zweifel  durch  die  Bemerkung  erhoben  werden :  „Das  7.  Buch  zeigt  den 
Charakter  des  dritten;  es  verbreitet  sich  über  den  Tnhalt  der  Schriften, 
die,  um  die  analytische  Methode  der  Geometer  der  klassischen  Zeit  ken- 
nen zn  lernen,  zu  lesen  sind.  Ebenso  ist  es  mit  dem  Inhalt  des  8.  Bu- 
ches, das  die  Mechanik  betrifft.**  Wo  in  aller  Welt  ist  denn  als  Cha- 
rakter des  3.  Buches  das  angegeben,  was  Herr  Gerhardt  hier  hinein- 
legt? Giebt  es,  wenn  ein  Zusammenhang  denn  doch  gesucht  werden 
loll ,  nicht  einen  weit  naturgemasseren  zwischen  dem  verworfenen  6.  und 
dem  T.Buche?  Beginnt  doch  in  der  Uebersetzung  des  Commandinus 
jenes  mit  den  Worten:  Mulli  eorum,  qui  astronomicum  locum  periractant, 
cum  proposiiiones  negligenier  inielUgant,  alia  quiilem  apponufit  tamquam  neces- 
mria:  alia  vero  ut  non  necessaria  praelermittunt ,  dieses  sodann  mit  der  Er- 
därung:  Locus,  qui  vocatur  dvakvofiivog,  hoc  esl  fr  solutus,  n  Hermodore 
'Tj,  ut  summaiim  dicnm  propria  quaedam  est  materia  post  cotnmunium  elenwi- 

Hiat.-llt.  Abihlg.  d.  ZeiUohT.  f.  Math.  n.  Phy«.,  XXI,  2.  ^ 
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lonim  conslitulionem ,  iis  parala,  qui  in  geometr 
nf  facultatem  inveniendi  prohlematn,  quae  ifisis 
lummiido  utilitnlis  gratia  inirenta  est,  und  bierii 
mns  der  Fnnn  wobl  erkennbar. 

Wir  können  demnach  der  Hypothese  di 
Werth  beilegen,  als  den  der  Neuheit,  da  i 
Untersuchungen  über  Pappns  nnd  säromtlic 
nnasetsung  in  Omndo  lag,  seine  Sammlungei 
vertheilt.  Wir  geben  gern  zu,  dass  in  eine 
in  einem  einheitlichen  Ganzen  Lücken  ents 
kommen  können.  Auch  bei  der  Sammlang 
Beidem  nicht  fehlen.  Aber  immerhin,  glanl 
Kind  mit  dem  Bade  aaeschStten ,  darf  man 
BesIXtignng,  vielmehr  der  Ueberliefemng  gei 
Dinge,  welcbe-seit  Jahihnnderten  einem  Verfai 
selben  plfitzlich  rauben  wollen.  Man  darf  vor 
Verfahren  jenes  Rcdaetenre  einschlagen,  tlbei 
Jonrnalisten  sich  beklagt,  er  habe  nur  die  Brillt 
tira  einer  subjectiven  Meinung  willen  nicht  gerac 

Wir  haben  soweit  allerdings  nur  fiber  d 
Programms  von  1875  uns  verbreitet.  Die  z^ 
griechischen  Texte  nnd  der  deutschen  Ueben 
dem  4.  Buche,  des  Abschnittes  von  der  Qua 
hier  stimmen  wir  mit  Herrn  Gerhardt  Ul 
Mathematiker  auf  der  ganzen  HShe  seiner  ^ 


Anleitung  in  Vermeiiongen  in  Feld  nnd  > 

BedUrfnies  von  Forst-  nnd  Landwirtbei 

Professor  an  der  königl.  bayr.  Centra 

fenbnrg.     Berlin  1876,  Verlag  von  \ 

XII.  320,  mit  179  in  den  Text  gedn 

Inhalt  und  Leserkreis,  das  sind  die  bei< 

diagonales  Ergebniss  ein  Lehrhach  den  beurti 

nnd  welche  niemals  ausser  Augen  gelassen  s 

sieb  mit  dem  an  die  Oeffenttichkeit  gelangte: 

darum    kein   unbilliges   Verlangen,   welches 

liegenden  Buches   stellt,    wenn    er    in  den  8 

dem  Wunsche:    „Möge    das   Buch   sich    nütz 

erwerben    in    dem  Kreise,   für   welchen   es  v 

die  mahnende  Bitte   hinzufügt:    „und   möge 

Beartheilnng  berücksichtigen,    zu   welchem   ! 

Wir  glauben  dieser  Bitte  am  Gerechtesten  z 
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falls  der  Vorrede  entnehmen,  welcher  Kreis  es  ist,  zu  dem  der  Verfasser 
zu  reden  wünscht:  „Als  Leser  sind  zunächst  Forst-  und  Landwirthe 
gedacht,  welche  Feld  Vermessungen  zu  ihren  Zwecken  bedürfen.  Aber 
auch  für  andere  Berufskreise,  namentlich  für  den  militärischen,  soll  das 
Buch  sich  branchbar  erweisen  und  noch  als  erstes  Lehrbuch  der  Vermes- 
sung für  den  künftigen  Ingenieur  dienen  können/' 

Legen  wir  uns  nun  die  Frage  vor,  welche  Anforderungen  wir  an 
ein  Werkchen  von  der  so  bestimmten  Natur  stellen  dürfen,  so  scheinen 
uns  dieselben  wesentlich  dreifacher  Natur  zu  sein.  Wir  wollen  nicht  zu 
wenig  geboten,  wir  wollen  auch  nicht  zu  viel,  wir  wollen  das  Gebotene 
fasslich  dargestellt.  In  allen  drei  Beziehungen  hat  uns  wenigstens  das 
vom  Verfasser  innegehaltene  Mass ,  wie  die  gewählte  Form  durchweg 
befriedigt.  Von  den  einfachsten  Aufgaben  an,  lösbar  mit  den  einfach- 
sten Vorrichtungen,  steigern  sich  bis  zum  Schlüsse  des  Buches  Forde- 
rungen und  Leistungen,  ohne  jemals  mehr  mathematischen  Apparat,  als 
die  niedrigsten  Theile  der  Ttigonometrie  und  der  Algebra  vorauszu- 
setzen, aber  auch  ohne  in  Ungründlichkeit  zu  verfallen.  Wo  Feinheiten 
des  Calculs  nicht  vorgetragen  werden  können,  ist  wenigstens  deren  Re- 
sultat nicht  verschwiegen,  und  der  Leser  darf  demselben,  soweit  wir 
das  Buch  zu  prüfen  im  Stande  waren ,  Vertrauen  schenken.  In  der  Form 
sagt  unserem  Geschmacke  ganz  besonders  zu,  dass  der  Verfasser  die 
irgend  nöthigen  geometrischen  oder  physikalischen  Vorkenntnisse  nicht' 
etwa,  wie  man  es  häufig  findet,  als  Gesammteinleitung  vorangestellt  hat, 
sondern  dass  sie  von  Fall  zu  Fall  erörtert  werden,  wo  sie  gerade  erst 
malig  zur  Anwendung  gelangen.  Was  das  Buch  dadurch  an  Symmetrie 
einbüsst,  gewinnt  es  reichlich  an  didaktischer  Brauchbarkeit.  In  ähn- 
licher Weise  behagen  uns  die  vielfach  eingestreuten,  in  aller  Ausführ- 
lichkeit behandelten  Zahlenbeispiele,  an  welchen  der  Schüler  sich  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  die  keineswegs  gleichgiltige  äussere  Anordnung 
solcher  Rechnungen  aneignen  kann.  Wir  glauben  demnach  dem  kleinen 
Lehrbuche  eine  günstige  Aufnahme  in  den  betreffenden  Kreisen  wünschen 
und,  soweit  unser  Urtheil  dringen  mag,  nach  Kräften  fördern  zu  dürfen. 

Cantob. 

Notiz. 

Durch  genaue  Information  haben  wir  die  Gewissheit  erlangt,  dass 
die  im  I.Hefte  dieses  Jahrganges  (bist. -lit.  Abtheilung  S.  14)  gerügte 
Ineorrectheit,  ,^morio  in  Armulh'^,  nicht  Herrn  Prof.  Favaro  zur  Last 
gelegt  werden  kann,  sondern  erst  bei  einem  nachträglichen  Zusatz,  wel- 
chen deif  Verfasser  zu  controliren  nicht  mehr  in  der  Lage  war,  sich  ein- 
geschlichen  hat.  p^_  g_  Günthbb. 
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Joum.  mathöm   XXXIX,  221,    [Verffl.  Bd. 

80.  Sur  lea  aMes  de  triangles  aembtablee.    Cbaelei 
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114.  Sur  les  comaaes  bitangeatee  ä  une  autre  coaiq 

N.  mm.  math.  XXSlII,  518. 
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XXXIII,  48.  -   Lannoy  ibid    480. 

ErelithaUnng. 

125,  Constmctioa  du  polygOne  de  17  cot6a,    Schroi 

466. 
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Mathematisoh-liiBtorisolie  Hiscellen. 

Von  Dr.  Sieokund  Günthbr  in  München. 


I.    Die  geometrifchen  Progressionen  bei  den  Arabern. 

Ueber  die  elementare  Reihenlehre  der  Araber  sind  wir  im  Ganzen 
wenig  unterrichtet.  Die  Snmme  der  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen 
mochten  sie  aus  des  Archimedes  Abhandlung  über  die  Spirale  kennen 
gelernt  haben;  dass  sie  auch  die  Cubensumme  zu  bilden  und  sogar  die 
bezüglichen  Aufgaben  mannigfach  zu  variiren  verstanden ,  wissen  wir  aus 
Wöpcke's  ausführlichen  Monographien ^  Aber  speciell  über  ihre  Kennt- 
niss  der  geometrischen  Reihen  sind  wir  wenig  aufgeklärt.  Dass  ihnen 
dies  Capitel  nicht  unbekannt  geblieben  sein  kann,  war  ja  von  Anfang 
an  zweifellos,  denn  sowohl  in  der  indischen  wie  in  der 'griechischen 
Mathematik,  aus  d^ren  Vereinigung  ja  die  arabische  Wissenschaft  her- 
vorging, hatte  dasselbe  einen  Platz  gefunden.  Bereits  in  den  kinemati- 
schen Paradoxen  der  Eleaten  *  spielte  die  geometrische  Progression  eine 
Rolle,  Archimedes  hat  sich  im  Arenarius  anf  dieselbe  berufen  und 
mehrere  interessante  Sätze ^  angegeben,  bei  Bhascara  Acharya  end- 
lich wird  dieselbe  als  etwas  längst  Bekanntes  mitbehandelt  ^.  Von  den 
Arabern  aber  kannte  man  bislang  anscheinend  keinen  directen  Beleg  für 
ihre  Beschäftigung  mit  diesem  Gegenstande,  und  da  uns  nun  ganz  neuer- 
lich von  philologischer  Seite  ein  solcher  geboten  wird,  so  erschien  es 
angezeigt,  das  mathematische  Publikum  auf  diese  interessante  Notiz  auf- 
merksam zu  machen;  ganz  abgesehen  davon,  dass  die  Zeitschrift,  wel- 
cher wir  das  Folgende  grossentheils  entnehmen,  in  unseren  Fachkreisen 
nur  sehr  wenig  gelesen  werden  dürfte,  empfahl  es  sich  auch,  die  für  den 
Mathematiker  wichtigen  Punkte  herauszuheben  und  in  ihrer  geschicht- 
lichen Bedeutung  zu  charakterisiren. 


*  Wir  verweisen  anlässlich  dieses  interessanten  Durchgangspunktes  mensch- 
licher Erkenntniss  auf  eine  ziemlich  unbekannte  (selbst  bei  Poggendorff  un- 
erwähnt gebliebene)  Specialschrift*  eines  verdienten  deutschen  Gelehrten. 

I2i.l.-liU  Abtbig.  d.  Zettaehr.  f.  Math,  xl  Phys.,  XXI,  S.  6 
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Als  einer  der  geistreichsten  arabischen  Mathematiker  muss  der  dem 
elften  Jahrhundert  unserer  Zeitrechnung  angehörige  Abu'1-Kihän-Mo- 
hammed-ben- Ahmed  AI  Blrüni  —  gewöhnlich  kurzweg  Albirani 
genannt  —  angesehen  werden.  Sein  bedeutendstes  Werk  ist  eine  ausführ- 
liche Beschreibung  einer  ausgedehnten  wissenschaftlichen  Reise,  welche 
er  zur  Zeit  der  grossen  mosleminischen  Invasion  in  Indien  machte;  dieses 
Reisewerk  beschäftigt  sich  zwar  der  Stellung  des  Autors  zufolge  vorzüg- 
lich mit  den  astronomischen  und  mathematischen  Kenntnissen  des  Nach- 
barvolkes, bewährt  aber  auch  sonst  allenthalben  eine  freisinnige  Rück- 
sichtnahme auf  alle  politischen  und  socialen  Verhältnisse  des  merkwür- 
digen Landes.  Fürst  Boncompagni  hat  in  einer  eingehenden  Analjse 
jenes  Reiseberichtes  die  dem  mathematischen  Historiker  besonders  wich- 
tigen Partien  desselben  verarbeitet^,  und  hiermit  müssen  wir  einstweilen 
zufrieden  sein ,  da  eine  von  den  orientalistischeiiv  Choragen  Frankreichs 
in  Aussicht  genommene  Gesammtausgabe,  welche  zum  grossen  Theile  an 
Franz  Wöpcke  übertragen  war,  durch  den  frühen  Tod  dieses  Letzte- 
ren in^s  Stocken  gerathen  ist^.  So  sind  wir  leider  im  Unklaren  darüber, 
ob  sich  Albiruni  zu  denjenigen  Betrachtungen,  über  welche  nunmehr 
Bericht  erstattet  werden  soll,  ebenfalls  auf  dieser  Indienfahrt  die  An- 
regung geholt  habe;  bedenkt  man  aber,  dass  diese  Betrachtungen  zu- 
nächst an  das  gewöhnliche  Schachbrett  anknüpfen,  und  dass  dies  ganz 
unzweifelhaft  eine  indische  Erfindung  ist*,  so  wird  man  unserer  Ver- 
muthung  wenigstens  einige  Wahrscheinlichkeit  nicht  absprechen  können, 
dass  wir  es  hier  mit  ursprünglich  indischen,  wenn  auch  der  Form  nach 
arabisch  umgemodelten  Geistesprodncten  zu  thun  haben. 

Es  hat  vor  Kurzem  S  ach  au''  darauf  hingewiesen,  dass  Albirani 
in  seinem  chronologischen  Werke  —  Aläihär  Albukiya  —  die  Zahl  zu 
berechnen  gelehrt  habe,  welche  in  dem  Erfindungsmythus  des  Schach- 
spiels die  Summe  der  auf  alle  64  Felder  vertheilten  Weizenkörner -aus- 
drücke. Allerdings  hätten  schon  Gildemeister®  und  Barbier  de 
Meynard^  diese  Zahl  angemerkt,  allein  diese  letztere  Angabe  sei  keines- 
wegs einwurfsfrei.  S  ach  au  liefert  demnach  zunächst  den  gereinigten 
Text  der  betreuenden  Stelle,  welche  die  gesuchte  Zahl  gleich 

setzt**.     Dass  diese  Zahl  in  der  That  die  richtige  ist,  leuchtet  ein,  denn 
man  hat  nach  der  Summenformel  der  geometrischen  Progressionen 


*  Des  Schachs,  wenn  auch  gerade  nicht  dieses  Problems,  thut  der  Bericht 
in  der  That  Erwähnung. 

**  Höchst  merkwürdig  ist  wohl  auch  der  von  Sachau  hervorgehobene  um- 
stand, dass  Albiruni,  ,,um  Fehler  im  Schreiben  zu  vermeiden'S  seine  Zahlen  ia 
dreifacher  Weise  schreibt,  nämlich  einmal  direct  im   indischen  PoBitionasysteia, 
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wie  behauptet.  Wie  aber  wurde,  da  den  Arabern  die  hier  angewandte 
Regel  nicht  geläufig  gewesen  zu  sein  scheint,  dieser  Werth  von  x  ge- 
funden ? 

Hierzu  dienen  zwei  Theorei^e ,  die  allgemein  so  zu  formuliren  wären : 

I.  Es  sei  y  die  Ordnungszahl  irgend  eines  Feldes;  dann  wird  be- 
hauptet, bei  der  bekannten  Belegung  kämen  auf  das  Feld  von  der  Ord- 

nungszahl  (2y  —  1)  gerade  y^  Körner,  wenn  y^^^^  die  Anzahl  der  auf 
das  Feld  y  gelegten  Körner  darstellt. 

Dem  ist  in  der  That  so,  denn  der  Regel  zufolge  enthält  das  y^^ 
Feld  y/»)==2y~*  Körüer,  also  das  (2^—1)^«  22»-2.  ^g  jg^  ^^^j. 

(!/)2 
229-2==(2»-l)2  =  y^. 

So  kommen  auf  das  fünfte  Feld  16  Körner,  auf  das  neunte  also  16^  =  256. 

II.  Die  Zahl  der  auf  einem  Felde  befindlichen  Kerner  ist 

denn  es  ist 

1  +  2  +  4  +  . . .  +  2y-2^  iyi'<^)  =  2!^-»  -1  +  1  =yi^»\ 

wie  aus  dem  ersten  Satze  hervorgeht. 

Mit  Zugrundelegung  beider  Lemmen  kann  dann  die  Zahl  x  offenbar 
so  ermittelt  werden:  Nach  Satz  I  enthält  nun  Feld  5  — 2*  =16,  Feld 
17-2i6=(16V,  Feld  33 - 28« ^16^  =  ((16 V)^  Körner,  und  da  ein  sup- 
ponirtes  65.  Feld  vom  33.  ebenso  weit  absteht,  wie  dieses  selbst  vom 
ersten,  so  wäre  _^         ^,  .   v, 

Nnnmehr  tritt  Satz  II  in  Kraft;  es  ist 

oder,  da  die  rechte  Seite  den  Werth  (a:  +  l)  hat, 

.r  =  (((16»)*)»)*-l. 

Dies  ist  der  oben  angegebene  Werth. 

Gelegentlich  thut  dann  Albiruni  noch  einiger  weiteren  Eigenschaf- 
ten der  geometrischen  Reihen  Erwähnung,    welche  uns  die  algebraische 


dann  im  Sezagesimalsyatem  und  schliesslich  mit  arabischen,  zur  2ahlbezeichnung 
dienenden  Buchfltaben.    So  ist  unser  obiges  x  gleich 

18'446,744'073,709'651,615 

=  30.30.27.9. 5. 3. 60. 40. 31. 0.15  =  16. 600  +  31. 60«  4- 40. 60»  + 50.60* +  3. 60» +  5. 60* 

+  9.60^  + 27.608  + 30.60»  + 30. 60*<> 

Die  mittlere  Schreibart  eriimert  offenbar  lebhaft  an  das  babylonische  Verfahren« 

L 
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Zeichensprache  in  ein  einziges  Theorem  zusammenzuziehen  geatattet 
Dasselbe  lautet: 

Ist  in  der  geometrischen  Progression 

«,  aU  «A  •••  «/^ 
m   eine  gerade   Zahl,    so  ist   das  Product  aas  Anfangs-   und   Endglied 
gleich  dem  Quadrate  des  Mittelgliedes,  im  entgegengesetzten  Falle  gleich 
dem  Producte  der  beiden  Mittelglieder. 

Dem   entsprechen   für  m  =  2n,   resp.   m  =  2n — 1    die  beiden  Rela- 
tionen 

Recapituliren  wir  diese  Mittheilungen  Sachau's,  so  drängt  sich  uns  die 
Gewissheit  auf,  dass  den  Arabern  zu  Albiruni^s  Zeit  die  einfache 
Summenformel,  wie  sie  in  der  Lilavati  vorgetragen  wird,  noch  nicht 
bekannt  oder  doch  wenigstens  in  Fleisch  und  Blut  übergegangen  gewesen 
sein  kann.  Im  Gegentheil,  hier  nehmen  wir  eine  offenkundige  Einwir- 
kung griechischer  Ueberlieferungen  wahr,  wie  sie  uns  in  gleicher  St&rke 
bei  den  Arabern  nur  selten  entgegentritt.  Man  vergleiche,  um  die  Rich- 
tigkeit dieser  Bemerkungen  zu  übersehen,  mit  Albiruni^s  Kunstgriffen 
das  generelle  Theorem,  welches  Nesselmann  ^^  aus  dem  Detail  der 
archimedischen  Sandrechnung  gezogen  und  folgendermassen  formulirt  hat: 
„Wenn  mehrere  Zahlen  von  der  Einheit  an  in  geometrischer  Pregression 
stehen,  so  wird  jedes  Product  von  irgend  zwei  Gliedern  dieser  Progres- 
sion derselben  Progression  angehören,  indem  es  so  weit  von  dem  gros- 
seren Factor  entfernt  ist,  als  der  kleinere  Factor  von  der  Einheit;  und 
der  Abstand  des  Productes  von  der  Einheit  wird  um  1  kleiner  sein,  als 
die  ^umme  der  Abstände  der  beiden  Factoren  von  der  Einheit."  Dass 
diesem  Satze  die  Vorschriften  des  Albiruni  sich  ohne  Weiteres  als  ein- 
fache  Corollare  einfügen,  erhellt  unverzüglich,  und  wir  sehen  uns  so 
vor  einer  geschichtlichen  Thatsache ,  welcher  eine  weit  über  die  sachliche 
Vorlage  hinausgehende  Tragweite  zukommt. 

1)  Wo p che,  Passßgea  relatifs  ä  des  sommations  cU  cubes  extraits  de  mtmu- 
scrits  aräbes  irUdits,  Zwei  Abhandl.    Rome  1863,  1S64. 

2)  Gerliug,  Ueber  Zeno  des  Eleaten  Paradoxen  über  die  Bewegung,  Mar- 
burg 1846. 

3)  Nesselmann,  Die  Algebra  der  Griechen,  Berlin  1842,  S.  122 flgg. 
4)IIankel,   Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Alter thum  und  Mittelalter, 

Leipzig  1874;  S.  192. 

5)  Boncompagni,  Intomo  älVopera  d' Albiruni  sull'India,  Bvüettino  Domo 
II;  S.  153  ^gg, 

6)  Ibid,  S.  202. 

7)  Sachau,  Algebraisches  über  das  Schach  bei  Biruni,  Zeitschr.  d.  morgen- 
l&nd.  Geseli&chaft  29.  Band,  S.  148  flgg. 

8)  Oildemeister,  Scriptorum  Arabum  de  rebus  indicis  loci  et  opusaUa,  Botmae 
1838;  S.  142. 
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9)  Barbier  de  Meynard,  Magoudi,  les  prairies  d'or,  Paris  1861,  Tome  I, 

S.  160. 
10)  NeBselmann,  S.  124. 

n.   Die  magischen  Quadrate  bei  Gaues. 

In  einem  kürzlich  der  Oeffentlichkeit  übergebenen  Werke  ^  haben  wir 
die  Entwickelnngsgcfichichte  der  sogenannten  Zanberqaadrate  zu  schildern 
versucht.  Da  aber  eine  ganz  vollständige  Durcharbeitung  des  massenhaft 
vorhandenen  Materials  von  Anfang  an  ein  Ding  der  Unmöglichkeit  schien, 
so  empfahl  sich  für  das  betreffende  Capitel  der  bescheidenere  Titel: 
„Historische  Studien  über  die  magischen  Quadrate";  -wirklich  hat  sich 
uns  seitdem  bereits  eine  und  die  andere  Lücke  fühlbar  gemacht.  Vor 
Allem  aber  scheint  ein  gewisses  uns  entgangenes  Factum  wichtig  genug, 
in  gesonderter  Darstellung  hier  eine  nachträgliche  Stelle  zu  finden*. 

Unter'm  12.  März  1842  sendet  Schumacher  an  Gauss  nach- 
stehendes  von   seinem  Assistenten  C lausen    ausgearbeitetes  Diagramm: 

A4  Bl  C2  DZ 

Cl  D4  Ad  B2 

•      Z>2  C3  B4  AI 

BS  a2  Dl  C4 

und  bemei'kt^  dazu:  ,,Es  ist  eine  Art  magisches  Quadrat.  Man  schreibt 
auf  n  Zettel  A  und  bei  A  die  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  /2,  ebenso 
auf  n  Zettel  B  und  die  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  n  und  so  fort,  bis 
man  n  Buchstaben  hat.  Aus  diesen  nn  Zetteln  soll  ein  Quadrat  gelegt 
werden,  mit  der  Bedingung,  dass  sowohl  in  jeder  horizontalen,  als  ver- 
ticalen  Reibe  alle  Buchstaben  und  alle  Zahlen  vorkommen.  Für  n  =  2 
ist  dies  unmöglich,  für  ^==3  leicht,  und  ich  glaubte  früher  von  Ihnen 
verstanden  zu  haben,  dass  es  auch  für  n  =  4  unmöglich  sei,  muss  mich 
aber  geirrt  haben,  daClausen  mir  beifolgende  Auflösung  brachte.  Darf 
ich  fragen,  wenn  sonst  die  Untersuchung  Ihnen  keine  Mühe  macht,  für 
welche  Werthe  von  n  (das  nur  eine  ganze  Zahl  sein  kann)  es  unmög- 
lich ist?"** 

Mit  dem  gewöhnlich,  ihn  charakterisirenden  Scharfblick  erkennt 
Gauss  sofort^,  dass  Clausen  seine  Bedingungen  zu  enge  gestellt  habe. 
Nicht  blos  die  Colonnen  und  Zeilen,  sondern  auch  die  Diagonalen  müss- 


*  Wir  verdanken  die  Einweisung  auf  jene  Thatsache  einer  brieflichen  Mit- 
theilung  von  Herrn  Prof.  Stern  in  Göttingen. 

**  Da  von  ungeradzelligen  Quadraten  dieser  Art  später  in  der  Correspondenz 
nicht  mehr  die  Rede  ist,  so  stellen  wir  das  Thatsächliche  darüber  noch  kurz  mit 
folgenden  Worten  fest.  Sobald  man  von  der  Forderung  absieht,  dass  auch  die 
Diagonalen  in  Betracht  gezogen  werden,  so  kann  man  jedes  gerad-  oder  ungerad- 
zellige  magische  Quadrat  mit  Doppelelementen  so  herstellen,  dass  man  die  Buch- 
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ten  mit  hereingezogen  werden;  dann  sei  allerdings  Clansen's  Figar 
nicht  mehr  richtig,  allein  sie  Hesse  sich  leicht  verbessern.  Habe  man 
aber  einmal  Ein  solches  Diagramm,  so  seien  aus  diesem  Urschema  ohne 
Weiteres  575  andere  ableitbar,  und  zudem  liefere  ein  willkürliches  Er- 
setzen der  Buchstaben  A^  B^  C,  D  durch  0.4,  1.4,  2.4,  ZA  ein  magi- 
sches Quadrat  im  vulgären  Sinne.  So  bekommt  man  nach  Gauss  fu 
^=t=0,  ^  =  4,  C=8,  />=12  das  folgende  Duplicat: 

A\  Bi  C2  Z>3  4  5  10  15 

C3  D2  AI  ßi  11  14  1  8 

Dl  C4  BS  A2  13  12  7  2 

B2  A^  DA  Cl  6  3  16  9. 

Gauss  erinnert  auch  noch  an  Mollweide^s  Behandlung  des  Gegen- 
standes, bricht  dann  aber  ab^:  „Mir  fehlt  es  an  Zeit,  darüber  jetzt  Nach- 
forschungen zu  machen."  Man  sieht  aus  den  wonigen  hier  mitgetheilten 
Worten,  wie  richtig  und  umfassend  Gauss  sofort  einen  ihm  sonst  fem- 
liegenden Gegenstand  erfasst  hat.  Nur  Eines  nimmt  uns  etwas  Wunder, 
dass  nämlich  der  strenge  Mathematiker  seinem  Freunde  Schumacher  ein 
Versehen  nachsieht,  was  sonst  durchaus  seine  Art  nicht  ist  Wenn  Jener 
nämlich  (s.  o.)  meint,  für  n  =  3  sei  die  Construction  des  Quadrates  leicht, 
so  hat  er  doch  offenbar  den  beschränkten  Begriff  Clausen's  im  Aage, 
während  in  dem  streng  richtigen  Gauss' sehen  Sinne  ein  neunzelliges  Qua- 
drat mit  Doppelelementen  einfach  unmöglich  ist.  Es  erscheint  uns  über- 
haupt, soweit  eine  nur  oberflächliche  Untersuchung  der  Frage  uns  zu 
einem  Urtheil  berechtigt,  noch  keineswegs  gewiss,  ob  solche  (Gauss' sehe) 
Quadrate  allgemeinster  Natur  von  (2  m -}- 1)^  Zellen  überhaupt  beigestellt 
werden  können.  • 

Verweilen  wir  noch  einen  Augenblick  bei  der  sachlichen  Seite  des 
Gegenstandes,  so  stellt  sich  uns  klar  heraus ,  dass  Gauss  zur  Bildung 
der  magischen  Quadrate  eines  Kunstgriffes  sich  bedient,  welcher  an  sich 
nicht  gerade  neu  ist,  vielmehr  schon  von  De  laHire^  Sanveur^  und 
besonders  von  Euler  angewandt  war.  Allein  die  Ersteren  legten  blos  ^uf 
den  Zweck  einen  Werth,  das  schematische  Quadrat  mit  Doppelelemen- 
ten, welches  für  Gauss  im  Vordergrunde  steht,  diente  ihnen  lediglich 
als  Mittel,  und  da  das  von  ihnen  angestrebte  Ziel  i^uch  erreicht  werden 


staben  sowohl  als  die  Zahlen  in  Form  einer  doppelt- orthosymmetriBchen  Deter- 
minante' von  entgegengesetztem  Sinne  anschreibt,  z.  B. 

^1    52    03    2)4    Eb    F6 

Ei 
2)2 
03 
J54 
^5 


F2 

A3 

-B4 

0  6 

2)6 

E3 

Fl 

Ab 

JB6 

Ol 

B4. 

Eb 

F^ 

AI 

B2 

Cb 

2)6 

El 

F2 

AS 

£6 

Ol 

2)2 

ES 

F4t 

AI 

B2 

03 

2)4 

Eb 

Bb 

Ol 

2)2 

^3 

A4 

04 

2)5 

^1 

A2 

B3 

2)3 

E4. 

Ab 

Bl 

02 

E2 

A'6 

J34 

06 

2)1. 
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konnte,  wenn  in  den  Diagonalen  das  nämliche  Element  mehrmals  auf- 
trat,  so  kümmerten  sie  sich  nicht  um  jene  verschärfte  Forderung.  In 
gewissem  Sinne  war  auch  bei  Euler  von  dieser  letzteren  keine  Rede, 
doch  werden  wir  zu  den  Leistungen  dieses  Mannes  uns  erst  durch  wei- 
tere Verfolgung  des  Gauss  -  Schumacher'schen  Briefwechsels  hin- 
führen lassen. 

Zunächst  antwortet  Schumacher  auf  die  ihm  von  Gauss  ertheilte 
Belehrung  mit  folgenden  Worten®:  „Vielen  Dank  für  Ihre  Belehrungen 
über  die  Quadrate  mit  doppelten  Elementen.  Eine  Frau  v.  Rosenkranz 
in  Kopenhagen  beschäftigte  sich  damit,  und  ich  meine,  dass  Sie  1826 
bei  meiner  Durchreise  durch  Göttingen  mir  Fälle  genannt  hätten,  bei 
denen  das  Problem  unmöglich  sei ,  namentlich  meinte  ich  dies  für  n  =  4, 
aber  ich  kann  mich  sehr  gut  irren.  Ist  n  =  2  denn  der  einzige  unmög- 
liche Fall?*^  Hierauf  scheint  Gauss  nicht  weiter  eingegangen  zu  sein: 
auch  später,  als  sein  Correspondeut  wieder  auf  die  Sache  zurückkommt, 
sieht  man  sich  vergeblich  nach  einer  Erwiederung  um. 

Wir  spielen  hier  auf  einen  Passus  in  Schumacher's  Brief  vom 
10.  August  1842  an,  welcher  so  lautet^:  „Olausen.ist  noch  hier  und 
wird  erst  in  14  Tagen  reisen.  Er  hat  unterdessen  über  die  magischen 
Quadrate  mit  doppelten  Charakteren  gearbeitet,  deren  Sie  sich  wohl  aus 
unserer  Correspondenz  vor  etwa  einem  halben  Jahre  erinnern  (z.  B.  aus 
9  kleinen,  mit  al^  a2,  a3,  61,  62,  63,  cl,  c2,  c3  bezeichneten  Qua- 
draten ein  Quadrat  zusammenzusetzen,  in  dem  jede  Horizontal-  oder 
Verticalreihe  alle  Buchstaben  und  alle  Zahlen,  aber  keinen  Charakter 
mehr  wie  einmal  enthält),  und  kann  beweisen,  dass  dies  für  6  (6  Buch- 
staben und^  6  Zahlen)  unmöglich  ist,  ebenso  wie  für  2.  Er  bringt  für  6 
alle  möglichen  Fälle  auf  17  Grundformen,  deren  Discussion  die  Unmög- 
lichkeit ergiebt.  Sie  haben  mir  früher  auch  eine  Zahl  genannt,  bei  der 
es  nicht  möglich  war;  dies  wird  auch  6,  und  nicht  4,  wie  ich  irrthümlich 
glaubte,  gewesen  sein.  Ich  meine,  es  war  1817,  bei  meiner  Durchreise 
nach  München.  Clausen  vermuthet,  dass  es  für  jede  Zahl  von  der  Form 
4fi-|-2  unmöglich  sei,  kann  es  aber  noch  nicht  beweisen,  und  glaubt  auch 
nicht,  dass  ihm  überhaupt  der  Beweis  gelingen  wird,  da  nach  seiner  Mei- 
nung die  Auflösung  dieser  Aufgabe  mit  der  Theorie  der  Combinationen 
und  deren  Anwendung  auf  die  analytische  Auflösung  der  algebraischen 
Gleichungen  sehr  nahe  zusammenhängt.  Der  Beweis  der  vermutheten 
Unmöglichkeit  für  10,  so  geführt  wie  er  ihn  für  6  geführt  hat,  würde, 
wie  er  sagt,  vielleicht  für  menschliche  Kräfte  unausführbar  sein.^^ 

Als  Clausen  sich  in  diesem  Sinne  seinem  Chef  gegenüber  äusserte, 
hatte  er  offenbar  von  der  oben  angezogenen  Abhandlung  Leonhard 
Euler's^^  keine  Kenntniss.  Denn  der  Zweck  jener  Arbeit  war  der 
Formulirung  des  Autors  zufolge  dieser:  ^,Cette  quesUon  rouloit  sur  une 
assemblee  de   36  Of/ieiers  de  six  differens  grades ,   quil  s'agissoii  de  ranger 
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dans  tut  quarre,  de  manidre  qtie  sur  chaque  ligne  tont  horizontale  que  werti- 
cale  il  $e  irouve  six  officiers  iani  de  diffSrens  caracteres  que  de  Regimens 
differens,^*'  Vergleicht  man  mit  dieser  Forderung  diejenige  Clansen^s, 
so  drängt  sich  uns  sofort  eine  höchst  eigenthttmliche  Wahmehmnng  auf, 
diejenige  nämlich,  dass  beide  Geometer  eine  Bedingung  stillschweigend 
unterdrückt  haben.  Wenn  nicht  auch  verlangt  wird,*  dass  in  beiden 
Diagonalreihen  durchweg  auch  verschiedene  Charaktere  angetroffen  wer- 
den sollen,  dann  ist  ja  die  Aufgabe  ganz  unmittelbar  vermittelst  des 
Arrangements  lösbar,  welches  wir  in  der  Bandnote  angegeben  haben; 
man  sieht,  wie  Recht  Gauss  hatte,  die  Aufstellung  Claus en 's  als  eine 
zu  enge  zu  bezeichnen.  Nimmt  man  aber  an,  dass  C lausen,  wie  vor 
ihm  Euler,  das  Hereinziehen  der  Diagonalen  für  etwas  Selbstverstfind- 
liebes  hielt,  dann  dürfte  allerdings  die  Bemerkung  des  Letzteren,  das 
Problem  scheine  ihm  —  ohne  dass  ec  recht  wisse,  warum  —  keine  Lo- 
sung zuzulassen,  sehr  berechtigt  sein,  und  es  wäre  sehr  zu  wünschen, 
dass  Clausen's  anscheinend  erschöpfender  Beweis  der  Oeffentlichkeit 
übergeben  würde.  Vermuthlich  hat  derselbe  auch  darin  das  Richtige 
getroffen,  dass  er  einen  nahen  Zusammenhang  zwischen  seiner  Aufgabe 
und  der  allgemeinen  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  zu  diagnosti- 
ciren  vermeint;  denn  die  Betrachtungen,  welche  Euler  an  seinen  ge- 
legentlichen Einfall  anknüpft  und  über  welche  uns  in  unserer  Mono- 
graphie^^ aus  Gründen  der  Raumersparniss  nur  sehr  summarisch  zu 
referiren  möglich  war,  scheinen  mit  dem  Thema  der  sogenannten  Sub- 
stitutionenlehre in  directer  Beziehung  zu  stehen. 

1)  Günther,  Vermischte  Untersuchungen  über  die  Geschichte  der  mathemati- 
schen Wissenschaften,  Leipzig  1876;  S.  188flgg. 

2)  Briefwechsel  zwischen  C.  F.  Gauss  und  H.  C.  Schumacher,   herausgegeben 
von  C.  F.  A.  Peters,  4.  Band,  Altena  1862;  S.  61. 

3}  Günther,  Lehrbuch  der  Determinantentheorie,  Erlangen  1875;  S.  93. 
4)  Briefwechsel ,  S.  63. 
6)  Ibid.  S.  64. 

6)  Günther,  Verm.  Unters.;  S.  241  flgg. 

7)  Ibid.  S.  243  flgg. 

8)  Briefwechsel,  S.  65. 
9>  Ibid.  S.  80  ^gg, 

10)  Euler,  Becherches  sur  ime  nou/veile  esp^e  de  quarrSs  magiques,  Verhand^ 
lingen  door  het  Genootschap  de  Vlissingen,  Negende  Deel,  S.  85  flgg. 

11)  Günther,  Verm.  Unters.,  S.  258 flgg. 


Recensionen. 


GeBohiohte  der  mathematisohen  WiBsensohaften,  von  Dr.  Heinrich  Sdter. 
1.  Theil:  Von  den  ältesten  Zeiten  bis  Ende  des  XVI.  Jahrhun- 
derts; 2,  Theil:  Vom  Anfange  des  XVII.  bis  Ende  des  XVIII. 
Jahrhunderts.  Zürich  1873,  1875.  Mit  4  lithograpbirten  Tafeln. 
VI,  169  S.;  VI,  380  S. 

Der  1.  Band  vorliegenden  Werkes  ißt  bereits  vor  drei  ^Jahren  er- 
schienen nnd  ist  in  literarischen  Blättern  mehrfach  besprochen  worden, 
80  von  Hanke  1  im  5.  Bande  des  Bulletlino  Boncompagni  (S.  297  flgg.), 
von  Curtze  im  Jahrbuch  für  die  Fortschritte  der  Mathematik  für  1872 
(S.  24  flggO)  ^0^  Stern  im  73  er  Jahrgange  der  Göttinger  Anzeigen 
(S.  1976  flgg.)*  -^^1^  diese.  Beurtheilungen  sachkundiger  Männer  stimmen 
in  dem  TJrtheile  tiberein,  dass  dieser  erste  Theil  völlig  verfehlt  sei  und 
in  keiner  Weise  den  an  eine  „Geschichte  der  Mathematik**  zu  stellenden 
Anforderungen  entspreche;  wir  selbst  würden  dieses  ersten  Abschnittes 
bei  unserer  Besprechung  gar  nicht  gedacht  haben,  wenn  nicht  eine  lächer 
lieh  lobhudelnde  Recension  des  Werkes  in  den  „Blättern  für  literarische 
Unterhaltung"  uns  gewissermassen  dazu  nöthigte,  die  obenerwähnten 
Urtheile  als  durchaus  berechtigt  anzuerkennen.  Als  der  Verfasser  an  die 
Abfassung  seines  Werkes  ging,  hatte  er  offenbar  von  den  immensen 
Schwierigkeiten  einer  solchen  Leistung  noch  keine  Ahnung;  wir  geben 
zu,  dass  er  ein  ganz  kundiger  Mathematiker  schon  damals  war,  aber 
jedenfalls  fehlten  ihm  noch  alle  Vorbedingungen,  um  die  ältere  Wissen- 
schaft in  ihrer  Eigenart  richtig  zu  verstehen,  sonst  hätte  ihm  z.  B.  nicht 
die  komische  Verwechselung  der  Sectio  aurea  mit  der  harmonischen  Thei- 
lung  (S.  153)  passiren  können.  Wir  zweifeln  keinen  Augenblick,  dass 
Herr  Snter  allgemach  selbst  zu  der  von  uns  hier  ausgesprochenen  Ueber- 
zeugung  durchgedrungen  ist  und  dass  ihm  als  wahrheitsliebendem  Manne 
jenes  incompetente  Urtheil  einer  belletristischen  Zeitschrift  unangenehm 
war,  wie  er  sich  denn  auch  durch  dasselbe  glücklicherweise  nicht  abhal- 
ten Hess,  mit  Ernst  an  die  Besserung  seines  Buches  zu  gehen. 

Denn  das  dürfen  wir  unverhohlen  gleich  am  Beginn  unserer  eigent- 
lichen Besprechung  constatiren:  Der  2.  Theil  des  Sut er* sehen  Geschichts- 
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Werkes  ist  eine  ganz  nnvergleichlich  bessere  Leistnng  als  jener  erste,  mit 
dem  Schleier  der  Vergessenheit  zn  verhüllende.  Dort  nämlich  war  von 
wirklichen  Qaellenstadien  noch  nicht  das  Geringste  zu  verspüren,  hier  hat 
der  Verfasser  offenbar  schon  einen  recht  respectablen  Anfang  mit  solchen 
gemacht.  Wenn  die  Geschichte  der  Wissenschaft  ihren  alleinigen  Zweck 
darin  hätte,  von  den  Schöpfnngen  einzelner  hervorragender  Männer  um- 
fassende Kunde  zu  geben,  dann  dürfte  Suter^s  Zweck  als  völlig  erreicht 
angesehen  werden;  denn  die  "V^erke  von  Cartesius,  Newton,  Leib- 
nitz,  Jacob  und  Johann  Bernoulli,  Euler,  Fagnano  und  La- 
grange sind  von  ihm  offenbar  eingehend  studirt  worden,  und  die  zum 
Theil  umfänglichen  Excerpte,  welche  daraus  mitgetheilt  werden,  behaup- 
ten ihren  natürlichen  Werth.  Freilich  wird  sich  auf  der  andern  Seite 
nicht  leugnen  lassen,  dass  über  dem  Bestreben,  die  wichtigsten  und  ein- 
schneidendsten Reformen  recht  vollkommen  vorzufahren,  gar  mancher 
andere,  für  die  Gesammtentwickelung  der  Mathematik  wahrlich  nicht 
belanglose  Gegenstand  zu  kurz  gekommen  ist,  um  so  mehr,  als  der  Ver- 
fasser dasvfleissige  Quellenstudium,  welches  er  den  Elaboraten  der  Ko- 
ryphäen gewidmet,  auf  die  Arbeiten  untergeordneter  oder  doch  von  ihm 
für  subalterner  erachteter  Persönlichkeiten  auszudehnen  nicht  für  gut 
fand  und  so  theilweise  nicht  umhin  konnte,  die  irrigen  Anschauungen 
älterer  Historiker  zu  reproduciren.  —  Wir  werden  nunmehr  den  Inhalt 
des  2.  Bandes  in  kurzem  Umriss  skizziren  und  die  hier  kurz  charak- 
terisirten  Bemerkungen ,  wie  sie  sich  pro  und  contra  bei  der  Lecture  des 
Buches  uns  aufdrängten,  näher  zu  begründen  suchen. 

Der  Verfasser  beginnt  mit  der  Darstellung  der  Eründungsgeschichte 
der   Decimalbrüche   und   Logarithmen,    bespricht  Stevin,  Napier  und 
Briggs,  und  geht  dann  zur  Geometrie  über,  wo  er  den  methodus  iWtri- 
sihilium  Gavallieri^s,  die  Schwerpunktsregeln  Guldin's  und  die  kine- 
matische Tangentenmethode  RobervaTs  berührt.     Es  folgen  Fermat, 
Desargues   und  Pascal,  Mydorge  und  Gregor  a.  8.  Vincentio, 
so   dass   man   denn   in  freilich  sehr  raschen  Sprüngen  von  der  Schwelle 
des  XVI.  Jahrhunderts  bis  in  dessen  späte  Mitte  sich  geführt  sieht.    Der 
2.  Abschnitt  geht,   wie  schon  bemerkt,  auf  die  Erfindung  der  Coordina- 
tengeometrie    durch   Descartes   recht   ausführlich   ein;    die   Charakter* 
Zeichnung  dieses  merkwürdigen  Mannes  und  seiner  originellen,  oft  irrigen 
Anschauungen  ist  recht  treffend.     Sowohl  bei  seiner  Einleitung,  als  aucli 
besonders  hier  hat  sich  Herr  Suter-jnit  offenbarer  Vorliebe  angeschlos- 
sen an  Chasles^  berühmten  „Jpercu  historique'\  und  so  kommt  es  denn 
auch,  dass  die  von  Letzterem  als  Nachfolger  des  Cartesius  in  den  Vor- 
dergrund gestellten  französischen  und  holländischen  Geoo&eter  in  seiner 
Darstellung  die  Italiener  etwas  zurückdrängen.     Der  3.  Abschnitt  ist  der 
angewandten  Mathematik  gewidmet;  Tycho,  Kepler,  auf  dessen  Af^^ 
rium  cosmographicum'^    doch    ein    relativ  zu   grosses   Gewicht   gelegt  ist, 
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Galilei,  Stevin,  der  Marehese  del  Monte,  Mersenne,  Hnyghens 
und  zum  Schlnss  Sn  eil  ins  als  Vertreter  der  wissenschaftlichen  Optik 
finden  hier  ihre  Stelle.  Mit  dem  4.  Abschnitte  beginnt  die  Erfindnngs- 
geschichte  der  Infinitesimalrechnung  —  ohne  Frage  der  beste  Theil  des 
ganzen  Buches,  weil  hier,  wie  wir  schon  oben  andeuteten,  am  meisten 
Quellen-  und  Sachkenntniss  zu  Tage  tritt.  Nachdem  Barrow  und 
Wallis  kurz  besprochen  sind,  wendet  sich  der  Verfasser  zu  Isaak 
Newton  seibat.  Für  den  grossen  Briten  besitzt  der  Verfasser  eine  ent- 
schiedene Vorliebe  und  so  widmet  er  ihm  nicht  weniger  als  28  Seiten 
(über  6  Procent  des  ganzen  Werkes).  Bei  der  hohen,  in  Deutschland 
stellenweise  nicht  ganz  gewürdigten  Bedeutung  Newton^s  kann  man 
sich  mit  diesem  Beginnen  des  Verfassers  recht  wohl  einverstanden  erklä- 
ren, um  so  mehr,  da  einige  recht  charakteristische  Stellen  aus  seinen 
Werken  in  directer  Uebertragung  jiem  Leser  vor  Augen  gestellt  werden ; 
der  Fluxionencalcul  hat  hier  eine  übersichtlichere  Darstellung  gefunden, 
als  in  irgend  einer  andern  uns  sonst  bekannt  gewordenen  Arbeit.  Ziem- 
lich das  gleiche  Urtheil  dürfen  wir  wohl  auch  über  die  von  Leibnitz 
selbst  handelnden  Seiten  aussprechen;  den  Verdiensten  der  beiden  Neben- 
buhler an  sich  ist  sonach  Gerechtigkeit  widerfahren.  Was  dagegen  die 
ebenfalls  sehr  weitläufige  Schilderung  des  berüchtigten  Prioritätsstreites 
anlaugt,  so  können  wir  derselben  gleiches  Lob  nicht  widerfahren  lassen. 
Eine  solche  Schilderung  müsste  nämlich  entweder  direct  aus  den  Quellen 
chöpfen  und  den  gelegentlichen  AeusseruDgen  eines  Oldenburg,  Keill, 
Nieuwentijt,  Fatio  etc.  sorgsamst  nachspüren  —  dass  dabei  viel 
Neues  herauskommen  würde,  können  wir  angesichts  der  sofort  zu  be- 
sprechenden neueren  Untersuchungen  kaum  glauben  — ,  oder  sie  müsste 
ein  concises  Resum^  über  den  Gesammtstand  der  diese  Fragen  behan- 
delnden modernen  Literatur  geben.  Das  hat  nun  Herr  Suter  auch  im 
Sinne  gehabt,  allein  es  entgingen  ihm  gerade  die  wichtigsten  Abhand- 
lungen, so  Cantor's  Aufsatz  in  SybeTs  Hist.  Zeitschrift  und  GieseTs 
inhaltsreiches  Schulprogramm  (von  Delitzsch).  Er  scheint  nur  Gerhardt, 
Weissenborn  und  Sloman  zu  kennen,  nicht  aber  zu  wissen,  mit  wie 
einstimmigem  Misstrauen  die  deutsche  Kritik  sämmtlichen  Publikationen 
dieses  Letzteren  entgegengetreten  ist. 

Das  5.  Capitel  behandelt  zuerst  die  Leistungen  derjenigen  englischen 
Mathematiker,  welche  in  des  Meisters  Fusstapfen  traten ,  um  dann  rasch 
zu  den  Brüdern  Bernoulli  zu  gelangen.  Den  berühmten  Schweizern 
wendet  sich  eine  erklärliche  nationale  Vorliebe  des  Autors  zu^  die  sich 
in  einer  sorgsamen  Charakterisirung  der  wichtigen,  durch  sie  eingeleite* 
ten  Neuerungen  manifestirt.  Man  darf  sagen,  dass  der  ganze  Abschnitt 
ihretwegen  da  ist,  denn  diejenigen  Gelehrten ,  welche  dabei  gelegentlich 
Erwähnung  finden  mussten,  wie  Cotes,  de  Moivre,  de  THdpital, 
bilden    doch  mehr  die  Staffage  des  Gesammtbildes.      Indess  soll  diese 
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BemerkuDg  darchans  nicht  als  Vorwurf  gelten.  Der  6.  Abschnitt  handelt 
von  der  Mechanik;  dass  sich  der  Verfasser,  wie  ans  seinen  eigenen  An- 
deutungen hervorgeht,  hierbei  mehrfach  an  Dühring  gehalten  hat, 
gereicht  dem  Werke  entschieden  nicht  zum  Nachtheil.  Gefreut  hat  uns 
die  Erwähnung  und  Würdigung  des  geistreichen  Borelli*.  Der  optische 
Anhang  dieses  Theiles  musste  denn  doch  so  kurz  ausfallen,  dass  seine 
Berechtigung  Überhaupt  zweifelhaft  erscheint. 

Mit   der  7.  Abtheilung  tritt   der  Verfasser  in  die  eigentliche  Glanz- 
periode   der    mathematischen   Renaissance  •  Zeit    und    damit  anch    in   die 
gelungenste  Partie  seines  Werkes   ein.     Die  Differenz-  und  recurrenten 
Reihen,    die   elementare  Functionslehre  überhaupt   werden  klar  in   ihrer 
allmäligen  Entwickelung  dargelegt,  die  Darstellung  des  Euler-d^Alem- 
bert' sehen  Zwistes    betreffs  der  Logarithmen  negativer  Grössen  ist  sehr 
vollständig  gegeben.     Das  Gleiche  gilt  von  der  Geschichte  der  endlichen 
Differenzenrechnung,  der  Principien  der  Infinitesimalrechnung,  von  deo 
Theoremen  Fagnano^s,  von  der  Vorgeschichte  der  elliptischen  Functio- 
nen**  (incl.   die  L an  deutsche  Transformation)  und   von   den  Gamma- 
Grössen.     Auch  die  Fortschritte  in  der  Lehre  von  den  Differentialgleich- 
ungen stellen  sich  uns  recht  übersichtlich  dar;  bei  den  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen  wird    auch   ihrer  physikalischen  Anwendung  und  der 
durch  sie  in  die  Analysis  eingegangenen  discontinuirlichen  Curven  gedacht 
Fügen   wir   noch  bei,    dass   auch   die  Anfangsgeschichte  der  Variations- 
rechnung mit  Beziehung  auf  die  Monographien   von  Gräfe  und  Tod- 
hunter  eine  ausführliche  und  allenthalben  durch  Beispiele  gestützte  Dar- 
stellung erfahren  hat,  so  können  wir  unser  Referat  über  dieses  (räumlich 
weitaus  prädominirende)  Capitel  mit  einem  sehr  günstigen  Gesammturtheil 
abschliessen.  —  Gegen    diesen  Paragraphen   bleibt   freilich   der  von  der 
Geometrie   des  XVIII.  Jahrhunderts  handelnde  Nachfolger  gar  sehr  im 
Rückstande.     Die  Lehre  von  den  algebraischen  Gleichungen  ist  im  All- 
gemeinen  entsprechend   dargestellt,    während   die   Zahlentheorie  lücken- 
hafter und  auch,   wie  nachher  zu  zeigen,   nicht  fehlerlos  gearbeitet  ist 
Recht  nett  und  mit  Quellenkenntuiss  ist  dagegen  der  historische  Abriss 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  durchgeführt,   und   da   auch   der  kurse 
Schlussabschnitt  über  theoretische  Mechanik  nichts  Wesentliches  vermiB- 
sen  lässt,  so  kann  die  Lecture  dos  zweiten  Theiles  mit  einem  im  Ganzen 
befriedigenden  Totaleindruck  endigen. 


*  Wi^  möchten  bei  dieser  Gelegenheit  die  Historiker  auf  den  schönen  Anfisatt 
des  Freiherm  v.  Zach  über  Borelli  im  8.  Bande  der  „Zeitschr.  f.  Astronomie  o. 
verw.  Wiseensch.**  (S.  379  ^^g)  aufmerksam  machen ,  der  wohl  nur  sehr  wenig 
bekannt  ist. 

**  Bei  dieser  Gelegenheit  hätte  allerdings  einer  der  ausgezeichnetsten  Vor- 
läufer Legendre's,  der  Schotte  Maclaurin,  nicht  unerwähnt  bleiben  sollen; 
vergl.  die  schöne  Schrift  von  Felix  Müller:  Studien  über  Maclaurin's  geome- 
trische Darstellung  elliptischer  Integrale,  Berlin  1876. 
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Eine  Reihe  von  Verseben  und  irrthümliclien  Auffassungen,  die  wir 
jetzt  namhaft  machen  wollen,  bringt  allerdings  da  and  dort  eine  Störung 
hervor.  —  S.  1  ist  davon  die  Rede,  dass  Kepler  die  abgekürzte  Mul- 
tiplication  gekannt  haben  soll.  Liess  sich  denn  das  nicht  durch  einen 
Blick  ins  Original  verificiren?  Das  Gleiche  gilt  von  8.  43:  Galilei 
soll  in  seinen  letzten  Jahren  auf  den  Gedanken  dieser  Verwendung  des 
Pendels  (zu  Uhren)  gefallen  sein.  —  8.  2  ist  die  unglückselige  Ver- 
wechselung der  Nepe raschen  mit  den  natürlichen  Logarithmen  wieder 
auf's  Tapet  gebracht.  —  8.  11  hätte  doch  von  Desargues'  origineller 
und  für  die  damalige  Zeit  grossartiger  Formulirung  des  Parallelen axioms 
die  Rede  sein  müssen.  —  8.  10  ist  der  Fermat' sehe  Lehrsatz  unrichtig 
dargestellt,  8.  339  dagegen  correct.  —  S.  14  istTorriccelli  auf's  Ent- 
schiedenste gegen  seine  französischen  Zeitgenossen  zurückgesetzt,  wie 
n.  A.  aus  Jacoli's  Monographie  im  8.  Bande  des  Bulletlino  Boncompagni 
resttltirt.  —  8.  18  istChasles'  Ausspruch  von  der  Coordinatengeometrie 
als  „proles  sine  matre  creata'*'  wiedergegeben;  weiss  der  Verf.  Nichts  von 
den  „Jalitudines^*  des  Oresme  und  von  den  durch  Baltzer  hervorgeho- 
benen Verdiensten  Fermat's?  —  8.  37  ist  Ubaldi's  Todesjahr  un- 
bestimmt gelassen,  während  man  doch  das  Jahr  1607  als  solches  kennt 
(Poggendorff's  Handwörterbuch,  2.  Theil,  8palte  193).  —  Die  Bio- 
graphie Newton's  auf  8.  54  ist  unrichtig  abgefasst,  und  auch  die 
„öftere  Geisteszerrüttung**,  die  8.  55  erwähnt  wird,  war  wohl  nur  eine 
Phantasie  Biot's.  Bei  der  8kizzirung  der  New  ton 'sehen  Leistungen 
vermisst  man  höchst  ungern  das  bekannte  „Parallelogramm".  —  8  168 
ist  davon  die  Rede,  dass  nach  Leibnitz's  und  der  Bernoulli's  Ab- 
leben „keine  gewichtigen  Autoritäten**  mehr  gegen  Newton*s  Weltsystem 
Opposition  machten;  wozu  zählt  der  Verf.  Cassini  und  Euler? —  8.  339 
ist  von  Waring's  „Meditaiiones  algebraicae"^  die  Rede,  warum  nicht  auch 
von  dem  interessanten  Theorem  dieses  Mathematikers?  —  8.  340  ist  das 
Reciprocitätsgesetz  auf  Lege ndre  zurückgeführt;  wir  wollen  diese  That- 
sache  dem  Verf.  nicht  zum  Vorwurf  anrechnen ,  da  sie  nun  einmal  so  in 
allen  Lehrbüchern  steht,  allein  die  geschichtliche  Wahrheit  verlangt ,  wie 
das  von  Kronecker  ganz  unzweifelhaft  dargethan  worden  ist,  die  An* 
erkennung  Leonhard  Euler's  als  des  eigentlichen  Erfinders  dieses 
Fundameutalsatzes  der  neueren  Zahlenlehre. —  Als  störenden  8chreib- 
oder  Druckfehler  registriren  wir  8.  367:  „Bullfinger**  statt  „Bilfinger**;  der 
Mangel   eines  Registers   wird   sich   beim  Gebrauch   sehr  fühlbar  ihachen. 

8tyl  und  Darstellungsweise  haben  sich  im  zweiten  Bande  entschie- 
den gegenüber  dem  ersten  gehoben.  Einzelne  Sonderbarkeiten  wären 
aber  jedenfalls  besser  weggeblieben;  so  hat  (8,  150)  Huyghens  die  Pen- 
deluhren gewiss  nicht  „entdeckt",  denn  sonst  müssten  sie  vorher  irgendwie 
ftchon  dagewesen  sein,  und  wie  irgendwelche  literarische  Thätigkeit  einen 
„bemühenden**  Eindruck  machen  soll  (8.  94),   ist  auch  nicht  abzusehen. 
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Im  Allgemeinen  aber  mnss  zugestanden  werden ,  daes  sich  das  Bach  leicht 
und  fliessend  lesen  lässt. 

Ein  Werk,  wie  es  Snter  beabsichtigt,  ist  für  unsere  Stndirenden, 
nachdem  Arneth*s  Grnndriss  ganz  vergriffen,  ein  ganz  dringendes  Be- 
dürfniss;  das  geht  so  weit,  dass  der  Referent  in  Darboux-Hoüerß 
„Bulletin"  angesichts  der  Sachlage  sich  sogar  über  den  damals  allein 
erschienenen  1.  Band  des  neuen  Buches  freuen  zu  müssen  glaubte.  Der 
Ansicht  sind  wir  nun  nicht,  weil  gar  kein  Unterricht  denn  doch  immer 
besser  sein  möchte  als  ein  schlechter;  beim  2.  Theile  aber  müssen  wir  zu- 
gestehen, dass  er  zwar  keine  „Geschichte  der  Mathematik"  im  höheren 
Sinne,  wohl  aber  ein  recht  brauchbares  Lehrbuch  des  historischen  Ent- 
wickelungsganges  einiger  der  wichtigsten  mathematischen  Disciplinen  dar- 
stellt. Alles  in  Allem  wünschen  wir  dem  Werke  eine  zweite  Ausgabe 
(resp.  eine  dritte);  es  wird  dann  dem  Verf.  möglich  sein,  durch  umfas- 
sendere Berücksichtigung  der  nichtanalytischen  Fächer  und  durchgreifende 
Kevision  der  Data  den  2.  Band  zu  einer  ganz  entsprechenden  Leistung 
zu  erheben,  beim  1.  Bande  dagegen  durch  eine  totale  Umarbeitung  die 
schlimme  Scharte  der  beiden  ersten  Auflagen  auszuwetzen. 

München.  Dr.  S.  Günthbr. 


Pctppi  Alexandrini  Collectionis  guae  super  sunt  e  libris  manu  scriptis 
edidit  Jatina  interpretatione  et  commentariis  inslmait  Friderirus 
H Ulis  eh.  Volumen  L  Insunt  librprum  //,  ///,  /F,  V  religuiae.  Bero- 
lini  apud   Weidmannos  1875.     XXIV ^  471! 

Pappus  von  Alexaudrien,  so  nahm  man  bis  vor  wenigen  Jahren 
allgemein  an,  lebte  als  Zeitgenosse  seines  Landsmannes  Theon  am  Ende 
des  4.  Jahrhunderts.  Auch  heute  noch  dürfte  unter  Mathematikern  kaum 
bekannt  sein,  dass  eine  davon  verschiedene  Annahme  Vertheidigung  ge- 
funden hat,  und  Referent  selbst  wurde  erst  durch  eine  briefliche  Mit- 
theilung von  Herrn  Hultsch  auf  eine. Notiz  von  Usener  (Neues  Rhei- 
nisches Museum,  Jahrg.  1873,  Bd.  XXVIII,  S.  403)  aufmerksam  gemacht^ 
der  zufolge  Pappus  schon  am  Ende  des  3.  Jahrhunderts  gelebt^haben 
soll.  Es  lohnt  sich  wohl ,  die  beiden  Angaben  und  die  für  dieselben  gel- 
tend gemachten  Gründe  einer  Prüfung  zu  unterziehen.  Der  Mann  und 
was  wir  an  seinen  Werken  besitzen,  ist  bedeutend  genug,  um  der  Frage 
Wichtigkeit  beizulegen ,  ob  man  ihn  um  ein  ganzes  Jahrhundert  in  der 
Geschichte  der  Mathematik  hinaufzurücken  habe,  ob  nicht. 

Die  verbreitetere  Meinung  stützt  sich  auf  Suidas,  den  Lexikogra- 
phen aus  dem  10.  Jahrhundert,  welcher  in  seinem  aus  ähnlichen  älteren 
Werken  zusammengeschriebenen  Nachschlagebuche ,  einer  Art  von  Con- 
versationelexikon  der  damaligen  Zeit,  an  zwei  verschiedenen  Stollen  f"st 
gleichlautend   sich  äussert.     Unter  Theon  heisst  es,    er  sei  Zeitgenosse 
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des  Papp  US,  der,  wie  er,  in  Alexandrien  zu  Hanse  gewesen  sei,  nnd 
Beide  hätten  unter  der  Kegierung  des  älteren  Theodosins  gelebt.  Unter 
Papp  HS  heisst  es,  er  habe  anter  der  Begierung  des  älteren  Theodosins 
gelebt,  znr  Zeit,  als  auch  der  Philosoph  Theo n  in  seiner  Blüthe  stand) 
welcher  über  den  Canon  des  Ptolemaeus  schrieb.  Die  Werke  des 
Pappus  seien  eine  Erdbeschreibung,  ein  Commentar  zu  den  vier  Bü- 
chern der  grossen  Zusammenstellung  des  Ptolemaeus,  femer  über  die 
libyschen  Flüsse  und  über  Traumdeutung.  Diese  Angaben  erscheinen 
um  so  unzweideutiger,  als  die  Lebenszeit  des  Theon  von  Alexandrien 
auch  auf  anderer  Grundlage  gesichert  jedenfalls  das  Jahr  372  als  Jahr 
schriftstellerischer  Thätigkeit  in  sich  schliesst. 

Die  entgegenstehende  Meinung  stützt  sich  gleichfalls  auf  einen  Ge- 
währsmann aus  dem  10.  Jahrhundert.  In  der  Leydener  Bibliothek  findet 
sich  eine  als  Nr.  78  signirte,  in  den  Jahren  913  —  920  angefertigte  Hand- 
schrift der  theonischen  Handtafeln,  welche  am  Bande  der  Begentenliste 
verschiedene  literargeschichtliche  Glossen  aus  der  Zeit  der  ersten  Nieder- 
schrift besitzt.  So  steht  neben  der  Begierung  des  Diokletian  die  Be- 
merkung: „inl  xovrov  6  ndnog  Hyqar^jtv'^,  Nun  regierte  Diokletian  284 
bis  305,  folglich  wäre  Pappus,  wenn  er  wirklich  unter  diesem  Kaiser 
seine  Schriften  verfasste,  nach  formal  gleichfalls  unzweideutiger  Aussage 
in  dieselbe  Periode  hinaufzurücken. 

Wir  bekennen ,  dass  uns  von  vornherein  die  so  vorgeschlagene  Ver- 
änderung in  der  Lebenszeit  des  Pappus  wenig  zusagte.  Im  Allgemei- 
nen hat  Suidas  sich  guter  Quellen  bedient,  und  hier  steht  ihm  irgend 
ein  ungenannter  Schreibkünstler  gegenüber,  dessen  Glaubwürdigkeit  wir 
nur  dann  abzuwägen  im  Stande  wären,  wenn  uns  seine  sämmtlichen 
Baudbemerkungen  zur  Prüfung  vorlägen.  Es  kommt  hinzu,  dass  in  jener 
Glosse  der  Name  des  Pappus  selbst  fälschlich  nur  mit  einem  n  geschrie- 
ben ist.  Es  kommt  hinzu,  dass  im  Ganzen  das  Jahrhundert,  welches 
mit  350  etwa  beginnt,  einer  commentirenden  Thätigkeit  eher  den  Ursprung 
zu  geben  vermochte,  als  das  Jahrhundert,  welches  um  eben  diese  Zeit 
abschliesst.  Erläuterungen  zu  schreiben  passt  vollständig  für  das  Jahr- 
hundert der  Völkerwanderung  und  des  endgiltigen  Sieges  des  Christen- 
tliums  über  die  bestehende  Beligion.  Wenn  der  mächtig  sich  heran  wäl- 
zende Strom  der  Barbaren  den  weltlichen  Besitz  bedroht,  wenn  die  alten 
Götter  aus  ihren  Tempeln  verdrängt  werden,  da  erwacht  im  Bückstosse 
die  Neigung,  das  von  den  Vätern  Ererbte  nur  um  so  heiliger  zu  achten, 
zu  bewahren. 

Das  war,  wie  gesagt,  unser  erstes  Gefühl.  Bei  näherer  üeberlogung 
traten  indess  auch  manche  Gründe  hervor,  welche  für  die  neue,  be- 
ziehungsweise die  erneuerte  Ansicht  sprachen.  Herr  Usener  selbst, 
welcher  seine  Mittheilung  unter  die  Bnbrik  „Vergessenes'^  fasste,  hat 
nämlich  nicht  unterlassen,  anzugeben,  dass  die  gleiche  Bemerkung  bereits 
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in  einem  1735  yerÖfPentlichten  Buche  vorkomme*.  Von  zwei  einander 
entgegenstehenden  Berichten  über  eine  Jahreszahl  mnss  nothwendig  min- 
destens eine  falsch  sein.  Ein  Irrthnm  des  Snidas  lässt  sich  nun  mit 
Usener  so  erklären,  dass  bei  dessen  Gewährsmann  die  beiden  Schrift- 
steller Papp  US  und  Theon  von  Alexandrien  ihrer  Heimath,  ihrer  ver- 
wandten literarischen  Thätigkeit  wegen  unmittelbar  hintereinander  auf- 
geführt wurden,  woraus  Suidas  auf  eine  gar  nicht  angegebene,  noch 
überhaupt  stattfindende  Gleichzeitigkeit  schloss.  Für  einen  Irrthum  des 
Glossators  der  Leydener  Handschrift  dagegen  ist  vorläufig  kein  Erklärungs- 
grund  vorhanden.  Dessen  Schreibfehler  Ilanog  könnte  hinwiederum  seine 
Entschuldigung  darin  finden,  dass  in  der  Mitte  des  Namens  die  Zeile 
abbricht  und  derselbe  deshalb  in  fla  und  nog  abgetheilt  erscheint,  wobei 
ein  n  abhanden  gekommen  sein  mag,  für  welches  in  der  ersten  Zeile 
kein  Platz  melir  war.  Am  bestechendsten  endlich  wirkte  auf  uns  der 
Umstand,  dass  es  für  uns  auch  früher  immer  eine  auffallende  Erschei- 
nung gebildet  hatte,  dass  zwei  Gelehrte  wie  Pappus  und  Theon,  die 
beide  an  demselben  Sitze  mathematischer  Wissenschaft  in  Alexandrien 
schulbildende  Thätigkeit  entfalteten,  ein  Jeder  für  sich  einen  Commen- 
tar  zu  einem  und  demselben  Werke,  nämlich  zu  dem  Almagest,  ge- 
«schrieben  haben  sollen,  während  ihre  Lebenszeit  die  gleiche  war.  Das 
liesse  sich  höchstens  dann  denken,  webn  Pappus  und  Theon  Gegner, 
mindestens  Nebenbuhler  waren,  deren  Einer  den  Andern -zu  bekämpfen 
sich  bestrebte;  aber  von  einem  solchen  Gegensatze  ist  nirgends  die  Rede. 
Diese  Schwierigkeit  ist  hinweggeräumt,  sobald  wir  Pappus  um  ein  Jahr- 
hundert früher  als  Theon  ansetzen. 

Wir  möchten  daher  allerdings  noch  nicht  unbedingt  als  Vertreter  der 
Meinung  uns  angesehen  wissen,  nach  welcher  Pappus  in  der  That  unter 
Diokletian  lebte;  aber  wir  neigen  doch  soweit  zu  ihr  hin,  dass  wir  mit 
Spannung  der  Begründung  entgegensehen,  welche  Herr  Hultsch  seiner- 
zeit in  dem  3.  Bande  seiner  Pappusausgabe  ihr  verleihen  wird,  da  wir 
wohl  keine  unerlaubte  fndiscretion  begehen,  wenn  wir,  auf  unsem  Brief- 
wechsel  mit   ihm  gestützt,   ihn  als  dieser  Ansicht  gewonnen  bezeichnen. 

Eine  gewisse  Frist  werden  wir  Herrn  Hultsch  freilich  gewähren 
müssen,  bis  jener  3.  Band  in  unsere  Hände  gelangen  kann,  wenn  auch 
hoffentlich  keine  so  lange,  fils  die  Zeitigung  des  1.  Bandes  erforderte, 
zu  welchem  die  Vorarbeiten  bis  zum  Jahre  1864  zurückreichen.  Gr.t 
Ding  will  Weile  haben,  und  ein  gutes  Ding  hat  Herr  Hultsch  wahrlich 
vollbracht.  Wir  nehmen  keinen  Anstand,  schon  heute  seine  Pappusaus- 
gabe als  einen  so  hervorragenden  Gewinn  für  die  Wissenschaft  zu  be- 
zeichnen ,    wie   ihr   derselbe   nur   sehr  selten  zu  Theil  zu  werden  pflegt 


*  Van  der  Hagen,  Obse^'vationes  in  Theonis  fastos  Oraecos priores ,  kmsiei' 
dam  1736  nach  Usener's  Citat. 
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Nicht  einmal  die  Veröffentlichung  des  Urtextes  der  geometrischen  Schriften 
des  Heron  durch  denselben  Heransgeber,  so  wichtig  sie  ftir  die  Ge- 
schichte der  Mathematik  war,  so  lohnend  ihr  Stndinm  insbesondere  ftir 
den  Referenten  sich  erwiesen  hat,  möchten  wir  in  gleiche  Linie  stellen. 
Dort  war  es  nnr  ein  mehr  oder  weniger  reiner  Text,  welcher  dem  Leser 
geboten  wurde,  aber  er  reichte  zum  Verständniss  kaum  aus,  wenn  man 
nicht  eingehende  Studien  auch  anderer  griechischer  und  nachgriechischer 
Schriften  damit  verband.  Man  musste  neben  der  Mühe  des  Uebersetzens 
der  nicht  selten  ungleich  grösseren  Mühe  des  Vergleichens  mit  anderen 
Werken  sich  unterziehen,  wollte  man  aus  jenen  Schriften  den  Nutzen 
schöpfen,  welchen  sie  gewahren  konnten.  In  der  Pappusausgabe  hat 
Herr  Hultscb  seinen  Nachfolgern  die  Aneignung  des  darin  enthaltenen 
Stoffes  in  ganz  anderem  Maasse  erleichtert.  Er  hat  erstmalig  den  Text 
aus  der  ältesten  und,  man  kann  fast  sagen,  einzigen  Handschrift  des 
Papp  US  entnommen;  er  hat  eine  lateinische  Uebertragung  beigegeben, 
in  welcher  weit  mehr  als  eine  wortgetreue  Uebersetzung  sich  kundgiebt, 
indem  Lücken  mehrfach  ausgefüllt,  Verweisungen  auf  andere  Schriften 
durch  Angabe  der  gemeinten  Stellen  ergänzt  sind;  er  hat  endlich  noch 
an  nicht  wenigen  Orten  kleine,  aber  wichtige  Anmerkungen  unten  bei- 
gefugt, über  andere  Punkte,  welche  in  Kürze  nicht  zu  ermitteln  waren, 
ausgiebigere  Auseinandersetzungen  für  einen  Anhang  sich  versparend, 
der  einen  Bestandtheil  des  3.  Bandes  bilden  soll ;  genug  der  Leistungen, 
um  unserem  schon  gefällten  Urtheile  eine  feste  Grundlage  zu  bieten ,  um 
auch  zum  Danke  gegen  die  Berliner  Akademie  und  das  preussische 
Staatsministerium  zu  verpflichten,  welche  die  Veröffentlichung  dieses  Wer- 
kes unterstützend  und  ermöglichend,  sicherlich  keinen  Fehlgriff  thaten. 
Jene  älteste  Handschrift,  von  der  wir  sprachen,  ist  der  dem  12. 
Jahrhundert  angehörende  Vaticancodex  Nr.  CCXVIU.  Durch  uneigen- 
nützige Mittheilungen  von  Seiten  der  Herren  Theodor  Mommsen, 
Kurt  Wachsmuth,  Adolph  Kiessling  hatte  Herr  Hultsch  die 
Kenntniss  von  dem  Vorhandensein  der  Handschrift  in  ziemlich  umfassen- 
der Weise  erhalten.  Im  Sommer  1865  verschaffte  er  sich  aus  ihm  zur 
Benutzung  zugeschickten  Pariser  und  Leydener  Handschriften  einen  vor- 
läufigen Urtext,  mit  welchem  versehen  er  1866  nach  Rom  reiste,  dort 
die  Vergleichung  mit  dem  Vaticanus  vorzunehmen.  Er  führte  diese  Ver- 
gleichung  auch  wirklich  bis  zum  Schlüsse  des  5.  Buches  fort.  Für  die 
späteren  Bücher  übernahmen  andere  Gelehrte ,  denen  ein  längerer  Aufent- 
halt in  Rom  verstattet  war,  die  Herren  August  Wilmanns,  Hugo 
Hinck,  August  Mau,  Ludwig  Mendelssohn  die  an  und  für  sich 
nicht  sehr  dankbare,  noch  angenehme  Mühe  der  CoUationirung.  Aus 
allen  diesen  vereinigten  Bestrebungen  ging  eine  ungemein  wichtige  Ent- 
deckung hervor:  Der  im  12.  Jahrhundert  geschriebene  Vatica- 
nas    liegt   unmittelbar  oder  mittelbar  sämmtlichen  übrigen 
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heute  bekannten  Pappushandschriften  zn  Grande.  Nirgends 
findet  sich  ausser  infolge  von  späten  Conjecturen  und  Ergänzungsver- 
suchen  auch  der  kleinste  Satz,  welcher  nicht  im  Vaticanus  gleich- 
falls vorhanden  wäre.  Das  Hesse  sich  noch  erklären,  indem  man  eine 
ältere  gemeinsame  Urschrift  annähme,  aber  jeder  Zweifel  über  die  Ab- 
stammung verstummt  gegenüber  der  Erscheinung,  dass  in  sonstigen  Hand- 
schriften des  Pappus  neu  hinzutretende  Lücken  sich  regelmässig  auf 
solche  Stellen  des  Vaticanus  beziehen,  welche  nur  allmälig  zur  Dn- 
leserlichkeit  gelangten  theils  durch  Nasswerden  des  untern  Bandes  der 
Blätter,  theils  dadurch,  dass  ebendort  die  Schriftzüge  wohl  von  Beginn 
an  einen  einigermassen  verschwommenen,  beziehungsweise  verwischten 
Anblick  bieten  mochten,  wie  es  am  Ende  einer  Seite  nicht  selten  vor^ 
kommt.  Diese  Thatsachen  sind  geprüft  und  erwiesen  an  Handschriften 
von  Paris  und  Leyden,  von  Oxford,  Mailand,  Wolfenbüttel,  Urbino, 
Neapel,  Wien.  Sie  alle  stammen  ohne  Ausnahme  vom  Vaticanus  ab. 
Den  gleichen  Ursprung  besass  der  ehemalige  Strassburger  Codex ,  dessen 
Verlust  bei  dem  durch  die  Beschiessung  Strassburgs  im  Sommer  1870 
erzeugten  Bibliotheksbrande  somit  leichter  zu  verschmerzen  ist.  Den 
gleichen  Ursprung  darf  man  für  denjenigen  Text  behaupten,  nach  wel- 
chem  Commandinus  in  der  zweiten  Hälfte  des  16.  Jahrhunderts  seine 
lateinische  Uebersetzung  anfertigte  und  welcher  die  nächste  Verwandt- 
schaft zu  dem  Parisiensis  Nr.  2440  qffenbart,  ohne  jedoch  durchgehend 
mit  diesem  identificirt  werden  zu  können. 

Die  Folgerungen,  welche  aus  der  Entdeckung  des  Vaticanus  und 
der  Beziehungen  aller  übrigen  bekannten  Handschriften  eu  ihm  sich  er- 
geben, sind  doppelter  Natur.  Erstlich  fällt  damii  jede  Bestätigung  irgend 
einer  Behauptung,  ja  nur  irgend  einer  Lesart,  welche  aus  dem  gleichen 
Vorkommen  in  scheinbar  voneinander  unabhängigen  Handschriften  her- 
genommen werden  sollte;  denn  thatsächlich  sind  diese  Handschriften  nicht 
unabhängig,  wenn  sie  als  Copien  desselben  Originals  entstanden.  Zwei- 
tens aber  steht  soviel  fest,  dass  die  Form,  in  welcher  uns  nunmehr  die 
Sammlung  des*  Pappus  geboten  wird,  der  Hauptsache  nach  schon  vor 
dem  12.  Jahrhundert  vorhanden  war,  da  der  Vaticanus  selbst  eine  ältere 
Urschrift  mit  Nothwendigkeit  voraussetzt,  welche  in  wichtigen  Punkten 
mit  ihm  übereinstimmte,  und  dazu  rechnen  wir  vor  allen  Dingen  den 
Namen  dieses  uns  einzig  überkommenen  Werkes  des  Pappus  und  die 
Eintheilung  desselben  in  Bücher,  der  Bücher  in  Sätze.  Der  Name  lautete 
unzweifelhaft:  Die  Sammlung  (i;  nwaytoYi])  des  Pappus  von  Ale- 
xandrien.  Wir  wissen  das  freilich  aus  keinem  Berichte  irgend  eines 
alten  Schriftstellers,  denn  merkwürdigerweise  ist  gerade  von  diesem  Werke 
noch  keine  Spur  in  Citaten  aufgefunden  worden ,  dagegen  stimmen  nicht 
blos  die  U eberschriften  der  einzelnen  Bücher  überein,  auch  im  fortlaufen- 
den Texte  kommt  im  3.  Buche  (Pappus-Hultsch  S.  30.  Z.  22)  derselbe 
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Name  vor.  Die  Zahl  der  Bücher  belief  sich  in  der  Urschrift  zam  Vati- 
canus  bereits  anf  acht.     Davon  kennen  wir  das  1.  Buch  gar  nicht,  vom 

2.  nur  die  zweite  Hälfte,  aber  dass  das  3.  Buch  diese  Rangnnmmer  in  der 
ebengenannten  Urschrift  führte,  geht  aus  der  schon  benutzten  Teztesstelle 
hervor,  deren  Wortlaut  (Iv  x©  Tgirm  rot^rw  xrjg  avvay(oyt)g  ß^ßkiip)  ,.in 
diesem  3.  Buche  der  Sammlung^^  nicht  misszuverstehen  ist.  Für  die  übri- 
gen Bücher  sind  die  Ueberschriften  und  die  einen  Parallelismus  der  Form 
darbietenden  Einleitungen  Bürgschaft.  Dass  Ueberschrift  und  Einleitung 
zum  4.  Buche  verloren  gegangen  sind,  haben  wir  bereits  bei  anderer 
Gelegenheit  (vergl.  S.  41  dieses  Bandes)  als  in  hohem  Grade  wahrschein- 
lich bezeichnet.  Im  Vaticanus  würde  sonst  unmittelbar  auf  das  3.  Buch 
das  5.  Buch  folgen,  während  innerhalb  des  3.  Buches  eine  neue  Nume- 
rirung  der  Sätze  von  1  an  begönne,  nachdem  bereits  ein  58.  Satz  da 
war    und    an   diesen    eine   anderweitige  Darstellung   des    10.  Satzes   des 

3.  Buches,  offenbare  Einschaltung  eines  Abschreibers,  sich  anschloss 

Wir  wollen  nun  in  Kürze  den  Inhalt  der  Sammlung  des  Pappus, 
soweit  sie  in  dem  uns  vorliegenden  1.  Bande  veröffentlicht  ist,  darstel- 
len. Mögen  dadurch  auch  solche  Leser,  welche  antike  Schriften  grund- 
sätzlich nicht  in  ihr  Studium  ein  zubegreifen  pflegen,  Anregung  finden, 
zu  Gunsten  dieses  Werkes  von  ihrer  —  wir  können  nicht  gerade  sagen, 
löblichen  —  Gewohnheit  abzuweichen.  Dass  vom  1.  Buche  keine  Spur, 
vom  2.  nur  die  zweite  Hälfte  vorhanden  ist,  wurde  oben  erwähnt.  Man 
hat  darauf  hin ,  dass  das  erhaltene  Bruchstück  des  2.  Buches  auf  Rechen- 
kunst Bezug  hat,  einen  ähnlichen  Inhalt  auch  für  das  J.  Buch  in  An- 
spruch nehmen  wollen ,  und  wir  selbst  haben  früher  diese  Ansicht  ver- 
treten. Einen  eigentlichen  Widerspruch  wollen  wir  auch  heute  nicht 
erheben.  Es  ist  möglich,  dass  der  Inhalt  des  1.  Buches  dieser  Ver- 
muthung  entsprach,  aber  zu  fest  darf  man  nicht  darauf  bauen,  da  in 
dem  ganzen  Werke  ein  begrifflicher  Zusammenhang  nicht  wohl  zu  ent- 
decken ist,  Pappus  vielmehr  bald  dieses,  bald  jenes  ältere  Werk  erläu- 
ternd bespricht  und  somit  vor  der  Untersuchung  über  eine  Multiplications- 
methode  des  Apollonius  sich  sehr  wohl  mit  einem  beliebigen  andern 
mathematischen  Gegenstande  beschäftigt  haben  kann.  Vermeiden  wir  also 
nach  Möglichkeit  an  sich  ziemlich  zwecklose  Vermuthungen  und  beschrän- 
ken wir  uns  auf  den  uns  überkommenen  Theil  des  2.  Buches.  Freilich 
werden  wir  dabei,  anf  die  Gefahr  hin,  eines  unmittelbaren  Widerspruchs 
gegen  unser  eigenes  Vorhaben  beschuldigt  zu  werden,  mit  einer  Hypo- 
these beginnen.  Die  Multiplicationsmethode  des  Apollonius  nämlich 
konnte  ^ehr  wohl  einen  Theil  des  Werkes  jenes  Gelehrten  gebildet  haben, 
in  welchem  nach  Eütokius  eine  genauere  Ereisberechnung  als  die  des 
Archimedes  vorgetragen  wurde,  des  Werkes,  dessen  Titel  man  früher 
Okjtoboos  las,  während  nach  seit  1854  vorhandenen,  wenn  auch  nicht 

allgemein    bekannten   Untersuchungen    der    richtige  Name   Okytokiou 
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lautete*.  Der  Name  „Mittel  zur  Sclinellgebnrt**  passt  in  der  Tbat  auf 
einen  sogenannten  Recbenknecbt,  als  dessen  Fragment  wieder  eine  Mal- 
tiplicationsmethode  gelten  kann ,  welcbe  alle  Zablen  anf  ihre  Pjtbmenes 
zurückführt,  d.  h.  auf  das,  was  bei  unserer  Schreibweise  die  Ziffern  sind, 
die  von  ihrer  Rangordnung  losgetrennt  in  Rechnung  treten  und  nun  erst 
in  zweiter  Linie  eine  neue  Rangordnung  erhalten.  Zwei  Dinge  sind  es, 
auf  die  wir  hinweisen  möchten.  Einmal  sind  die  SpecialfUlle  der  Rang- 
multiplicationen  (also  Zehner  mal  Zehner,  Zehner  mal  Hunderter,  Hun* 
derter  mal  Hunderter  u.  s.  w.)  sorgfältig  unterschieden  und  einzeln  her- 
Yorgehoben.  Aehnliches,  wenn  auch  nicht  Gleiches,  bieten  uns  die  bei 
6  o  e  t  i  u  8  und  seinen  Nachfolgern  auseinandergesetzten  Multiplications- 
regeln.  Zweitens  spielen  in  diesem  ganzen  Abschnitte  des  Pappus  die 
Buchstaben  des  Alphabetes  eine  doppelte  Zahlenrolle.  Bald  treten  sie 
mit  dem  besondem  Zahlen werthe  auf,  welchen  griechische  Uebung  ihnen 
beizulegen  pflegte,  o=l,  7=^3,  i=10  u.  s.  w.,  bald  erscheinen  sie  als 
allgemeine  Zahlbezeichnungen  ohne  Rücksicht  auf  jenen  täglichen  6e- 
brauchswerth ,  vielmehr  so,  wie  man  es  erst  aus  dem  späten  Mittelalter 
bei  Nemorarius  und  bei  dem  Verfasser  des  Algorithmus  ffemonsimtus 
kennt,  welche  man  als  die  ersten  Vorläufer  des  Vieta  in  der  Buch- 
stabenrechnung zu  rühmen  liebt.  Wir  finden  bei  Pappus  und  bei  Dio- 
phant  entschiedene  Spuren  des  gleichen  Gedankens,  bei  dem  Erst- 
genannten in  noch  entwickelterem  Zustande  als  bei  dem  Letzteren,  eini- 
germassen  räthselhaft,  wenn  Pappus  schon  zu  Ende  des  3.  Jahrhun- 
derts, also  vor  dem  grossen  griechischen  Algebraiker  lebte. 

Im  3.  Buche  sind  vier  verschiedene  Abhandlungen  vereinigt.  Die 
erste  beschäftigt  sich  mit  der  Aufgabe,  zwischen  zwei  gegebene  Längen 
zwei  mittlere  geometrische  Proportionalen  einzuschalten,  also  mit  der 
Aufgabe,  deren  specieller  Fall  als  delisches  Problem  oder  als  Problem 
der  Würfel  Verdoppelung  bekannt  ist.  Pappus  hat  uns  hier  Methoden 
des  Eratosthenes,  des  Nikomedes,  des  Heron  aufbewahrt,  welche 
dadurch  an  Werth  nicht  einbüssen,  dass  sie  auch  in  anderen  Berichten 
vornehmlich  des  Eutokius  vorkommen.  Gerade  diese  Controle  ist  von 
Wichtigkeit  und  belehrt  uns ,  dass  die  Gedanken  der  einzelnen  Geometer 
in  den  "verschiedenen  Berichten  gut  wiedergegeben  sein  müssen,  mögen 
auch  besonders  für  die  Methode  des  Eratosthenes  geringe  Abweich- 
ungen stattfinden.  Pappus  knüpft  noch  eine  ihm  eigene  Methode  zur 
Lösung  derselben  Aufgabe  an  und  verlässt  dann  den  Gegenstand.  —  In 
der  zweiten  Abhandlung  lehrt  Pappus  zunächst  die  drei  verschiedenen 
Mittel,    welche   zwischen   zwei  Linien   bestehen,    das  arithmetische,  das 


*  Yergl.  z.  B.  Friedlein,  Die  Zahlzeichen  und  das  elementare  Redmen  der 
Griechen  und  Römer  des  christüchen  Abendlandes  vom  7.  bis  18.  Jahrhundert» 
Erlangen  1869,  S.  78,  wo  die  Originalabhandlungen  genannt  sind. 
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geometmche  nnd  das  harmoniBche  Mittel  (von  welchen  übrigens  auch  in 
den  einleitenden  Capiteln  der  ersten  Abhandläng  des  3.  Baches  schon 
die  Bede  war)  an  einer  and  derselben  Figar  zur  Erscheinang  za  bringen. 
Aber  dieses  geometrische  Problem  dient  ihm  nar  zam  Anknüpfangspankte 
für  eine  ganze  Lehre  von  den  Medietftten,  in  der  Aasdehnung,  in  welcher 
griechische  Schriftsteller  dieser  Formen  sich  bedienten.  Die  Auseinander- 
setznng  des  Pappas  steht  nach  unserem  Oeschmacke  weit  Über  der  des 
Nikomachas.  Namentlich  zeugt  die  gemeinsame  Definition  der  'drei 
hauptsächlichen  Medietäten  von  einem  erhöhten  wissenschaftlichen  Stand- 
punkte; ist  es  doch  heute  noch  von  Interesse,  dass  eine  Linie  b  arith- 
metisches, geometrisches  oder  harmonisches  Mittel  zwischen  zwei  Linien 
a  und  c  sei,  je  nachdem  die  Differenzen  a -- b  und  b  —  c  das  Verhältniss 
von  a :  a  oder  von  a :  b  oder  von  a :  c  besitzen.  Auch  eine  Tabelle  muss 
hier  erwähnt  werden,  welche  Zahlenbeispiele  für  sämmtliche  zehn  den 
Griechen  bekannte  Formen  stetiger  Proportionen  zwischen  drei  Zahlen  zu- 
sammenstellt. —  Die  dritte  Abhandlung  beschäftigt  sich  wieder  mit  einer 
andern  Untersuchung.  Der  Satz  I,  2]  der  Euklidischen  Elemente  ist 
allgemein  bekannt,  dass,  wenn  innerhalb  eines  Dreiecks  ein  Punkt  ge- 
wählt und  mit  den  Endpunkten  der  Grundlinie  geradlinig  verbunden 
wird,  die  Summe  dieser  Geraden  kleiner  ausfüllt,  als  die  Summe  der  sie 
umfassenden  Dreiecksseiten.  Ganz  anders ,  wenn  die  inneren  Geraden 
nicht  nach  den  Eckpunkten ,  sondern  nach  zwischen  denselben  liegenden 
Punkten  der  Dreiecksgrundlinie  gezogen  werden.  Alsdann  kann  die 
Summe  der  inneren  Geraden  unter  Umständen  ebenso  gross  sein,  sie 
kann  auch  mehr  betragen,  als  die  der  umfassenden  Seiten,  und  zwar  in 
mannigfachen  Abstufungen.  Diese  verschiedenen  Fälle  behandelt  nun 
Pappus  ausführlich,  wobei  der  drittletzte  Satz  njpht  unerwähnt  bleiben 
soll.  Es  ist  der  38.  {pag,  126  lin.  19  ed.  Hults^ch)^  nach  welchem  zwei 
Parallelogramme  gefunden  werden  können,  deren  Seiten  ein  gegebenes 
Verhältniss  besitzen ,  während  die  Flächenräume  in  einem  andern ,  gleich- 
falls gegebenen  Verhältnisse  stehen.  Dass  dieser  Satz  jener  unbestimm- 
ten Aufgabe  vergleichbar  ist,  welche  Referent  bei  Heron  von  Alexan- 
drien  und  bei  Maximus  Plaundes  nachgewiesen  hat  (vergl.  Die  rö- 
mischen Agrimensoren ,  S.  66),  dürfte  mehr  als  nur  Zufall  sein,  dürfte 
zum  Mindesten  zum  Belege  dafür  dienen,  dass  es  den  Griechen  nicht 
fremd  war,  sich  mit  derartigen  Aufgaben  zu  beschäftigen.  ■—  Die  vierte 
Abhandlung  geht  zur  Einbeschreibung  der  fünf  regelmässigen  Polyeder 
in  die  Kugel  über,  bei  welcher  die  Sphärik  des  Theodosius  von  Tri- 
polis mehrfach  benutzt,  aber  auch  ergänzt  wird. 

Das  4.'  Buch  zerfällt  gleichfalls  in  mehrere  Abtheilungen ,  wennschon 
die  Sonderung  derselben  nicht  so  auffällig  ist,  wie  im  3.  und  im  nach- 
folgenden  5.  Buche.     Es  beginnt  mit  der  Lehre  von  den  Kreistransver-' 
salen,  an  welche  sich  die  Aufgabe  knüpft,  den  drei  einander  äusserlich 
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berührende  Kreise  nmscbliessenden  Kreis  zn  constmiren.  Noch  andere 
Berflbrangsaufgaben  von  mehr  als  zwei  Kreisen  yollenden  das,  was  wir 
die  erste  Abbandlang  des  4.  Baches  nennen  möchten.  Anf  sie  folgen  eine 
Anzahl  von  Sätzen  ans  der  Lehre  von  der  Archimedischen  Spirale,  sowie 
von  der  Nikomedischen  Konchoide  and  daraaf  eine  ziemlich  aasgedehnte 
Abhandlang  über  die  Qaadratrix  des  Dinostratas,  in  welche  verschie- 
dene andere  Untersachangen  sich  ziemlich  natnrgemftss  einfügen.  Die 
Verwendang  der  Qaadratrix  za  dem  Zwecke,  von  welchem  sie  den  Namen 
führt,  za  welchem  sie  folglich  aach  erfanden  sein  dürfte,  Iftsst  es  wün- 
schenswerth  erscheinen,  sie  aaf  mehr  als  eine  Art  entstehen  zu  sehen, 
and  so  ergiebt  sich  die  Betrachtang  der  Beziehangen  zwischen  Spirale 
and  Qaadratrix,  mathmasslich  der  ersten  projectivischen  Beziehangen, 
welche  in  der  Geschichte  der  Geometrie  zu  erwähnen  sind.  Diese  Be- 
trachtang führt  weiter  za  einer  Linie  doppelter  Krümmang ,  nftmlich  snr 
Spirale  anf  der  Kageloberfläche ,  and  damit  za  jener  berühmten  Com- 
planation  eines  Theiles  der  Kagel Oberfläche,  dem  einzigen  Abschnitte 
des  4.  Baches,  der  schon  Montacla^s  Aufmerksamkeit  erregte  and  nach- 
her mit  Zurückgreifen  auf  die  bei  Pappus  vorhergeschickten  Sätze  in 
Chasles^  Geschichte  der  Geometrie  mit  verdientem  Lobe  aasführlicher 
besprochen  worden  ist.  Dieselben  Capitel  hat  auch  Herr  Gerhardt  in 
seinem  Programm  über  Pappus  in  recht  gelungener  Weise  ins  Deatsehe 
übersetzt.  Die  Qaadratrix  liefert  nicht  nur  die  Quadratur  des  Kreises 
oder,  genauer  gesagt,  die  Rectification  des  Kreisumfanges ,  sie  findet  ancb 
Verwendang  bei  Behandlung  der  Aufgabe  von  der  Dreitbeilung  des  Win- 
kels. Es  ist  häufig  bemerkt  worden,  dass  diese  Aufgabe  mit  der  der 
Würfelverdoppelung  und  der  Kreisausmessung  die  höhere  Geometrie  des 
griechischen  Alterthums  hervorrief.  Ihre  ersten  Spuren  sind  vielleicht 
ebenso  -frühzeitig  vorhanden  gewesen,  wie  die  der  Kreisausmessang. 
Wenn  letztere  bereits  im  17.  Jahrhundert  bei  den  Egjptem  geübt  wurde, 
so  haben  muthmasslich  um  dieselbe  Zeit  die  Babylonier  eine  Dreithei- 
lungsaufgabe  eines  Winkels  sich  vorgelegt,-  von  welcher  ein  Bruchstück 
im  britischen  Museum  in  London  entdeckt  worden  ist.  Za  der  sogenann- 
ten Trisectionsaufgabe  wendet  sich  auch  Pappus.  Er  löst  sie  mittels 
Kegelschnitten.  Er  zeigt  die  Verallgemeinerung  der  Theilung  des  Krei- 
ses in  beliebigem  Verhältnisse  der  Bögen  mit  Hilfe  der  Qaadratrix,  aber 
auch  wieder  der  Spirale,  und  nun  benutzt  er  die  Qaadratrix  zur  Auf- 
lösung dreier  wichtiger  Probleme:  ein  regelmässiges  Vieleck  von  beliebi- 
ger Seitenzahl  in  einen  Kreis  zu  beschreiben;  zu  einer  gegebenen  Sehne 
einen  Kreisbogen  zu  constmiren,  welcher  ein  bestimmtes  LängenverhSlt- 
niss  zur  Sehne  besitze;  zu  einander  incommensurable  Winkel  zu  zeichnen. 
Es  folgt  das  5.  Buch  mit  seinem  merkwürdigen  Gegenstände.  Wel- 
cher moderne  Leser  möchte  sich  nicht  überrascht  fühlen,  hier  in  griechi- 
schem Texte  Untersuchungen  Über  das  isoperimetrische  Problem  vorgetaf«n 
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zu  finden,  welche  an  Eleganz,  an  Strenge,  an  Leichtverständlichkeit  der 
angewandten  Methoden  das  Erstannlichste  leisten?  In  einer  ersten  Ab- 
theilnng  ist  bewiesen ,  dass  von  allen  ebenen  Figuren  mit  gleichem  um- 
fange der  Kreis  den  grössten  Flächeninhalt  besitze ;  nunmehr  zum  Räume 
übergehend,  lehrt  Pappus  in  der  zweiten  | Abhandlung  die  sogenannten 
Archimedischen  Körper  kennen  und  zeigt,  dass  bei  gleicher  Oberfläche 
Kegel  sowohl  als  Cylinder  kleineren  Rauminhalts  als  Kugeln  sind;  end- 
lich führt  er  in  der  dritten  Abtheilung  den  Beweis,  dass  von  den  fünf 
regelmässigen  Körpern,  welche  ihrer  Verwendung  im  Timäus  wegen  die 
platonischen  Körper  heissen ,  bei  gleicher  Oberfläche  stets  der  mehreckige 
den  grösseren  Inhalt  einschliesse.  Wenn  wir  nicht  anstehen,  Pappus 
als  Verfasser  dieses  5.  Buches  in  gleichem  Maasse  wie  aller  übrigen  an- 
zuerkennen, so  haben  diese  Worte  einen  zweifachen  Sinn.  Pappus, 
meinen  wir,  war  der  Schriftsteller,  dem  wir  dieses  5.  Buch  verdanken; 
aber  freilich  können  wir  nicht  mit  Bestimmtheit  Auskunft  darüber  geben, 
bis  zu  welchem  Grade  ihm  das  Lob  des  Erfinders,  bis  zu  welchem  das 
de4S  Sammlers  und  Erklärers  zukommt.  Die  erste  Abtheilung  wenigstens 
scheint  der  Hauptsache  nach  dem  Zenodorus  entnommen  zu  sein,  wo- 
für ein  doppeltes  Zeugniss  vorliegt.  Theon  von  Alexandrien  {ed.  Ealma^ 
Bd.  I  S.  33)  theilt  in  seinem  Commentar  zum  I.  Buche  des  Almagestes 
fast  genau  dieselben  Sätze  über  isoperimetrische  Figuren  oft  bis  zum 
Wortlaute  mit  Pappus  Übereinstimmend,  wie  er  ausdrücklich  erklärt, 
nach  Zenodorus  mit;  und  in  diesem  Auszuge  bei  Theon  findet  sich 
der  Name  des  hohlwinkligen  Vierecks  Koikoyciviov^  welcher  nach  Pro- 
klus  {ed.  Friedlein  S.  165)  von  Zenodorus  herstammt.  Nokk  hat 
in  einem  sehr  interessanten  Freiburger  Lycealprogramm  von  1860  auf 
diese  Uebereinstimmungen  hingewiesen.  Wer  im  üebrigen  Zenodorus 
war,  wann  er,  der  bei  Pappus  und  Theon  Benutzte,  der.  selbst  Archi- 
medische Schriften  Anführende,  innerhalb  dieser  weit  voneinander  liegen- 
den Grenzjahre  200  vor  und  300  nach  Christus  lebte,  das  schwebt  völ- 
lig im  Unklaren,  nachdem  es  sich  durch  den  jetzt  bekannten  correcten 
Text  des  Proklus  herausgestellt  hat,  dass  Zenodorus  und  Zenodo- 
tns  zwei  verschiedene  Persönlichkeiten,  Angaben  in  Betreff  des  Letztern 
also  für  den  Erstem  nicht  verwerthbar  sind«  Ob  eine  mit  Hindurch - 
gang  durch  eine  arabische  Uebersetzung  angefertigte,  spätestens  im  14. 
Jahrhundert  entstandene  Bearbeitung  der  Lehre  von  den  isoperimetri- 
schen Figuren,  welche  Herr  Curtze  nach  brieflichen  Mittheilungen  in 
einer  Handschrift  entdeckt  bat,  weitere  Auskunft  gewähren,  vielleicht 
sogar  die  Frage  nach  der  Lebenszeit  des  Pappus  zur  Entscheidung 
bringen  kann,  darüber  haben  wir  nicht  das  Recht  vorgreifende  Ver- 
muthungen  auszusprechen.  Die  zweite  Abtheilung  des  fünften  Buches 
niuss  wohl,  soi^eit  sie  die  Archimedischen  Körper  betrifft,  auf  den  Er< 
finder  derselben   sich  zurückführen  lassen,   doch  ist   dieses  auch  Alles, 
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was  wir  behaupten  können.  Wo  und  bei  welcher  Gelegenheit  Archi- 
med  die  von  regelmässigen  Vielecken  zweierlei  Art  begrenzten  Körper 
beschrieb,  darüber  weiss  man  nicht  das  Geringste.  Das  5.  Buch  des 
Papp  US  ganz  allein  nennt  uns  überhaupt  diesen  Gegenstand,  der  bis 
auf  die  Neuzeit  ziemlich  wenig  beachtet  worden  ist.  In  dem  zweiten 
Theile  der  Sammlung  geometrischer  Aufgaben  von  Meier  Hirsch  (Berlin 
1807)  findet  sich,  soviel  wir  wissen,  das  erste  etwas  ausführlichere  Ver* 
weilen  bei  diesen  Körpern,  deren  Netze  abgebildet  sind*. 

Mit  dem  5.  Buche  schliesst  der  heute  unserem  Referate  sich  unter- 
breitende 1.  Band  der  neuen  Ausgabe.  Unwillkürlich  sind  wir  bei  dessen 
Anzeige  etwas  von  dem  Ziele  abgekommen,  auf  welches  wir  eigentlich 
unsere  Richtung  zu  nehmen  beabsichtigten.  Wir  sind  nicht  eingegangen 
auf  die  Anmerkungen,  durch  welche  Herr  Hultsch  seine  Ausgabe  be- 
reichert hat;  wir  haben  dagegen  nicht  unterlassen,  auf  Einzelnes  auf- 
merksam zu  machen ,  wovon  der  Herausgeber  sicherlich  in  seinem  3.  Bande 
noch  handeln  wird.  Für  letztere  Ueberschreitungen  dürfte  eine  Nach- 
bewilligung uns  nicht  leicht  versagt  werden.  Um  so  mehr  bedarf  itB 
erstgenannte  Lücke  unseres  Berichtes  einer  Entschuldigung.  Sie  beruht 
darauf,  dass  wir  die  Unmöglichkeit  erkannten ,  solche  kurze  Anmerkungen 
zu  besprechen,  ohne  in  ausführlichster  Weise  bei  dem  Texte  uns  aufzu- 
halten, zu  welchem  sie  jedesmal  gehören,  ohne  unsere  Besprechung 
dadurch  weit  über  die  Grenzen  hinauswachsen  zu  sehen,  die  wir  ihr 
doch  stecken  müssen.  Mögen  darum  unsere  Leser  sich  mit  der  Versiche- 
rung genügen  lassen ,  dass  aus  jenen  Anmerkungen  der  erheblichste 
Nutzen  bei  dem  Studium  des  Werkes  zu  ziehen  ist,  dass  sie  würdig  sich 
zeigen  der  Uebersetzung,  würdig  der  ganzen  Ausgabe,  auf  deren  weitere 
Bände  zuverlässig  nicht  blos  der  Unterzeichnete  mit  freudiger  Erwartung 
gespannt  ist.  Cantor, 


Einleitung  in  die  theoretisehe  Mechanik,  von   Dr.   F.  Narr.     Leipzig, 
B.  G.  Teubner.  , 

Das  Herrn  Dr.  v.  Jelly  gewidmete  Werkchen  stellt  sich  die  Auf- 
gabe: „Leser,  welche  mit  den  Elementen  der  hohem  Analysis  vertraut 
sind ,  auf  einem  möglichst  einfachen ,  aber  streng  wissenschaftlichen  Wege 
in  die  Mechanik  einzuführen  und  auf  ein  gründliches  Studium  derselben, 
der  theoretischen  Physik  überhaupt,  vorzubereiten."  Auf  einem  Räume 
von  350  Seiten  gr.  8^  werden  der  Reihe  nach  folgende  Theile  der 
Mechanik  behandelt. 

S.  1 — 9:  Einleitung  >  die  Phoronomie  als  Theil  der  Mechanik  und 
die  mathematischen  Hilfsmittel  zur  Behandlung  phoronomischer  Problome. 


^ 


*  Yerg^rl.  §  125  (S.  149  —  161)  und  Fig.  49  —  57  des  im  Texte  genannten  Buches. 
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—  6.  10  —  71:  Allgemeine  Charakteristik  der  Bewegung  eines  Punktes 
im  Ranme«  Die  verschiedenen  möglichen  Bahnen  eines  sich  bewegenden 
Punktes  werden  besprochen  und  die  dabei  auftretenden  charakterisiren- 
den  Elemente  genauer  hervorgehoben  und  ermittelt.  Die  Begriffe  von 
Zeit  und  Geschwindigkeit  treten  auf,  wodurch  die  weitere  Eintheilung 
der  Bewegung  eines  Punktes  in  gleichförmige  und  ungleichförmige  sich 
von  selbst  darbietet.  Mehrfach  betont  oder  berücksichtigt  wird  die  Zerfäl- 
luhg  einer  Bewegung  in  ihre  einfacheren  Bestandtheile ,  namentlich  durch 
Projection  auf  gerade  Linien.  —  S.  72 — 109  bebandelt  die  „Aequivalenz 
der  iBewegungen*S  d.  h.  Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Bewegung 
und' Geschwindigkeit  nach  der  Lehre  vom  Parallelogramm.  —  Auf  Seite 
110 — 140  wird  besprochen  „der  veränderliche  Charakter  der  Bewegung 
eines  Punktes".  Es  tritt  hier  der  Begriff  Beschleunigung  auf  und  es 
werden  mit  ihm  ganz  analoge  Betrachtungen  vorgenommen  wie  im  vori- 
gen Abschnitte  mit  dem  Begriffe  Geschwindigkeit.  —  Im  vierten  Ab- 
schnitte endlich,  überschrieben  „Die  Grundlinien  der'  Dynamik",  von 
S.  141  — 163  tritt  noch  der  Begriff  von  Kraft  und  Masse  auf  und  es 
werden  natürlich  hier  auch  die  Maasse,  nach  denen  Kraft  und  Masse  in 
Rechnung  zu  bringen  sind  und  die  bekannten  Zerlegungen  und  Zusam- 
mensetzungen der  Kräfte  auf  Grund  der  Resultate  des  vorausgehenden 
Abschnittes  genauer  besprochen. 

Der  [ganze  übrige  Theil  des  Werkes  enthält  nun  noch  von  S.  164 
bis  350  die  Mechanik  des  materiellen  Punktes,  und  zwar  von  S.  166 
bis  283  die  Statik  und  Kinetik  des  freien  materiellen  Punktes,  von  Seite 
283 — 341  Statik  und  Kinetik  des  materiellen  Punktes,  der  gezwungen 
ist,  auf  einer  gegebenen  Linie  oder  Fläche  zu  bleiben.  Endlich  wird 
noch  der  Raum  von  S.  341 — 350  der  Betrachtung  des  Princips  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  gewidmet. 

Die  in  diesem  letzten  oder  vierten  Abschnitte  allein  vorkommenden 
Beispiele  und  Anwendungen  der  theoretischen  Resultate  enthalten  die 
Bewegung  eines  materiellen  Punktes  infolge  einer  constanten  Kraft, 
wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  in  der  Richtung  der  wirksamen  Kraft 
stattfindet.  Die  Bewegung  wird  berechnet  entweder  ohne  oder  auch 
mit  Rücksicht  auf  den  Widerstand  des  Mediums,  dieser  Widerstand 
entweder  proportional  der  ersten  oder  auch  der  zweiten  Potenz  der 
Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  angenommen.  Weiter  wird 
betrachtet  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  vom  Ruhezustände 
aus  infolge  einer  wirkenden  Centralkraft.  Von  krummlinigen  Bewegungen 
wird  behandelt  die  Wurfbewegung  im  leeren  Räume  und  im  wider- 
stehenden »Medium,  wobei  im  letzteren  Falle  der  Widerstand  wiederum 
wie  oben  abhängig  von  der  Geschwindigkeit  angenommen  wird.  Als 
Beispiele  für  die  Bewegung  auf  vorgeschriebener  Bahn  sind  behandelt 
die  Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene,  dem  Kreise,  die  Pendelbewegung 
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im  leeren  Räume  und  im  widerstehenden  Medium.     Den  Schluss  bilden 
die  etwas  ausführlicher  behandelten  tautochronen  Bewegungen. 

Hinsichtlich  der  Durchführung  dieser  Beispiele  ist  zu  sagen»  da» 
mehr  Rücksicht  genommen  ist  auf  directe  und  strenge  Ableitung  der 
Resultate,  als  auf  sogenannte  Eleganz. 

Wie  schon  die  vorstehende  Inhaltsangabe  ohne  Weiteres  zeigt,  beruht 
die  Besonderheit  des  vorliegenden  Werkes  nicht  in  der  Vorführung  von 
neuen  Resultaten,  sondern  in  der  Anordnung  des  ganzen. verarbeiteten 
Stoffes.  Das  Werk  soll  eine  Einleitung  in  das  Studium  der  Mechanik 
bilden,  mnss  also  als  Versuch  bezeichnet  werden,  von  dem  nur  die  Zu- 
kunft wissen  kann,  ob  er  glücklich  gemacht  ist. 

Lebens werth  erscheint  dem  Referenten  die  stete  Berücksichtigung 
der  geschichtlichen  Entwickelung  der  vorgetragenen  theoretischen  Resul- 
tate; übrigens  giebt  es  aber  doch  so  Manches,  an  dem  er  Anstoss  ge- 
nommen hat.  Es  war  zuerst  eine  selbst  für  Anfänger,  „die  mit  den 
Anfängen  der  hohem  Analysis  vertraut  sind",  zu  breite  Diction,  die  noch 
dazu,  wie  namentlich  im  dritten  Abschnitte  auff&llig  wird,  durch  einen 
hftnfig  recht  langen  Periodenbau  schwer  geniessbar  wird.  Die  räumlich 
weit  voneinander  getrennt  behandelten  Begriffe  von  Geschwindigkeit,  Be- 
schleunigung und  Kraft  mussten  auf  Wiederholungen  führen.  Im  ersten 
Abschnitte  hätte  Referent  mehr  Beispiele  gewünscht,  die  ja  immer  f^r 
das  erste  Studium  so  wirksam  und  instrüctiv  sind. 

Um  zu  Einzelheiten  Überzugehen ,  so  fiel  Referenten  gleich  der  An- 
fang des  ganzen  Werkes  auf,  wo  die  Mechanik  definirt  wird  als  „die 
Wissenschaft  von  den  Bewegungen  der  Naturkörper".  Dem  gegenüber 
sagt  Kirchhoff  in  seinem  jetzt  erscheinenden  Werke:  „Die  Mechanik 
ist  die  Wissenschaft  von  der  Bewegung;  als  ihre  Aufgabe  bezeichnen 
wir:  die  in  der  Natur  vor  sich  gehenden  Bewegungen  vollständig  und 
auf  die  einfachste  Weise  zu  beschreiben".  Auf  8.  166  tritt  der 
Schwerpunkt  wie  ein  Dens  ex  machina  auf,  indem  noch  dazu  behauptet 
wird,  dass  die  höhere  Mathematik  auf  ihn  führe,  um  die  Bewegung 
eines  Körpers  zu  behandeln.  Nun  enthalten  aber  schon  sehr  elementare 
Lehrbücher  der  Mechanik  die  Theorie  des  Schwerpunktes  ziemlich  voll 
ständig.  Endlich  nennt  noch  der  Verfasser  auf  S.238  das  halbe  Pro- 
duet  aus  Masse  mal  Quadrat  der  Geschwindigkeit  lebendige  Kraft. 
Hier  neue  Benennungen  gegen  die  althergebrachten  einzuführen,  kann 
nur  verwirrend  wirken.  ^.^^  Kötteritzsob. 
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Kecensionen. 


Copernico  e  le  vicende  del  sisiema  copernicano  in  Ualia  nella 
seconda  metä  del  secolo  XVI  e  nella  prima  del  XVII  con 
documenii  inediii  iniorno  a  Giordano  Bruno  e  Galileo 
Galilei.  Discorso  letto  nella  R,  üniversitä  di  Roma  in  occasione 
della  ricorrema  del  IV  Centenario  di  Niccolö  Copernico  dal  Professore 
Domenico  Rerti,  Deputato  al  Parlamento»  Roma,  Tip,  G,  B,  Pa- 
ravia  e  C.     1876.    —  255  S.  in  8°. 

■ 

Obgleich  Italien  nicht  das  OlÜck  za  Theil  geworden  ist,  dem  Ni- 
co laus  Copernicns  Gebnrtsland  zu  sein,  so  war  es  dennoch  das  erste 
Land,  welches  seine  Lehre  erweiterte,  aufklärte  und  ins  rechte  Licht 
setzte,  indem  es  sie  mit  neuen  Beobachtungen  und  Beweisgründen  be- 
reicherte, stärkte  und  befestigte,  uud  durfte  folglich  mit  vollem  Rechte 
sich  den  Bürgern  von  Thorn  und  Krakau  bei  der  Feier  des  IV.  Jahr- 
hunderts seines  Oeburtsfestes  zugesellen.  Bei  dieser  Gelegenheit  wett- 
Bifecten  Rom,  Bologna*  und  Padua^*  in  dem  Bestreben,  das  Andenken 
'  des  Unterrichts ,  den  Copernicus  bei  uns  gab  und  erhielt,  unvergäng- 
lich zu  erhalten. 

In  der  Rede,  deren  Titel  oben  angegeben  ist;  und  die  in  der  Uni- 
versität zu  Rom  öffentlich  gehalten  wurde,  nahm  sich  Berti  vor,  den 
äusserst  dunkeln  Zeitraum  von  des  Copernicus  Leben  an  den  italieni- 
schen Universitäten  aufzuhellen,  und  über  die  Schicksale  und  die  Art 
des  Kampfes,  den  dessen  System  im  XVI.  Jahrhundert  und  in  der  ersten 
Hälfte  des  XVII.  in  Italien  entzündete,  zu  sprechen. 


•  Commemoraeione  di  Nicqlö  Copernico  ndla  B,  Üniversitä  di  Bologna.  Bo- 
logna, 1873. 

**  II  quarto  centenario  di  Nicold  Copernico  nelV  üniversitä  di  Padova,  Po- 
dcva,  1673. 

Hiit.-lit.  Abihlg.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phyi.,  XXI,  4.  7 
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So  wenig  übereinstimmend  die  Meinnngen  über  die  von  Coperni- 
cns  in  seiner  ersten  Jugend  gemachten  Stadien  nnd  die  von  ihm  be- 
suchten Schalen  erscheinen,  so  ist  es  doch  ausser  Zweifel,  dass  er  inner- 
halb des  Jahres  1496,  nämlich  als  er  das  23.  Jabr  seines  Alters  erreicht 
hatte,  mit  dem  Wunsche,  unsere  Schulen  zu  besuchen,  unser  Land  betrat 
und  schon  am  Anfange  des  Jahres  1497  in  Bologna  der  Beobachtungen  des 
Himmels  sich  befleissigte.  Und  hier  ergreift  Berti  die  Gelegenheit,  um 
mit  Schärfe  und  Tiefe  über  die  Zustände  unserer  damaligen  üniversi täten, 
über  die  Professoren,  die  an  denselben  lehrten,  über  die  Methoden,  die 
man  anwendete,  zu  handeln.*  Dies  war  in  der  Tbat  der  Zeitpunkt,  in 
welchem  Italien  unter  allen  europäischen  Nationen  durch  Geistesübung 
und  -Kraft,  durch  Gelehrsamkeit  und  wissenschaftliche  nnd  literarische 
Untersuchungen  den  Vorrang  hatte,  während  man  im  Uebngen  sagen 
kann,  dass  das  ganze  Jahrhundert  hindurch,  welches  sich  zum  Ende 
neigte,  es  keinen  Fremden  von  irgendwelchem  Ruhme  gab,,  der  nicht  in 
Italien  mathematische  Wissenschaften  gelehrt  hätte,  noch  dass  e?  in 
dieser  Zeit  irgend  eine  grosse  Entdeckung  gab,  die  nicht  an  unseren 
hohen  Schulen  Anfang,  Zunahme  und  schnelle  Veröffentlichung  gefan- 
den hätte. 

Unter  den  Fremden ,  die  unsere  Universitäten  im  XV.  Jahrhundert 
besuchten,  zählte  man  viele  Polen,  und  im  kurzen  Zeiträume  zwischen 
1454  und  1480  lehrten  wohl  vier  Polen  Astronomie  zu  Bologna.  Als 
Copernicus  nach  Bologna  kam,  blühte  diese  hohe  Schule  durch  Anzahl 
der  Studenten,  durch  Glanz  und  Fähigkeit  der  Lehrer,  und  obgleich  er 
sich  in  die  Facultät  der  Rechte  einschreiben  liess,  war  er  dennoch  sicher- 
lich von  der  Liebe  zu  den  astronomiscfien  Lehren  und  vom  Wunsche^ 
sich  in  den  Studien  der  mathematischen  Wissenschaften  und  der  griechi- 
schen Sprache  zu  vervollkommnen,  nach  Italien  getrieben;  denn  den 
Behauptungen  Gassen di^s  und  Pulkowski's  entgegen  sagt  Berti, 
dass  Copernicus  dieser  letztern  ganz  unwissend  war. 

Unter  den  Männern,  deren  Vorlesungen  er  mit  Sicherheit  besachte; 
ergiebt  sich  als  Lehrer  von  Copernicus,  einer  langen  ununterbrochenen 
Sage  nach,  die  sich  in  und  ausserhalb  der  Universität  von  Bologna 
erhält,  der  Ferrarese  Dominicus  Maria  da  Novara.  Mit  den  münd- 
lichen Ueberlieferungen  stimmen  die  Thatsachen  überein  und  Berti  be- 
weist seine  Aussage  mit  einer  Menge  unwiderleglicher  Urkunden,  ^ 
dass,  was  Gassendi  schrieb,  nunmehr  vollständig  gerechtfertigt  er- 
scheint, dass  nämlich  Copernicus  vom  Ruhme  Dominicus  Maria's 
angezogen  nach  Italien  kam,  und  ihre  Zusammenkunft  bildet  den  Zeit- 
punkt, in  welchem  Copernicus  weit  und  breit  das  Feld  der  Stern- 
kunde zu  durch  wandeln  und  die  Beobachtungen  des  Himmels  zu  Rathe 
zu  halten  begann,  indem  er  die  Materialien,  deren  er  sich  nachher  be- 
diente, um  darauf  sein  System  zu  gründen,  sammelte. 
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Dominicas  Maria's  Verdienste,  Toizüglich  jene ,  welche  die  Stern- 
kunde anbelangen ,  in  welcher  sichere  und  glänzende  Sparen  der  von  ihm 
gemachten  Fortschritte  sich  erhalten  haben,  sind  von  Berti  mit  grosser 
Tiefe  analysirt  and  geprüft.  Die  Bewegang  der  Erdaxe  und  die  Bestim- 
mang  der  im  Almagest  von  Ftolomaeus  katalogisiiten  Gestirne,  sowie 
die  Andeutung  der  Schiefe-  der  Ecliptik  sind  Werke,  die  die  Bedeutsam- 
keit seiner  Lehren  bezeugen  und  die  hohe  Achtung,  in  der  er  mit  Recht 
gehalten  wird,  rechtfertigen. 

Die  grosse  Liebe,  die  Copernicus  für  die  mathematischen  Wissen- 
schaften hegte,  steht  uns  Bürge.,  dass  er  die^Schulen,  in  denen  man 
diese  lehrte,  besuchte.  Er  wird  also,  nach  Berti* s  Meinung,  die  Lee- 
tionen  Scipio  Ferrits  benutzt  haben,  und  durch  die  bei  der  Krakauer 
Universität  begonnenen  Stadien  war  er  nachher  im  Stande,  in  die  Wis- 
senschaft die  Berechnung  der  Secanten  einzuführen  und  weitläufig  die 
trigonometrische  Calculation  zu  behandeln.  Auch  in  der  griechischen 
Literatur  konnte  sich  nach  Berti' s  Bericht  Copernicu«  in  Bologna 
ausbilden,  indem /er  den  von  Anton  Oodro  Urceo,  einem  äusserst 
wunderlichen  und  gelehrten  Manne,  gegebenen  Lectionen  beiwohnte,  und 
er  benutzte  das  in  unseren  Schulen  erlernte  Oriechische,  ausser  zur 
Uebersetzung  der  Briefe  von  Theophilactus,  auch,  um  die  astrono- 
mischen Fragmente  jener  Philosophen  des  Alterthums^  die  fast  alle  den 
Namen  von  Pythagoras  erhalten,  zu  lesen  und  anzuführen.  Berti 
glaubt,  dass  Copernicus  zu  Bologna,  oder  vielleicht  in  Padua,  jenes 
griechische  Wörterbuch  von  Grasten,  das  jetzt  mit  anderen  von  ihm 
besessenen  Büchern  in  der  Bibliothek  von  Upsala  aufbewahrt  wird,  po- 
stillirt  habe.  Berti  glaubt,  dass  am  Anfange  des  Jahres  1499  Coper- 
nicus sich  wiederum  zu  Frauenburg  habe  sehen  lassen,  um  in  demsel- 
ben Jahre  nach  Bologna  zurückzukehren,  und  dass  kurze  Zeit  nachher, 
nämlich  gegen  Ende  März  oder  wenig  vor  November  des  Jahres  1500, 
er  sich  auf  den  Weg  nach  Rom  machte. 

Berti  spricht  sich  nicht  bestimmt  über  ^ie  Gründe  aus,  welche  ihn 
haben  bewegen  können,  sich  nach  Rom  zu  begeben,  aber  er  ist  nicht 
abgeneigt,  zu  glauben,  dass  das  vom  Papste  Alexander  VL  in  jenem 
Jahre  angekündigte  Jubiläum  und  die  hohe  Ehre^  in  welcher  bei  der 
Universität  Rom  die  mathematischen  Studien  standen,  und  der  Wunsch, 
vor  seiner  Rückreise  in  das  Vaterland  die  ewige  Stadt  zu  besuchen, 
ebenso  viele  Gründe  seien ,  die  einen  solchen  Entschluss  haben  begün- 
stigen können. 

So  gewiss  die  Thatsache  ist,  dass  Copernicus  zu  Rom  unter  Bei- 
fall zahlreicher  Studenten,  Künstler  und  berühmter  Männer  gelehrt  hat, 
ebenso  ungewiss  ist  es,  in  welcher  Berufsstellung  er  seinen  Unterricht 
ertheilte.     Sehr  scharfsinnig  untersucht  Berti  diesen  Streitpunkt.    In  der 

Tbat  schreibt  er:  Und  erstens  können  wir  nicht  recht  begreifen,  wie  er, 
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der  im  März  1500  vielleicht  noch  nicht  in  Rom,  nnd  im  Mai  1501  schon 
abgereist  war,  bei  angefangenem  Schuljahre  plötzlich  das  Amt  eines 
ordentlichen  oder  ausserordentlichen  Lehrers  habe  übernehmen,  nnd  im 
Jahre  1501  bei  noch  nicht  geendetem  Schuljahre  niederlegen  können. 
Zweitens'  ist  es  schwer  zu  erklären ,  wie  die  römischen  Obrigkeiten  einem 
unbekannten  oder  sehr  wenig  bekannten  jungen  Manne  den  Titel  Pro- 
fessor verleihen  konnten;  und  schwerer  noch  kann  man  begreifen,  wie 
er  ohne  weitere  Umstände  angenommen  und  sogleich  in  der  römischen  Uni- 
versität einen  regelmässigen  Cursus  von  Lectionen  begonnen  hätte.  An- 
dererseits meint  Berti  noch,  Rom  hätte  ihn  nicht  ernannt  und  Coper- 
nicus  hätte  nicht  angenommen,  ohne  davon  dem  Capitel  von  Frauen- 
bürg  und  dessen  rechtmässigem  Präses ,  dem  Bischof,  Nachricht  zu  geben, 
während  davon  keine  Spur  vorhanden  ist.  Gesetzt  aber,  er  sei  zum 
Professor  ernannt  worden,  wie  verliess  er  dann  nach  der  Ernennung 
das  Lehramt?  Solcher  Umstände  wegen  scheint  dem  Berti,  dass  Co- 
pernicus  in  der  obenerwähnten  kurzen  Zeit  zwar  nicht  regelmässig 
Mathematik  lehrte,  wohl  aber  über  irgend  einen  der  so  vielen  Gegen* 
stände,  die  dem  weiten  Felde  der  Mathematik  angehören,  Lectionen  ge- 
geben habe.  Der  Stand  der  zu  seinem  Auditorium  gehörenden  Personen 
und  der  Titel  Professor,  welchen  er  statt  des  gewöhnlichen  eines 
Magisters  zu  führen  pflegte,  stärken  die  Vermuthung  Berti* s,  welche 
auch  darin  Bestätigung  findet,  dass  man  keinerlei  Erwähnung  eines  so 
ehrenvollen  Amtes  in  dem  Beschlüsse  findet,  durch  welchen  das  Frauen- 
burger  Domcapitel  den  27.  Juli  1501 ,  also  gUuch  nach  seiner  Rückkehr 
aus  Rom,  ihm  bewilligt,  dass  er  wiederum  auf  zwei  Jahre  Stadien  haK 
her  verreise,  wozu  man  ihm  dasselbe  zuwies,  was  man  den  Studenten 
zu  geben  pflegte.  Es  ist  in  der  That  nicht  wahrscheinlich,  dass,  sollte 
Copernicus  schon  mit  dem  Titel  eines  Professors  geziert  worden  sein, 
die  Domherren  ihm  auf  seine  neue  Studienreise  kein  Document  mitgegeben 
hätten,  welches  in  irgend  einer  Weise  das  von  ihm  an  der  Universität 
zu  Rom  bekleidete  Amt  andeutete. 

Als  Copernicus  zum  dritten  Male  nach  Italien  kam,  nahm  er 
seinen  Aufenthalt  in  der  einzigen  Stadt,  die  mit  dem  gelehrten  Bologna 
wetteifern  konnte,  in  Padua. 

Ueber  des  Copernicus  Aufenthalt  in  Padua  waltet  die  grösste 
Dunkelheit:  auf  Papadopoli's  Aussage  behaupteten  Viele,  dass  Co- 
pernicus sich  bei  der  Universität  von  Padua  dem  Studium  der  Philo- 
Sophie  und  der  Medicin  widmete,  und  im  Jahre  1499  in  beiden  Dis- 
ciplinen  den  Doctorhut  erwarb;  aus  den  Urkunden  aber,  die  man  bei  der 
Universität  selbst  aufbewahrt,  erscheint  dies  als  ungenau.  Unter  den 
Matrikeln  der  Polen,  die  sich  in  dem  Universitätsarchiv  befinden,  sind 
die  dem  Jahre  1492  vorhergehenden  nicht  mehr  vorhanden.  Man  findet 
nun  zwar  die  Acten  des  medicinischen  Collegiums  in  Bänden  aufgeseich- 
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Det;  aber  die  Doctorwürde ,  die  Copernicus,  wie  man  sagt,  im  Jahre 
1499  erhalten  haben  sollte,  findet  weder  bei  diesem  Jahre  Erwähnung, 
noch  findet  sie  sich  in  den  Acten,  welche  den  Zeitraum  von  1489  — 1502 
in  sich  begreifen.  Es  könnte  freilich  sein,  dass  Papadopoli  jene  Notiz 
der  Doctorwürde  ans  fliegenden  Papieren  geschöpft  habe,  denn  es  geht 
aus  den  Acten  des  medicinischen  Collegiums  hervor,  dass  es  Gebrauch 
war,  nicht  alle,  sondern  nur  einige  in  denselben  abzuschreiben.  Da< 
gegen  bemerkt  Berti,  dass,  sollte  man  auch  die  erwähnten  Blätter -zu- 
geben, es  dessen  ungeachtet  unmöglich  wäre,  dass  sie  für  das  Jahr  1499 
die  Ertheilung  der  Doctorwürde  an  Copernicus  enthielten,  da  er  sich 
in  besagtem  Jahre  zu  Bologna  befand.  Ueberdies  ist  es  nicht  annehm- 
bar, dass  das  Domcapitel,  dem  Copernicus  zugehörte,  zugäbe,  dass 
er  im  Jahre  1501,  um  Medicin  zu  studiren,  nach  Italien  zurückkehre, 
nachdem  er  in  genannter  Facultät  schon  die  Doctorwürde  erhalten  hatte. 
Ans  diesen  Gründen  folgert  Berti,  dass  die  Acten  der  Polen  in  Padua 
für  das  Jahr  1499  die  Doctorpromotion  von  Copernicus  nicht  enthal- 
ten konnten,  und  dass  Papadopoli,  was  er  über  dieselben  mittheilt, 
wohl  nicht  nach  eigenem  Augenschein,  sondern  nach  Hörensagen  wieder- 
holt. Alles  dies  wird  durch  den  Umstand  bestätigt,  dass  Papadopoli 
nach  mehreren  Seiten  hin  sich  als  ein  sehr  nnverlässiger  und  unverstän- 
diger Historiker  zu  erkennen  giebt. 

Dennoch  ist,  ungeachtet  des  allgemeinen  Stillschweigens  der  gleich- 
zeitigen Schriftsteller  und  der  durch  Papadopoli  erzeugten  Verwir- 
rung, ausser  Zweifel,  dass  Copernicus  in  Padua  sich  dem  Studium 
der  Hedicin  gewidmet  hat.  Denn  es  ist  keine  Spur,  dass  er  zu  diesem 
Zwecke  vor  seinem  Aufenthalte  in  Italien  oder  nach  demselben  die 
Universitäten  anderer  Nationen  besucht  habe:  und  andererseits  ist  es 
gewiss,  dass  er  sich  auf  die  Mediein  verlegt  hatte  und  sie  in  seinem 
Vat Alande  mit  grossem  Buhme  übte ,  und  es  ist  beständige  und  bewährte 
Sage,  dass  er  eben  in  den  Schulen  von  Padua  jene  Wissenschaft  erlernte: 
nur  soll  man  nicht  mit  Papadopoli  jene  Thatsache  auf  die  letzten 
Jahre  des  XV.  Jahrhunderts,  wohl  aber  auf  die  ersten  des  XVI.,  nach 
dem  Aufenthalt  zu  Bologna  und  Bom  beziehen.  Während  der  drei  Jahre 
seines  Aufenthalts  in  Padua  konnte  Copernicus  sich  auch  die  Lectio- 
nen  der  Mathematik  und  der  Astronomie  zu  Nutzen  machen,  und  es  ist 
ausser  Zweifel,  dass  er  diesen  Umstand  benutzte,  um  sich  in  dem  Stu- 
dium der  griechischen  Sprache  zu  vervollkommnen. 

Nachher  wendet  Berti  seine  Aufmerksamkeit  auf  das  unsterbliche 
Werk  von  Copernicus,  dem  er  über  25  Jahre  seines  Lebens  widmete, 
ohne  den  Trost  zu  haben,  es  vor  der  Bückkehr  seiner  grossen  Seele  zu 
Gott  durch  den  Druck  veröffentlicht  zu  sehen.  Während  aber  Berti 
mit  zahlreichen  und  kräftigen  Gründen  den  Beweis  führt,  dass  dieses 
Werk  sein,    ganz   sein   ist,    unternimmt   er  zugleich,   darzustellen,   wie 
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Copernicus  auf  die  Bewegung  der  Erde  darch  häufige*  Gespräche  ge- 
leitet wurde,  in  welchen  die  italienischen  Gelehrten  mit  mehr  oder  weni- 
ger Klarheit,  der  Begriffe  jenen  Gedanken  streiften.  Indem  Berti  von 
der  neuen  Wissenschaft,  die  sich  unabhängig  von  der  Autorität  des 
Aristoteles  und  der  heiligen  Schrift  erhob,  redet,  erhebt  er  sich  zu 
einer  von  der  Liebe  zur  Wahrheit  und  Gerechtigkeit  entflammten  glän- 
zenden Sprache:  er  schildert  uns  mit  den  lebhaftesten  Farben  jenen 
langen  und  harten  Kampf,  in  welchem  zwei  schöne  Persönlichkeiten  sich 
gigantisch  auszeichnen,  und  auf  verschiedene  Weise  und  mit  verschie- 
denem tragischem  Wechsel  des  Schicksals  ihren  Namen  mit  dem  Triumph 
der  Copemicanischen  Ideen  vereinigten:  Giordano  Bruno  und  Ga- 
lileo Galilei! 

Während  in  Deutschland  Rhaeticus  die  Copemicanische  Lehre, 
ohne  sie  zu  erweitem,  annahm,  Rein  hold  unschlüssig  blieb,  Peucer 
sie  als  Hypothese  bezeichnete,  Tycho  si^  verstiess,  Mästlin  sie  schwach 
und  nur  leise  bekannte,  und  Kepler  allein  den  Muth  hatte,  sie  mit 
unvergleichlicher  Kühnheit  zu  verkünden  und  öffentlich  zu  bekennen,  ist 
man  wohl  ganz  anders  damit  bei  den  Italienern  verfahren. 

Bruno,  in  der  Blüthe  seines  Alters  von  Italiens  Ufern  auf  jene 
Englands  geschleudert  ^  fordert  die  Gelehrten  Oxfords  und  Londons  auf, 
sich  mit  ihm  den  Copemicanischen  Ideen  anzuschliessen ,  ja  er  erweitert 
diese,  er  kleidet  sie  in  dichterische  Form  und  übergiesst  sie  mit  dem 
glänzendsten  und  lebhaftesten  Lichte.  Berti  hatte  schon  im  Jahre  1868 
über  das  Leben  von  Giordano  Bruno  ein  äusserst  schätzbares  Werk 
veröffentlicht,  in  diesem  neuen  aber  werden  uns  die  Züge  des  unglfick- 
liehen  Philosophen  von  Nola  durch  Hilfe  neuer  Urkunden  mit  mehr  Leb- 
haftigkeit geschildert.  Die  erhabene  Gestalt  des  Gelehrten  erscheint  uns 
mit  einem  neuen  Lichte  umstrahlt  und  lässt  uns  neue  Thränen  über  das 
Schicksal  dieses  Unglücklichen  vergiessen,  der  57  Jahre  nach  der  Aus- 
gabe des  Werkes  des  Copernicus  unerschrocken  den  Scheiterhaufen 
bestieg,  den  letzten  Blick  auf  jenen  Himmel  heftend,  auf  dessen  Allein- 
besitz seine  unmenschlichen  Scharfrichter  Anspruch  machten,  und  so  die 
unüberwindliche  Standhaftigkeit,  Erhabenheit  und  Festigkeit  seiner  Begriffe 
tmd  Ueberzeugungen '  durch  den  Augenschein  erweisend.  Der  Asche  jenes 
Scheiterhaufens  entnahm  die  Wissenschaft  zwei  Begriffe:  Erstens,  daas  im 
unbestimmten  und  grenzenlosen  Räume  unzählbare  Welten  gleichzeitig  be- 
stehen; zweitens,  dass  unzählbare  Welten  in  einer  nicht  minder  gren- 
zenlosen Zeit  sich  aufeinander  folgen.  Diese  Ideen  erfüllten  Kepler* 6 
Seele  mit  Begeisterung  und  Wunder,  und  ermunterten  ihn  in  seinen 
Studien,  so  sehr,  meint  Berti,  dass  man  dem  Einflüsse  dieser  Begriffe 
einige  der  schönsten  Blätter  des  Sternkundigen  von  Weil  zu  verdan- 
ken hat.  Beide,  Bruno  und  Kepler,  klatschen  mit  dichterischen 
Tönen    der  Harmonie    der   Gestirne    lauten    Beifall    zu;    während   aber 
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Kepler  sieb  beugt  und  zu  Gott  dem  Scböpfer  betet,  identificirt  sich 
Bruno  mit  demselben,  weil  der  Uranfang  des  'Guten  Alles  ist, 
was  sein  kann,  und  selbst  nicbt  das  Beste  wäre,  wenn  es  nicbt  Alles 
wäre. 

Bruno  lebte  noch,  als  schon  bei  der  Universität  von  Pisa  in  einem  sehr 
jungen  Alter  Galileo  lehrte,  und  die  erhabene  Persönlichkeit  dieses  gros-  - 
sen  Italieners  wird  von  Berti  in  seiner  ganzen  Vollständigkeit  dargestellt. 
Die  Entdeckungeji  von  Galileo,  die  von  ihm  überstandenen  Processe,  weil 
er  Worte  des  Heils  und  der  Wahrheit  den  Worten  der  Heiligen  vorgezogen 
hatte,  seine  beständigen  Anstrengungen,  um  die  Hindernisse,  seine  Gedan* 
ken  und  Gesinnungen  offenbaren  zu  können,  wegzuschaffen,  das  feindische 
Anstürmen  der  Peripathetiker  und  der  Theologen,  die  durch  des  Pisa- 
ners Telescop  eine  von  der  ihrigen  ganz  verschiedene  Natur  erblickten, 
alles  dies  wird  von  Berti  erklärt  und  bewunderungswürdig  erläutert. 
Die  wenig  übereinstimmenden  Meinungen  über  den  Process  des  Galileo 
sind  bekannt,  und  wir  wissen  es  Berti  Dank,  dass  er  diesen  Streit- 
punkt in  neue  Prüfung  gezogen  hat,  indem  er  sehr  viele  unausgegebene 
und  andere  sehr  wenig  bekannte  Documente,  die  er  in  der  Folge  sam- 
melte, zu  langen  und  mühevollen  Untersuchungen  benutzte. 

Nach  Berti* 8  Meinung  sind  drei  Hauptpunkte  zu  berücksichtigen: 
1.  der  Brief  von  Galileo  an  Benedict  Castelli,  mit  dem  der  Process 
anfllngt;  2;  die  Untersuchung  des  Buches  der  Sonnen f) ecken,  mit 
welcher  er  fortgesetzt  wird;  3.  zum  Beschluss  die  Warnung  des  Inqui- 
sitionsgerichts und  das  Decret  der  Indexcongregation,  mit  dem  er  endigt. 

Aus  den  zum  erwähnten  Briefe  von  dem  Inquisitionsgerichte  gemach- 
ten Beobachtungen^  die  nach  dem  Texte  von  Berti  angeführt  werden» 
ergiebt  sich,  dass  keineswegs  die  mehrere  Male  wiederholte  Behauptung 
bestehen  kann,  dass  Galileo  nicht  wegen  seiner  astronomischen  Lehren, 
sondern  wegen  seiner  theologischen  Meinungen  verurtheilt  worden  sei; 
dass  Berger,  Feller,  Monsignor  Marini  und  Andere  in  einer  der 
Wahrheit  untreuen  und  der  Religion  schädlichen  Weise  geschrieben  haben, 
als  sie  schrieben,  dass  Galileo  der  Meinung  war,  man  sollte  die  Be- 
wegung der  Erde  als  Glaubenslehre  anerkennen  und  durch  Stellen  der 
heiligen  Schrift  die  Meinung  stützen,  dass  die  Sonne  still  stehe  und  die 
Erde  sich  bewege;  dass,  was  Pater  Olivieri  schrieb,  kindisch  und 
romanhaft  erscheint,  nämlich  dass  das  Inquisitionsgericht  die  Copemica- 
nischen  und  Galileischen  Lehren  wegen  der  unzureichenden  Beweise,  die 
man  dafür  gab,  verboten  habe. 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  für,  die  Geschichte  dieses  schweren 
Streitpunktes  ist  ein  von  Berti  zuerst  veröffentlichter  Brief  des  Galilei 
an  eine  Person,  deren  Namen  unbekannt  ist.  Mit  vollem  Rechte  meint 
der  Verfasser,  dass  man  keine  andere  gleichzeitige  Schrift  in  Tiefsinnig- 
keit der  Lehre  und  Richtigkeit  der  Kritik  mit  diesem  Briefe  vergleichen 


1 


92  Historisch  -  literariscbe  Abtheilung. 


könne.  In  diesem  Briefe  schliesst  Galileo:  „Die  für  mich  ganz  leichte, 
sichere  und  geschwindeste  Art,  zn  beweisen,  dass  die  Copemicaniscbe 
Hypothese  der  heiligen  Schrift  nicht  zuwider  ist,  wäre  mit  tausend  Pro- 
ben zu  beweisen,  dass  sie  eben  wahr  ist  und  dass  die  entgegengesetzte 
Ansicht  auf  keine  Weise  bestehen  kann;  denn  da  die  Wahrheit  sich  nicht 
widersprechen  kann,  so  ist  es  alsdann  nöthig,  dass  jene  und  die  heilige 
Schrift  vollkommen  übereinstimmen/* 

Und  dass  Galileo  sehr  dem  Studium  über  Copernicus  ergeben 
war  und  seine  Lehre  in  grösstem  Werthe  hielt,  beweisen  augenscheinlich 
zwei  Exemplare  des  Werkes  De  revoluiionibus  mit  vielen  von  Galileo 
gemachten  Randglossen.  Diese  zwei  Bände  bilden  jetzt  einen  Theil  der 
Galileischen  Autographensammlung  der  Nationalbibliothek  von  Florenz; 
der  eine  ist  von  der  Nürnberger  Ausgabe  des  Jahres  1543,  der  andere 
von  jener  von  Basel  des  Jahres  1566.  Die  Randglossen  des  ersteren 
sind  nicht  alle  von  der  eigenen  Hand  des  Galileo;  vielmehr  hat  Berti 
Grund  zur  Behauptung,  nur  die  erste  Randbemerkung  den  Worten  ge- 
gegenüber  „Nicolau$  Schonbergiu^  Nicoiao  Copernico^*"  rühre  von 
Galilei  her.  Die  Randglossen  des  Exemplars  der  Ausgabe  von  1566 
sind  zahlreicher  ynd  alle  eigenhändig  von  Galileo. 

Da  der  Brief  an  Castelli  keinen  Anhaltspunkt  gab,  gegen  Ga- 
lileo zu  verfahren,  untersuchten  die  theologischen  Consultoren  das  Buch 
der  Sonnen  flecken  und  berichteten,  man  müsse  die  zwei  Hauptgrund- 
sätze verwerfen,  die  man  vielmehr,  wie  folgt,  umändern  sollte: 

Propositio  prima,  Censura, 

Sol  est  centrum  mundi  et  omnino  Omnes  dixerunt  dictam  propotHio- 

imtnobilis  motu  locali,  netn  esse  stultam' et  absttrdam  in  pM' 

losophia  et  formaliter  hereticam,  qua- 
tenus  coniradicit  expresse  sententäs 
Sacrae  Scripturae  in  multis  locis,  se- 
cundum  proprietatem  verborum  et  $e- 
cundum  communem  expositionem  et 
sensum  SS,  Patrum  et  theologorum 
doctorum, 
Propositio  secunda,  Censura. 

Terro  non  est  centrum  mundi  nee  Omnes  dixerunt  haue  proposiUonem 

immöbiiis,  sed  secundum  se  totam  mo-  recipere  eandem  censuram  in  phüoso- 
vetur  etiam  motu  divrno,  phia  et  spectando  veritatem  theologicam 

ad  minus  esse  in  fide  erronea. 

Die  Versammlung  des  Inquisitionsgerichts  verurtheilte  also  als  thö- 
richt  und  philosophisch  abgeschmackt  und  durchaus  ketzerisch  die  Lehre, 
welche  die  Sonne  in  den  Mittelpunkt  unseres  Planetensystems  setzt,  und 
ebenso  thöricht  und  abge6chmackt  in  Philosophie,  und  was  den  Glauben 
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anbelangt,  mindestens  irrig  jene,  die  nicht  die  Erde  als  Centmm  der 
Welt  annimmt  und  ihr  den  täglichen  Umlauf  um  sich  selbst  herum  bei- 
legt. Und  da  in  diesen  Beschlüssen  weder  das  Buch  der  Sonnen- 
flecken,  noch  jenes  von  Copernicus  erwähnt  wird,  so  folgert  richtig 
Berti,  dass  das  Inquisitionsgericht  die  neue  Lehre  au  und  für  sich  selbst 
verwarf  und  verurtheilte ,  abgesehen  von  jeder  Beziehung  zu  den  oben 
angeführten  Büchern.  Deshalb  meint  der  Verfasser,  dass,  obgleich  Viele 
und  Oalileo  selbst  geglaubt  haben,  dass  es  in  dem  Rechte  der  Gelehr- 
ten stände,  sie  ex  supposilione  beizubehalten,  dennoch  die  durchaus 
bestimmten  Ausdrücke,  in  welchen  jene  Beschlüsse  verfasst  sind,  eine 
solche  Erklärung  zweifelhaft  machen.  Jedoch,  wie  auch  deren  Sinn  sein 
möge,  gewiss  ist  es,  dass  durch  die  in  der  Folge  dem  Galileo  auf  Be- 
fehl des  Papstes  vom  Cardinal  Bellarmino  auferlegte  Verpflichtung 
ihm  auch  das  Recht,  sich  derselben  als  Hypothese  bedienen  zu  können, 
genommen  worden  ist. 

Die  Persönlichkeit  des  Bellarmino  wird  lebhaft  von  Berti  geschil- 
dert. Dieser  Cardinal  war  zweifellos  der  gelehrteste  und  ansehnlichste 
Mann,  der  im  Gerichte  der  Inquisition  sass:  in  und  ausser  dem  Vatican 
äusserst  mächtig,  hatte  er  einen  grossen  Antheil  an  der  Verurtheilung 
des  Bruno,  verfasste  und  sprach  die  Warnung  gegen  Galileo  aus, 
corrigirte  das  Buch  von  Copernicus,  —  kurz^  er  war  der  Vertreter 
der  religiösen  Autorität  in  allen  ihren  Verhältnissen  zu  dem  Weltlichen, 
und  während  eines  Zeitraumes  von  mehr  als  20  Jahren  war  er  die  Per- 
sonificirung  des  Widerstandes  gegen  die  Wissenschaft ,  oder  der  Anstreng- 
ungen, um  die  Wissenschaft  zu  einer  Sclavin  der  Theologie  zu  machen. 

Berti  unternimmt  nicht,  uns  den  berühmten  Cardinal  mit  der  fehler- 
haften Methode  abgetrennter  Anführungen  zu  beschreiben,  wie  es  einer 
gewissen  Classe  Kritiker  zu  thun  gefallt,  die  geneigt  sind,  durch  jed- 
wedes Mittel  vielmehr  ihre  Aufgabe,  als  jene  der  Wahrheit  zu  beweisen, 
wohl  aber  mit  der  Kraft  und  der  Wirksamkeit  eines  wohlgeordneten 
Ganzen  von  Vernunftschlüssen  und  Thatsachen.  Berti  studirt  den 
Bellarmino  in  seinen  Büchern,  welche  jener  dialectischen  Gaben  er- 
mangeln, die  dem  Geiste  Kraft  geben  und  ihn  in  das  Innerste  des  Ge- 
genstandes zu  dringen  befähigen.*  So  macht  es  uns  Berti  begreiflich, 
dass  Bellarmino,  gewohnt,  in  der  Ueberlieferung  das  höchste  Kenn- 
zeichen der  Wahrheit  anzuerkennen,  und  instinctmässig  Allem  zuwider, 
was  von  jener  sich  entfernte,  und  der  nur  den  erhabensten  Geistern 
eigenen  Forschungskraft  verlustig,  zu  philosophischen  und  streng  wissen- 
schaftlichen Untersuchungen  untauglich  war.  Vollends  dem  Galileo 
gegenübergestellt  und  zu*  dessen  Ankläger  und  Richter  gemacht,  tritt  er 
in  das  wahre  Licht,  wird  er  kaum  des  Mitleids  würdig. 

Ein  jetzt  durch  Berti  zum  ersten  Male  veröffentlichter  Brief  an  Pa- 
ter Anton  Foscarini  offenbart  die  Verwirrung,  die  in  Bellarmino^s 
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Sinne  Über  die  Lehren^  die  er  benrtheilen  sollte,  herrschte,  indem  sich 
ans  demselben  mit  der  grössten  Klarheit  darthat,  dass  Galileo  ver- 
langte, dass  man  die  Copernicanische  Lehre  als  Glaubensartikel  an- 
erkenne, dass  dagegen  Bellarmino  die  entgegengesetzte  Lehre  der 
Unbeweglichkeit  der  Erde  zu  einer  solchen  Würde  erhob. 

So  ist  es,  wie  die  beiden  Grundsätze:  Trennung  der  Wissenschaft 
von  der  Religion  und  Abhängigkeit  der  ersten  von  der  zweiten  zusam- 
menstossen ,  der  eine  in  der  Person  des  Mathematikers  von  Pisa,  der 
andere  in  jener  des  Cardinais  von  Montepulciano. 

Auf  den  ebenerwähnten  Brief  und  auf  die  von  Theologen  ihm  ent- 
gegengesetzten Einwendungen  antwortete  Galileo  mit  drei  noch  au 
gedruckten,  aber  von  Berti  gesehenen  Briefen,  in  welchen,  da  er  ohne 
Rückhalt  seine  Gedanken  darstellt,  noch  mehr  der  Abstand  zwischen 
beiden  Grundsätzen  hervortritt,  und  hier  bezeichnet  er  mit  sicherer  Hand 
die  Grenzen,  innerhalb  welcher  er  sich  zu  halten  gedenkt.  Seine  Ge- 
wohnheit der  Beobachtung,  seine  grosse  Liebe  zur  Wahrheit,  die  Achtung, 
die  er  für  Thatsachen  hegt,  die  Kritik,  mit  welcher  er  sie  durchforscht, 
zwingen  ihn  bei  Streitfragen,  der  Wahrheit,  und  nur  der  Wahrheit  allein 
zu  dienen. 

Und  hier  machen  wir  einen  Zwischensatz  und  nehmen  von  einem 
Versprechen  Act.  Berti  macht  sich  in  diesem  Buche  zu  einer  zweiten 
Auflage  seiner  Lebensbeschreibung  von  (^ordano  Bruno  anheischig 
und  lässt  auch  zugleich  unverzüglich  eine  vollständige  Ausgabe  der  Oii- 
ginalacteu  des  Processes  von  Galileo,  in  deren  Besitz  er  seit  langer 
Zeit  ist,  hoffen.  Es.  war  zuerst  seine  Absicht,  sie  als  Anhang  zu  einer 
Arbeit  über  das  Leben  von  Galileo  und  die  wissenschaftliche  Philo- 
sophie im  XVI.  Jahrhundert  zu  veröffentlichen;  aus  Furcht  aber,  dass 
die  ersehnte  Veröffentlichung  eine  zu  grosse  Verspätung  erleiden  könnte, 
verspricht  er,  in  einem  Separatbande  die  Acten  der  zwei  Processe  von 
Galileo,  wie  er  sie  aus  dem  1102.  Bande,  den  mau  in  dem  geheimen 
Archiv  des  Vaticans  aufbewahrt,  abgeschrieben  hat,  herauszugeben. 

Der  zweite  Process  gegen  Galileo  entstand  aus  der  Heransgabe 
der  Gespräche  über  die  zwei  grössten  Weltsysteme.  Nach  dem,  was 
Berti  für  richtig  hält,  irren  sich  sehr  jene  Schriftsteller,  welche,  diesen 
zweiten  Process  mit  dem  ersten  verwechselnd,  glauben,  dass  man  in 
diesem  zweiten  neuerdings  den  Werth  der  Copernicanischen  Lehre  unter- 
sucht habe,  ohne  zu  bedenken,  dass  man  diese  schon  als  eine  äbgethane 
Sache  halten  sollte,  und  ebenso  sollte  man  für  ausgemacht  halten,  dass 
Galileo,  ohne  sich  stark  der  Ketzerei  verdächtig  zu  machen,  darüber 
auf  keine  Weise  reden  durfte,  noch  konnte.  *Thatsächlich ,  wie  Berti 
beweist,  verlangte  man  nicht  von  Galileo  in  diesem  zweiten  Processe  neue 
Beweise,  noch  strengte  er  sich  an,  irgend  einen  Grund  vorzubringen, 
um  einer  als  ketzerisch  und  abgeschmackt  verurtheilten  Lehre  zu  nützen; 
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er  beschränkte  sieb  also  nnr,  zu  sagen,  dass  er  in  seinen  Gesprächen 
nicht  der  Meinnng  war,  deren  Wahrheit  zu  bestimmen,  wohl  aber  die 
Grtlnde,  die  dafür  und  dagegen  ständen,  darzustellen,  und  dass  er  sie 
mit  der  Erlaubniss  der  rechtmässigen  Obrigkeit  dem  Drucke  habe  über- 
geben lassen.  Die  Folgen  dieses  Processes  sind  wohl  bekannt.  Am 
22.  Juni  schwur  Galileo  Galilei  vor  seinen  Richtern  kniend  die  Co- 
pernicanische  Lehre  ab.  Die  Gespräche  der  grössten  Systeme  wurden 
auf  den  Index  gesetzt. 

Die  Verurtheilung  des  Galilei  setzte  dem  Kampfe  kein  Ende.  Im 
Jahre  1693,  also  40  Jahre  und  mehr  nach  dem  Tode  von  Galileo, 
schrieb  Baldigiani  aus  Rom  an  Viviani:  „Ganz  Rom  steht  in  Har- 
nisch gegen  die  Mathematiker  und  die  Phy sico  -  Mathematiker'^  und  in 
demselben  Jahre  schrieb  ebenfalls  aus  Rom  Alexander  Aldobrandini: 
,,Es  handelt  sich  darum,  40  der  besten  Schriftsteller  zu  verbieten,  die 
über  die  neuen  Wissenschaften  handeln,  und  unter  diesen  auch  unsern 
armen  Galileo.**  Wittenberger  Theologen  zeigten  sich  nicht  minder 
feindselig  gegen  die  Unabhängigkeit  der  Wissenschaft,  als  Römische. 
Luther  und  Melanchthon  sind,  was  dies  anbelangt,  nicht  nachgiebi- 
ger als  Bellarmino.  Sowohl  die  Reformatoren,  als  die  Römischen 
Theologen  kamen  in  dem  Grundsatze  überein,  dass  die  Wissenschaft  von 
der  heiligen  Schrift  ihre  Regelung  und  Richtung  anzunehmen  habe. 

Die  Entdeckung  der  neuen  Welt  und  die  Reformation,  schreibt 
Berti,  von  denen  die  Neuzeit  benannt  wird,  bewirkten  in  der  mensch- 
lichen Gesellschaft  keine  so  grosse  Veränderung,  wie  die  Bücher  von 
Copernicus  und  Galileo  und  die  Erfindung  des  Femrohres.  Diese 
zwei  Männer  sind  in  der  Geschichte  der  Wissenschaft  untrennbar.  Sie 
haben  verschiedene  Schicksale  des  Lehens;  aber  die  Bescheidenheit,  die 
Liebe  zur  Wahrheit  und  die  Stand haftigkeit,  sie  zu  suchen,  haben  sie 
gleich.  Beide  verfahren  so  behutsam  in  ihren  Behauptungen,  dass  sie 
kaum  eine  Hypothese  vorauszusetzen  wagen.  Beide  erweitern  die  For- 
schungskraft  des  Geistes  durch  seltene  Begriffe  und  Lehren  und  durch 
neue,  oder  vorher  nicht  bemerkte  tiefe  Untersuchungen.  In  beiden  findet 
sich  Erhabenheit  und  Weite  des  Geistes,  Ehrfurcht  vor  der  Natur,  fast 
ausserordentliche  Originalität  und  Liebe  für  die  Wissenschaft.  Beide 
vernachlässigen  oder  achten  so  wenig  den  Ruhm,  dass  Copernicus 
sein  Buch  bei  sich  behält,  und  stirbt,  ehe  es  gedruckt  wird;  und  Ga- 
lileo in  seiner  ländlichen  Einsamkeit  betrachtet  und  schreibt  fast  ohne 
eine  Hoffnung,  dass  seine  Werke  von  den  Menschen  gelesen  werden 
können. 

Copernicus  wandte  über  30  Jahre  an,  um  sein  Buch  zu  voll- 
enden, mehr  als  30  Jahre  lang  bemühte  sich  Galileo,  um  es  zu  ver 
theidigen,  zu  erweitern,  zu  erklären.  Galileo  war  es,  der  die  wissen- 
schaftliche Augenscheinlichkeit  der  Copernicanischen  Lehre  fördernd,  sie 
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mit  vielen  Thatsacben  bekräftigte;  er  erleichterte  ferner  die  Yerstftndlich- 
keit  darcb  den  vortrefflicben  Entwarf  einer  durcb  allgemeine,  auf  alle 
Gestirne  ausgedehnte  Gesetze  gebildeten  ebenso  -  allgemeinen  Physik. 
Deswegen  behauptet  Berti  mit  Recht,  dass  die  reformirende  Thätigkeit 
des  Copernicus  auf  die  Sternkunde  beschränkt  ist,  während  jene  von 
Galileo  über  alle  physischen  Wissenschaften  sich  erstreckt. 

Wir  wissen  nicht,  ob  es  uns  gelangen  .ist,  ein  hinreichend  treues 
Bild  dieser  Arbeit  von  Berti  zu  geben;  wir  wtirden  uns  aber  glücklich* 
schätzen,  wenn  es  uns  gelangen  wäre,  dem  deutschen  Leser  einen  ge- 
ringen Theil  jener  lebhaften  Bewunderung  einzuflössen,  die  wir  diesem 
unseim  Schriftsteller  zollen ,  welcher  zu  den  Bänden  der  Geschichte  der 
Kämpfe  des  menschlichen  Geistes  um  die  Erlangung  seiner  Unabhängig- 
keit und  Freiheit  ein  neues,  sehr  glänzendes  Capitel  hinzugefügt  hat. 
Die  aufrichtigen  Freunde  der  Wahrheit  haben  allen  Grund,  Hm.  Berti 
dankbar  zu  sein,  dass  er  in  der  Behandlung  einer  Aufgabe,  die  so  sehr 
zu  hohlen  Declamationen  und  hochtönenden  Phrasen  Anlass  giebt,  sich 
lediglich  mit  dem  Gegenstande  zu  identificiren  wusste,  sich  daran  genug 
sein  liess,  der  Erklärer  jener  Geistesriesen  zu  sein,  von  denen  man  sich 
so  ungern  trennt,  wenn  man  an  das  Ende  des  gelehrten  Buches  gekom- 
men ist. 

Dr.  A.  Favaro, 

Frofesior  an  der  kOnigL  üniTextitftt  su  Padiuu 


Galileo  Galilei  und  die  Römische  Curie,  nach  den  authentischen  Quellen 
von  Karl  von  Gebler.  Stuttgart,  Verlag  der  J.  G.  Gotta'schen 
Buchhandlung.     1876. 

Wir  haben  bereits  in  der  AUg.  Zeitung  (Nr.  93  Beilage  und  Nr.  94 
des  Jahrg.  1876)    eine  eingehende   Besprechung  dieses  27   Druckbogen 
starken   Buches    veröffentlicht   und   dabei  unsere  Uebereinstimmung  mit 
den  Ansichten  des  Verfassers  kundgegeben.     Wir  können  uns  fast  darauf 
beschränken,  hier  einfach  auf  unser  citirtes  ausführliches  Referat  zu  ver- 
weisen,  da   es   in  dem  Werke  selbst  sich  wesentlich  um  Dinge  handelt, 
welche  seit    1864   den   Lesern   unserer  Zeitschrift  in  grosser  Häufigkeit 
und  mit  steter  Rücksichtnahme  auf  das  jüngst  eröffnete  Material  zu  Ge- 
sicht gekommen  sind  (Bd.  IX  S.  172 — 197  und  Literaturzeitung  zu  Bd.  IX, 
X,  XIII,  XVI,  XVII);  Herr  v.  Gebier  —  um  es  kurz  zu  sagen  —  steht 
auf  derselben  Seite,  wie  Wohlwill  und  Gherardi;  er  ist  davon  über- 
zeugt, dass  der  Process  des  Jahres  1633  mit  schlechten  Hilfsmitteln  be- 
gonnen und  durchgeführt  wurde,  dass  das  sogenannte  Protokoll  von  161&, 
d.  h.  jenes  unterschriftlose  Actenstück  vom  26.  Februar  1616,  nach  wel- 
chem Galilei  durch  den  Inquisitionscommissar  Bruder  Michel 
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Angelo  Segnitins  de  Lauda  das  Verbot  empfangen  habe,  die  Lehre 
von  der  Bewegung  der  Sonne  in  irgend  einer  Weise  zu  lehren,  ein 
Falsnm  ist,  muthmasslich  za  dem  Zwecke  verfertigt,  um  gegen  Galilei 
eine  Handhabe  zu  besitzen,  nm  gegen  ihn  einschreiten  zu  können.  Anch 
wir  sind  heute -noch  der  gleichen  Meinung  und  können  weder  die  Ver- 
suche, welche  Friedlein  seiner  Zeit  anstellte,  um  das  Protokoll  zu 
retten,  für  geglfickt  ansehen,  noch  die  eben  dahin  gerichteten  Bestre- 
bungen von  Prof.  Keusch  in  der  Historischen  Zeitschrift  (Jahrg.  1875) 
und  in  dem  Theologischen  Literaturblatte  (Jahrg.  1870  und  1873).  Wenn 
neuerdings,  wie  aus  der  unmittelbar  vorhergehenden  Anzeige  aus  der  treu 
berichtenden  Feder  von  Herrn  Favaro  hervorgeht,  Prof.  Berti  in  Rom 
in  seinem  von  uns  bisher  nicht  zu  Gesicht  erhaltenen  Werke  gleichfalls 
die  formelle  Richtigkeit  des  Verfahrens  gegen  Galilei  in  jedem  Punkte 
behauptet,  wenn  er  sich  dabei  auf  seine  genaue  Kenntniss  sämmtlicherf 
Acten  beruft,  deren  Veröffentlichung  er  in  Bälde  zusagt,  so  müssen  wir 
einfach  unser  Urtheil  bis  zu  jener  Veröffentlichung  aufsparen. 

«  Nur  die  Bemerkung  können  wir  schon  heute  nicht  unterdrücken, 
dass  es  immerhin  kühn  von  Herrn  Berti  ist,  die  gewissenhaftesten  For- 
scher des  Irrthums  zu  zeihen  und  den  Beweis  des  Irrthnms  der  Zukunft 
vorzubehalten.  Das  lässt  man  sich  gefallen  in  einem  kleinen  Aufsätze, 
welcher  als  Vorläufer  einem  Buche  vorausgeschickt  wird;  bei  einem  selbst 
255  Seiten  starken  Bande  stellen  wir  wenigstens  andere  Anforderungen. 
Herr  v.  Gebier  scheint  gleich  uns  jenem  künftigen  Beweise  gegenüber 
sich  etwas  skeptisch  zu  verhalten ,  denn  in  einer  Anmerkung  sagt  er,  dass 
das  Berti* sehe  Werk  ihm  erst  zugekommen  sei,  als  die  Drucklegung 
seiner  eigenen  Schrift  nahezu  vollendet  war,  und  setzt  hinzu:  „Hingegen 
muss  ich  aber  gestehen,  dass  jenes  Werk,  welekes  den  Galil einsehen  Pro- 
cess  nur  sehr  flüchtig  berührt,  meine  Auffassung  desselben  in  keiner  Weise 
zu  modificiren  vermochte.'*  Eine  andere  italienische  Schrift:  ,,ürbano  VIII 
e  Galileo  Galilei.  Memorie  sloriche  del  sacerdoie  Sante  Pieralisi,  Bi 
bliolecario  della  Barberiniana^^  Roma  (Mailand,  Brigola)  1875,  etwa  24^ 
Druckbogen,  scheint  Herrn  v.  Gebier  ganz  unbekannt  geblieben  zu 
sein.  Auch  wir  lernten  ihren  Titel  und  einen  Theil  ihres  Inhalts  erst 
durch  die  Recension  von  Prof.  Reusch  im  Theologischen  Literaturblatt 
vom  9.  April  1876  kennen,  welche  deren  Verfasser  die  Freundlichkeit 
hatte,  uns  zuzusenden.  Pieralisi^s  Buch  enthält  offenbar  Neues  und 
Wichtiges,  unter  Anderem  einen  Brief  des  Inquisitionscommissars  an  den 
mit  dem  Papste  in  Castel  Gandolfo  verweilenden  Cardinal  Barberini 
vom  28.  April  1633,  in  welchem  über  eine  geheime  Besprechung  mit 
Galilei  vom  27.  April  berichtet  wird,  von  welcher  man  bisher  keine 
Ahnung  hatte.  Der  Versuch,  die  bekannten  fehlenden  drei  Unterschrif- 
ten unter  dem  Urtheile  über  Galilei  als  bedeutungslos  zu  schildern, 
dürfte  dagegen  verfehlt  sein.     Wenn  beispielsweise  gesagt  wird,  Cardinal 
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Barberini  habe  als  Nepote  selten  an  den  Sitzungen  theilgenommen, 
wie  es  Brauch  gewesen  sei,  so  möchten  wir  fragen,  ob  „grössere  Frei- 
heit in  der  Behanxllung  der  Geschäfte'  vorhanden  war,  ^  wenn  der  Neffe 
des  Papstes  eich  fernhielt,  der  Bruder  aber  anwesend  war?  Cardinal 
Antonio  Barberini  hat  nämlich  an  den  Verhandlungen  theilgenom- 
men,  hat  wenigstens  das  Urtheil  unterschrieben.  Aus  dem  Gebler- 
schen  Buche  müssen  wir  noch  einen  Gegenstand  hervorheben.  Der  Ver- 
fasser hM  durch  eine  genaue  Vergleichnng  sich  überzeugt,  dass  ein  ano- 
nymer Aufsatz  in  den  Historisch  -  politischen  Blättern  für  das  katholische 
Deutschland  (München  1841),  als  dessen  Urheber  von  clericaler  Seite 
(Marino  Marini,  Be,ckmann  u.  s.w.)  stets  Prof.  Clemens  in  Bonn 
genannt  wurde,  sich  vollständig  mit  einer  1872  in  Bologna  erschienenes 
nachgelassenen  Schrift  des  Dominicanergenerals  Olivieri  deckt,  des- 
,  selben ,  der  in  der  Galilei  -  Literatur  bereits  durch  das  Gespräch  bekamt 
ist,  welches  Biot  1825  mit  ihm  führte  und  welches  im  Journal  des  savants 
für  1858  abgedruckt  ist.  Dadurch  entsteht  die  Frage,  wie  diese  Iden- 
tität zu  erklären  sei?  Die  nächstliegende  Muthmassung  musste  dabin 
gehen,  eine  erst  1872  veröffentlichte,  im  Nachlasse  eines  Verstorben«! 
aufgefundene  Abhandlung  werde  wohl  eine  Uebersetzung  der  deutschen, 
in  ihrer  Mache  vortrefflichen,  wenn  auch  auf  wesentlich  falschen  Vor* 
aussetznngen  beruhenden  Arbeit  sein ,  welche  nur  von  den  Ordnern  jenes 
Nachlasses  nicht  richtig  erkannt  wurde.  Dieser  Auffassung  stand  das 
Datum  des  am  27.  September  1845  erfolgten  Todes  von  Olivieri  kei- 
neswegs entgegen,  und  für  sie  sprach  die  unlengbare  geistige  Begabung 
von  Clemens,  dem  Verfasser  des  in  seinem  Inhalte  nahe  verwandten 
schönen  Buches  „Giordano  Bruno  und  Nicolaus  von  Cusa**  (Boiln  1847). 
Es  hält  schwer,  sich  zur  Ueberzeugung  zu  bequemen,  dass  dieser  Mann 
zu  dem  Handlangerdienste  eines  blossen  Uebersetzers  sich  hergab  und 
gestattete,  dass  man  später,  1850,  während  er  noch  lebte,  in  einer  offi- 
ciellen  Schrift  ihn  als  Verfasser  nannte,  ohne  dagegen  Einsprache  su 
erheben.  Auch  dass  der  Herausgeber  Bruder  Tommaso  Bonora  vom 
Predigerorden  angiebt,  Olivieri  habe  jene  Abhandlung  1840  geschrie- 
ben (mithin  ein  Jahr  vor  Erscheinen  des  deutschen  Aufsatzes),  würde 
keine  zwingende  Gewalt  für  uns  haben,  so  zweifelsüchtig  sind  wir  un- 
bewiesenen Behauptungen  von  gewissen  Seiten  gegenüber  geworden,  seit 
wir  vor  vielen  Jahren  die  Darstellung  des  Galileischeu  Processes  durch 
Marino  Marini  studirt  haben.  Beweisend  sind  dagegen  zwei  Umstände.  ^ 
Krstens  eine  noch  vorhandene  Widmung  der  oftgenannten  italienischen 
Abhandlung  an  Papst  Gregor  XVI.,  in  welcher  Olivieri  sich  geradezu 
als  Verfasser  nennt;  zweitens  ein  französischer  Auszug,  der  im  Märzhefte 
1841  der  Pariser  Zeitschrift  V ttnivcrsite  catholigue  unter  dem  Titel  j.GnlUee  • 
ri  Vlnquisilion  romaitW  anonym  erschien  und  der  nach  einer  Aussage  de« 
Redacteurs  im  Novemberheft  1855  von  Olivieri  herrührt.     Somit  ist  es 
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unzweifelhaft  erwiesen,  dass  Olivieri  in  der  That  jene  Abhandlung  ver- 
fasste,  dass  Clemens  nur  eine  Uebersetzung  für  die  Zeitschrift  von 
Gör  res  anfertigte.  Herr  v.  Gebier  hat  gleichfalls  diese  Beiheufolge 
erkannt  und  zuerst  darauf  hingewiesen.  Die  Bemerkungen,  welche  wir 
beifügten,  mögen  zeigen,  dass  es  immerhin  nicht  ganz  überfifissig  war, 
eine  Begründung  dieser  Annahme  auszusprechen.  Cantor 


Vermisclite  Untersuchungen  zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissen- 
Schäften,  von  Dr.  Sikgmund  Günther.  Leipzig,  1876,  bei  B.  G. 
Teubner.  VII,  352  S.  mit  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten 
und  4  lithogr.  Tafeln. 

Der  Titel  giebt  schon  Rechenschaft  darüber,  was  wir  von  dem  gegen- 
wärtigen Buche  des  ungemein  productiven,  auf  historisch -mathematischem 
Gebiete  wohlbewanderten  Schriftstellers  zu  erwarten  haben.  Es  ist  kein 
zusammenhängendes  Werk,  welches  er  uns  bietet;  es  ist  vielmehr  nur 
eine  Sammlung  von  sieben  Abhandlungen  zur  Geschichte  der  Mathematik 
und  theilweise  auch  der  Physik,  gewissermassen  ein  Band  einer  histo- 
risch-mathematischen Zeitschrift,  an  welcher  Herr  Günther  als  alleiniger 
Mitarbeiter  sich  betheiligt  hätte.  Wir  müssen  demgemäss  auch  von  einem 
Urtheile  über  das  Buch  für's  Erste  absehen  und  statt  dessen  Urtheile 
über  die  einzelnen  Aufsätze  aussprechen ,  welche  der  Verfasser  in  seiner 
Inhaltsübersicht  nur  sehr  uneigentlich  Capitel  nennt. 

Er  beginnt  mit  der  geschichtlichen  Entwickelung  der  Lehre 
von  den  Sternpolygonen  und  Sternpolyedern  in  der  Neuzeit. 
Referent  ist  gewiss  der  Letzte,  welcher  einen  Tadel  darüber  aussprechen 
möchte  und  dürfte,  wenn  ein  Schriftsteller  von  dem  ausdrücklich  genann- 
ten Thema  nach  einer  oder  der  andern  Richtung  hin  sich  entfernt,  aber 
erwähnen  wollen  wir,  dass  hier  in  der  That  ziemlich  Vieles  mitgetheilt 
wird,  was  genau  genommen  nicht  unter  jenen  Titel  unterzubringen  ist  So 
behandelt  er  die  ganze  Frage  nach  den  durch  gerad-  und  krummlinig 
sich  schneidende  Linienverbindungen  hervorgebrachten  Flächenräumen, 
und  Girard^s  Eintheilung  der  Vielecke  in  Arten  muss  sich  ebenso,  wie 
der  Euler^sche  Satz  über  die  Polyeder  in  den  weit  angelegten  Plan 
einfügen.  Von  besonderem  Interesse  dürften  für  viele  Leser  die  zu  wenig 
gekannten  Arbeiten  des  Göttinger  Mathematikers  Meister  sein,  der,  in 
vielen  Dingen  seinem  Jahrhundert  vorauseilend,  sogar  schon  im  Besitz 
von  Gedanken  war,  welche  denen  unserer  Zeit  über  Cnrvenverzweigungen 
nicht  unähnlich  sind.  Dass  auch  Poinsot^s  berühmte  Abhandlung  in 
dem  Berichte  des  Herrn  Günther  nicht  zu  kurz  kommt,  versteht  sich 
von  selbBt.  Die  grosse  Vollständigkeit,  welche  Herr  Günther  angestrebt 
und|  soweit  wir  sehen,  auch  erreicht  hat,  möge  uns  als  Entschuldigung 


100  Historisch -literariscbe  Abtheilung. 


'  ^  .» ,/<^  ^  ^  X  y^^^  ^*  ••*"" 


dienen,  wenn  wir  noch  eine  kleine,  an  sich  nicht  gerade  wichtige  Er- 
gänzung beifugen.  Aus  den  Compies  rendus  der  Pariser  Akademie  der 
Wissenschaften  ist  bekannt,  dass  Graf  Leopold  Hugo  verschiedene 
antike  Polyeder  in  Alterthumsmuseen ,  z.  B.  im  ägyptischen  Museum  des 
Louvre,  aufgefunden  hat,  eine  Entdeckung,  welche  möglicherweise  Be- 
deutung gewinnen  kann,  wenn  es  gelingen  sollte,  das  Alter  jener  Spiel- 
zeuge zu  bestimmen  und  dadurch  Gewissheit  über  ein  vielleicht  sehr 
frühes  Datum  zu  erhalten ,  zu  welchem  die  regelmässigen  Körper  bekannt 
waren.  Graf  Hugo,  welcher  einem  gewissen  Zahlenmysticismus  huldigt, 
machte  nun  in  einem  wenig  verbreiteten  Schriftchen  j^La  ValhaUa  des 
Sciences  pures  ei  applique'es^^  (Paris  1875)  auf  folgendes,  gewiss  nur  zu- 
fälliges Zusammentreffen  aufmerksam:  Apollo  und  die  neun  Musen  sind 
an  Zahl  den  neun  Ziffern  von  1  bis  9  und  der  Null  gleich;  dieselbe 
Zahl  liefern  die  Kugel,  die  fünf  platonischen  regelmässigen  Körper  und 
die  vier  Sternpolyeder;  endlich  sind  unter  den  Zahlen  von  1  bis  9  neben 
fünf  Primzahlen  vier  zusammengesetzte  Zahlen  vorhanden,  welche  den 
Sternpolyedern  verglichen  werden! 

Die  Lehre  von  den  aufsteigenden  Kettenbrüchen  in  ihrer 
geschichtlichen  Entwickelung  bildet  den  zweiten  Aufsatz.  Dass 
dafür  ein  zur  Darstellung  auf  43  Druckseiten  ausreichendes  Material  sich 
gefunden  haben  sollte,  erschien  uns  beim  ersten  Anblick  wunderbar.  Um 
so  begreiflicher  wird  aber  dieser  Reichthum,  wenn  man  sich  daran  ge- 
wöhnt, mit  Herrn  Günther  auch  die  Lehre  von  den  Decimal-  und 
Sexagesimalbrtichen  hierher  zu  ziehen ,  ein  Verfahren ,  welches  ungewohnt 
sein  mag,  dem  man  aber  die  Berechtigung  gewiss  nicht  versagen  kann. 
Weit  zweifelhafter  ist  es  uns,  ob  die  ägyptisch  -  griechischen  Stammbrüche 
wirklich  hierher  gehören,  da  der  Fall,  dass  die  Nenner  der  in  einer 
Rechnung  auftretenden  Stammbrüche  lauter  Ergebnisse  fortgesetzter  Mul- 

tiplication  sind,  die  Brüche  also   —,-77  -1—  »  •••   heissen,    zwar  für  die 

a     ab    abc 

Praxis  der  bequemste  ist,  aber  keineswegs  allein  oder  auch  nur  als  häu- 
figster vorkommt.  Wir  sind  es  übrigens  dem  Verfasser  schuldig,  zu  be- 
merken, dass  er  keineswegs  eine  solche  Behauptung  aufstellt,  vielmehr 
zugiebt ,  dass  jene  antiken  Stammbrüche  einen  aufsteigenden  Kettenbrnch 
oder  eine  Summe  von  solchen  darbieten.  Soll  auch  aus  diesem  Aufsatze 
eine  besondere  Stelle  der  Aufmerksamkeit  der  Leser  empfohlen  werden, 
so  sei  es  die  Darstellung  von  Lagrange* s  und  Lambert* s  hier  ein* 
schlagenden  Arbeiten,  welche  seither  fast  der  Vergessenheit  anheimgefallen 
waren,  und  der  Nachweis  der  Erfindung  des  sogenannten  abgekürzten 
Multiplications Verfahrens  bei  Decimalbrüchen  durch  Jobst  Bürgi. 

Das  Newton^sche  Parallelogramm  und  die  Kramer-Pni- 
seux^sche  Regel  folgt  nunmehr.  Aus  einer  Gleichung  /'(Ä',.y)  =  0, 
deren  Functionalzeichen  f  eine  rationale  algebraische  Function  bedeutet, 
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eine  neue  Gleichnog  y  =  2ra„a:"  abzuleiten,  in  welcher  n  irgend  ratio- 
nale Werthe  besitzt,  deren  Aufeinanderfolge  einem  Gesetze  genüge,  das 
ist  die  allgemeinste  Aufgabe  der  Theorie  der  Gleichungen.  Newton 
hat  bereits  in  seiner  Melhodus  fluxionum  ein  empirisches  Verfahren  zur 
näherungsweisen  Lösung  dieser  Aufgabe  kennen  gelehrt.  Kaum  war  das 
New  tonische  Parallelogramm  1736  durch  den  Druck  bekannt  gegeben, 
als  vorsthiedene  Schriftsteller  zur  Erläuterung  seiner  Methode  schritten. 
Den  ersten  gründlichen  Beweis  derselben  gab  1750  Cramer  in  seiher 
Introduciion  ä  Vanalyse  des  lignes  courbes  algebriques,  demselben  Werke, 
welches  auch  für  die  Lehre  von  der  Elimination  Epoche  bildet;  ausführ- 
licher noch  war  die  1794  veröffentlichte  Darstellung  von  Kästner. 
Aber  jeder  Satz  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  hat  auch  eine  geo- 
metrische Bedeutung,  und  wenngleich  erst  seit  dem  zweiten  Drittel  un- 
seres Jahrhunderts  etwa  mit  immer  deutlicherem  Bewüsstsein  auf  diesen 
Dualismus  eingegangen  wurde,  so  war  muthmasslich  bereits  bei  Newton 
eine  anticipirende  Anwendung  dieser  Methode  vorhanden.  Ihr  entspricht 
die  Abhandlung  Puiseux*:  ^^Hecherches  sur  ies  fonctions  alg^hriques'"  in 
dem  Journal  des  mathematiques  für  1850,  und  dieser  Abhandlung  zu  Ehren 
hat  Herr  Günther  die  Ueberschrift  seines  Aufsatzes  gebildet.  Wer 
einen  Einblick  in  das  allmälige  Werden  der  modernsten  Dntersuchungs- 
gebiete  sich  verschaffen  will,  wird  gerade  diesen  Aufsatz  zum  Gegen- 
stande fruchtbringenden  Studiums  machen ;  allerdings  wird  der  Leser  aber 
die  Geneigtheit  zu  einem  wirklichen  Studium  mitbringen  müssen,  denn 
leicht  ist  dieser  Aufsatz  nicht  geschrieben. 

Historische  Studien  über  die  magischen  Quadrate.  Auf 
etwas  über  fünf  Druckbogen  sich  erstreckend,  bildet  diese  Abhandlung 
für  unsern  Geschmack  den  hervorragendsten  Theil  des  uns  vorliegenden 
Bandes.  Der  Verfasser  war  hier  in  der  Lage,  wirklich  neues  Material 
zu  verarbeiten ,  und  zwar  nach  zwei  Kichtungen.  Er  hatte  es  zu  thun 
mit  bisher  nur  handschriftlich  Vorhandenem,  aber  auch  mit  bereits  Ge- 
drucktem und  bisher  Unverstandenem.  In  beiden  Fällen  ist  er  seiner 
Aufgabe  gleich  gerecht  geworden.  Die  nunmehr  durch  ihn  veröffent- 
lichte Schrift  des  byzantinischen  Gelehrten  Moschopulos,  wahrschein- 
lich ans  dem  Anfange  des  XV.  Jahrhunderts,  die  jetzt  verständlich  ge- 
machten Methoden  des  Michael  Stifel  aus  der  Mitte  des  XVI.  Jahr- 
hunderts sind  Leistungen  Gtinther^s,  in  welchen  er  keine  Vorgänger 
besitzt  und  welche  er  mit  dem  namentlich  von  Mollweide  bereits  ver- 
arbeiteten Material,  aber  auch  mit  den  ziemlich  zahlreichen,  später  als 
1823  entstandenen  Forschungen  glücklich  zu  verschmelzen  wusste.  Wir 
wollen  bezüglich  des  Moschopulos  nur  Eins  hervorheben,  was  Herr 
Günther  in  einer  kurzen  Randnote  ausspricht,  was  aber,  wie  uns  scheint, 
der  weitesten  Beachtung  werth  ist:  dass  nämlich  hier  zuerst  der  Aus- 
druck einer  „cyklischen  Aneinanderreihung**  auftritt,  wo  von  einem  geo- 
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metrischen  Kreise  keine  Rede  ist.  Herr  Günther  verweist  femer  gleichfalls 
fiir  den  Text  des  Moschopnlos  auf  Nesselmann,  Algebra  der  Grie- 
chen, S.  125,  um  die  griechische  Sitte  mit  Beispielen  zu  belegen,  welche  bei 
dem  Bestimmen  des  Stellen werthes  der  Glieder  einer  Reihe  Anfang-  und 
Endglied  zählt.  Zur  Ergänzung  bemerken  wir,  dass  das  Gleiche  in  den 
beiden  französischen  Ausdrücken  huii  jours,  quime  jours  der  Fall  ist, 
während  die  deutsche  Sprache  mit  auffallendem  Wechsel  des  Gedankens 
in  griechischer  Weise  von  8  Tagen,  dann  aber  nicht -griechisch  von  14, 
statt  von  15  Tagen  redet. 

Der  V.  Aufsatz:  Skizzen  aus  der  Logarithmotechnie  des 
XVIL  und  XVIII.  Jahrhunderts,  behandelt  aphoristisch  drei  voneinan- 
der durchaus  verschiedene  Gegenstände:  Erstlich  wird  wiederholten  Irrtbü- 
mern  gegenüber  der  Nachweis  geführt,  dass  Neper^s  Logarithmen  durchaus 
nicht  mit  den  natürlichen  Logarithmen  verwechselt  werden  dürfen;  zwei- 
tens wird  der  Verdienste  von  Johann  BernouUi  III.  um  die  Berechnung 
der  Proportional th eile  gedacht;  drittens  wird  der  Gedanke  der  sogenann- 
ten Gauss' sehen  Additions-  und  Subtractionslogarithmen  bis  zum  An- 
fang des  XVIII.  Jahrhunderts  zu  rück  verfolgt,  wo  er,  wie  es  scheint,  ziemlich 
gleichzeitig  im  Besitze  des  Basler  Gelehrten  Hermann  und  eines  Stadt- 
arztes von  Glatz  Muschel  von  Mosch  au  gewesen  zu  sein  scheint. 

In  dem  nun  folgenden,  gleichfalls  kürzeren  Aufsatze:  Zur  Ge- 
schichte der  jüdischen  Astronomie  im  Mittelalter,  kommt  es 
auf  Neumondsberechnungen  an,  welche  in  der  jüdischen  Chronologie 
eine  wichtige  Rolle  spielen.  Mag  auch  die  eigentlich  gestellte  Frage 
noch  nicht  abschliessend  beantwortet  werden  können,  so  hat  Herr  Gün- 
ther sich  doch  jedenfalls  das  Verdienst  erworben,  hier  auf  eine  nocb 
nicht  bearbeitete  Richtung  historisch  mathematischer  Forschung  hingewie- 
sen zu  haben,  bei  welcher  auch  nebenbei  mancherlei  Fund  zu  machen 
ist,  wie  wir  z.  B.  mit  dem  Verfasser  übereinstimmend  den  mittelalter- 
lich jüdischen  Näherungswerth  y2  =  ^  für  höchst  interessant  halten. 

Endlich  begegnen  wir  in  der  Quellen  massigen  Darstellung 
der  Erfindnngsgeschichte  der  Pendeluhr  bis  auf  Huygbens 
einer  neuen  Bearbeitung  eines  von  demselben  Verfasser  vor  einigen  Jahren 
in  den  Sitzungsberichten  der  Erlanger  physikalisch  -  medicinischen  Socie- 
tat  .veröffentlichten  Aufsatzes.  Frühere  Forschungen  von  van  S win- 
den und  Alb  er  i,  welche  damals  dem  Verfasser  noch  nicht  bekannt 
waren  und  von  denen  die  erstgenannten  in  der  That  auch  nur  dem  Na- 
men nach  kaum  irgend  einem  Historiker,  mit  Ausnahme  Poggendorff^Si 
gegenwärtig  gewesen  sein  mögen ,  sind  nunmehr  nach  Verdienst  berück- 
sichtigt und  haben  die  Untersuchung  zu  einem  abgerundeten  Schlüsse 
führen  lassen. 

Dies  sind  die  Abhandlungen,  welche  uns  vereinigt  geboten  werden. 
In   allen   zeigt  sich  Herr  Günther   als  der  fleissige  Geschichtsschreiber 
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von  colossaler  Belesenheit,  als  welchen  ihn  auch  die  Leser  seiner  ande- 
ren Schriften  in  dieser  Zeitschrift,  wie  anderwärts  wiederholt  kennen  ge- 
lernt haben.  Wir  sind  überzeugt,  dass  dieses  unser  Urtheil  von  allen  Ken- 
nern des  Faches  bestätigt  werden  wird ,  und  können  mit  gutem  Gewissen 
Jeden,  der  für  historisch -mathematische  Studien  im  Allgemeinen  oder 
für  die  in  den  genannten  Abhandlungen  behandelten  Gegenstände  sich 
interessirt,  auf  diesen  Band  als  Quelle  reicher  Belehrung  verweisen. 

Cantor. 


Die  Elemente  der  projeotivisclien  Oeometrie  in  synthetischer  Behandlung. 
•  Vorlesungen  von  Dr.  Hermann  Uankel.     Leipzig  1875. 

Aus  den  nachgelasseneu  Schriften  des  Prof.  Dr.  Hermann  Han- 
kel  sind  von  Dr.  Axel  Harnack  „Die  Elemente  der  projecti vischen 
Geometrie.  Vorlesungen  von  Dr.  Hermann  Hankel'*  herausgegeben 
worden.  Sie  enthalten  in  einer  anregend  geschriebenen  Einleitung  eine 
historische  Uebersicht  des  Entwickelungsganges  der  neueren  Geometrie, 
deren  Hauptvorzug  im  Gegensatz  zur  Geometrie  der  Alten  dahin  charak* 
terisirt  wird,  dass  sie  den  Zusammenhang  geometrischer  Gestalten  in 
allem  Wechsel  und  aller  Veränderlichkeit  ihrer  figürlich  vorstellbaren 
Lage  zu  erkennen  sucht.  —  l)ie  Elemente  zerfallen  in  sieben  Abschnitte. 
In  den  beiden  ersten  Paragraphen  wird  die  Theorie  des  Doppelverhält- 
nisses und  dessen  projectivische  Eigenschaft  mittelst  Rechnung  entwickelt. 
Indem  der  Werth  des  Doppelverhältnisses  gleich  —  1  gesetzt  wird,  ergiebt 
sich  das  harmonische  Doppelverhältniss  und  der  natürliche  Uebergang 
zum  folgenden  Paragraphen,  welcher  die  harmonischen  Eigenschaften  des 
vollständigen  Vierecks  und  Vierseits  enthält.  Zunächst  wird  für  den 
Hauptsatz,  dass  jede  Diagonale  von  den  beiden  anderen  harmonisch 
getheilt  wird,  der  Beweis  gegeben,  den  Steiner  in  seinem  Werkchen 
„Die  geometrischen  Constructionen,  ausgeführt  mittelst  der  geraden  Linie 
und  eines  festen  Kreises**  mitgetheilt  hat  und  der  unmittelbar  aus  den 
projectivischen  Eigenschaften  des  Doppel  Verhältnisses  sich  ergiebt;  dann 
ein  anderer,  der  auf  der  Methode  der  Projection  beruht,  angeführt.  Im 
weitern  Verlaufe  werden  die  aus  diesem  Satze  sich  ergebenden  Construc- 
tionen, die  mit  blosser  Hilfe  des  Lineals  ausgeführt  werden  können,  be- 
sprochen und  zum  Schlüsse  wird  die  Bemerkung  gemacht,  dass  man 
mittelst  des  Lineals  allein  Massverhältnisse  nur  dann  construiren  kann, 
wenn  irgend  ein  metrisches  Verhältniss  gegeben  ist.  Hier  hätte  viel- 
leicht näher  auf  die  citirte  Steiner^  sehe  Schrift  eingegangen  und  gezeigt 
werden  können,  dass  mit  alleiniger  Benutzung  des  Lineals  und  eines 
festen  Kreises  alle  geometrischen  Aufgaben  zweiten  Grades  gelöst  werden 
können,   zumal   die   in   ihr  befolgte  Methode,   wie   es  von  Kortum  go^ 
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schehen  ist  dadurch ,  dsse  er  einen  feeten  Kegekclinitt  eh  Hilfe  Dabm, 
zar  Auflösung  aller  Aufgaben  dritten  nn^  vierten  Grades  ansgedebnt 
Verden  kann.  Im  folgenden  Paragraphen  wird  zaerst  der  Satz  abgeleitet, 
dass,  wenn  eine  Strecke  //ß  in  beliebig  vielen  Punkten  C...  getheill 
wird  und  man  das  Verbältniss  AC :  BC  ein  Theilverhfiltni&s  nennt,  ein 
Product  von  Th  eil  Verhältnissen  projectivisch  ist,  wenn  die  Endpunkte 
der  getheilten  Strecke  im  ZShIer  ebenso  oft,  wie  im  Nenner  vorkommen. 
Vermittelst  desselben  und  ausserdem  durch  die  Methode  der  Project^on 
werden  die  Sätze  des  Menelaos  und  des  Ceva  abgeleitet;  für  den  leti- 
tem  wird  noch  der  von  Ceva  selbst  herrührende,  auf  statischen  Prin- 
cipten  beruhende,  Beweis  mitgetheüt.  Neben  Folgerungen  über  die  Eigen- 
schaften des  vollständigen  Vierecks,  die  gleichzeitig  mit  Hilfe  der  har- 
monischen Eigenschaften  desselben  bewiesen  werden,  werden  ans  deb 
obigen  SStzen  auch  die  abgeleitet,  dass  in  einem  Dreiecke  die  Winkel- 
halbirenden,  die  Höhen,  die  Mittellinien  sich  je  in  einem  Punkte  ach  nei- 
den. Weiterhin  wird  der  Lehrsatz  des  Menelaos  vom  Dreieck  auf  ein 
beliebiges  ebenes  Polygon  und  nebst  seiner  Umkebmug  auf  ein  viod- 
schiefes  Viereck  ausgedehnt,  wobei  der  schöne  Satz  gewonnen  wird: 
Wird  ein  windschiefes  Viereck  von  einer  Ebene  geschnitten ,  so  sind  die 
sechs  Durcbscbnittspunkte  die  Ecken  eines  vollstSndigen  ebenen  Vierseits- 
Der  Bweite  Abschnitt  führt  den  Titel;  „Das  Princip  der  Dualitit" 
entwickelt  zunächst  in  elementarer  Weise,  wie  man  sie  in  dem  citirten 
Scbriftchen  von  Steiner  findet,  die  polaren  Beziehungen  am  Kreine, 
stellt  dann  die  Definition  dualer  Figuren  anf  und  zeigt  im  folgendi-n 
ParngTaphen  erst  die  Möglichkeit  dieser  Definition,  so  dass  wohl  besser 
die  g§  2  und  3  in  ihrer  Reihenfolge  zu  vertanschen  wSren;  denn  am 
dem  ersten  Paragraphen  ergiebt  sich  durch  die  polare  ReciprocitSt  dtt 
Begriff  dualer  Figuren.  Für  zwei  duale  Figuren  wird  der  Satz  ent- 
wickelt, dass  alle  projectivisch  metrischen  Kelationen  der  einen  bei  der 
andern  sich  in  solche  verwandeln,  welche  statt  Entfernungen  sweiei 
Pnnkte  die  Sinns  der  Winkel  zwischen  entsprechenden  Geraden  enthal- 
ten, und  umgekehrt.  Nachdem  noch  die  Anwendung  der  polaren  Rfici- 
procitSt  auf  nicht  projectiviscb  metrische  Beziehungen  zur  Dmfomitiiig 
einiger  SStze  aus  der  Elementargeometrie,  so  z.  B.  des  Pytliagorüisclipa 
Lehrsatzes  und  des  Satzes  von  der  Gleichheit  der  Peripheriewinkel  Sber 
demselben  Bogen  eines  KreiscE,  gezeigt  ist,  geht  die  Darstellung  im  drit 
ten  Abschnitte  zu  den  projecli viseben  Beziehungen  von  Punktreihen  nai 
Strablenbüscbein.  Nachdem  die  geometrische  und  insbesondere  die  pio 
jectivische  Verwandtachaft  zweier  Geraden  definirt  und  mittelst  des  Dop 
pi-tverhaUqjssi;s  gezeigt  ist,  dass  dieselbe  durch  drei  Paare  homolog« 
Klementc  hesiimmt  ist,  wird  die  Aufgabe  gelöst,  ans  drei  Paaren  hoBi< 
loger  Elemente  projectivischer  Gebilde  zu  irgend  einem  Elemente  il< 
einen  Gebildes  das  homologe   des   andern   zu  constmiren.     Darauf  vir 
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ifi  §  3  durch  die  Methode  der  Projection,  sowie  durch  uumittelhare 
LagenbeziehuDgen  der  Satz  des  Desargues,  dass  die  drei  Durchschnitte 
entsprechender  Seiten  zweier  Dreiecke,  deren  Ecken  sich  auf  drei  von 
einem  Punkte  ausgehenden  Geraden  befinden,  auf  einer  Geraden  liegen, 
und  seine  Umkehrung,  die  zugleich  seine  duale  Transformation  ist,  be- 
wiesen. Später,  im  7.  Abschnitte,  ist  noch  der  Stau  dt' sehe  Beweis 
dieses  Satzes  mitgetheilt.  Als  Folgerungen  aus  ihm  wird  ein  Theil  der 
Sätze  abgeleitet,  die  man  in  S teiner^s „Systematische  Entwickelung 
der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten'^  S.  81  flgg.  findet.  In  den 
folgenden  §§  4  und  5  werden  die  metrischen  Beziehungen  projectivischer 
Gebilde  entwickelt,  verschiedene  Constructionen  der  Doppelpunkte  auf- 
'  einanderliegender  projectivischer  Gebilde  mitgetheilt  und  in  ausführlicher 
Weise  die  Bedingungen  für  die  Realität  dieser  Doppelpunkte  abgeleitet 
und  in  der  folgenden  Weise  ausgesprochen.  Sind  /  und  J'  die  Flucht- 
punkte, die  den  unendlich  fernen  Punkten  entsprechenden  Punkte,  und 
sind  Ä  und  Jf  zwei  beliebige  4iomologe  Punkte,  so  sind  die  Doppel- 
punkte reell, 

-     1.  wenn  ÄJ ,  ÄJ' ^^^ 

2.      „       AJ .  ÄJ'  ^^  und' gleichzeitig 

a)  AÄ.yÄ<^{S  oder 

b)  AA'.J'J^O  und  (A'J  +  A'jy>iAA\J'A'. 

Für  zwei  projectivische  Punktreihen  mit  imaginären  Doppelpunkten  wird 
dann  der  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  (S.  173)  benutzte  Satz  be- 
wiesen,  dass  es  stets  zwei  symmetrisch  liegende  Punkte  giebt,  von  denen 
aus  die  Entfernungen  zweier  homologen  Punkte  immer  unter  einem  Con- 
sta nten  Winkel  erscheinen. 

In  diesem  Paragraphen  erhält  man  durch  die  angewandte  Methode 
einen  Einblick,  in  welcher  unmittelbaren  Verbindung  die  analytische  und 
die  neuere  Geometrie  miteinander  stehen,  „so  dass  es  nicht  selten  einer 
nur  geringen  Modification  der  Ausdrucksweise  bedarf,  um  das  Kaisonne- 
ment  der  einen  Wissenschaft  in  die  andere  zu  Übei*tragen". 

Die  Construction  der  Doppelpunkte  wird  darauf  dazu  angewandt, 
die  Aufgabe  zu  lösen :  Ein  n  -  Eck  zu  construiren ,  welches  einem  gegebe- 
nen ti'  Seit  a^  .,.  a^  ein  -  und  einem  gegebenen  n  •  Eck  S^  ,,.  Sn  um- 
geschrieben ist. 

Lässt  man  das  n-Seit  a^  .,.  a^  mit  dem  n-Eck  8^  . . .  Sn  zusammen- 
fallen, so  erhält  man  die  Aufgabe:  Ein  n-Eck  zu  construiren,  welches 
einem  gegebenen  ;i-Eck  zugleich  ein-  und  umgeschrieben  ist.  Es  wird 
gezeigt,  dass  dieselbe  für  »  =  3  unmöglich  ist.  Dass  für  n  =  4  die  Dop- 
pelpunkte, welche  die  Aufgabe  lösen,  imaginär  werden,  wird  nicht  be- 
wiesen, sondern  nur  angeführt,  dass  Möbius  (Grelle,  Bd.  3)  dies  durch 
Rechnung  gezeigt  hat  und  neuerdings  dieser  Fall  in  Grunert's  Archiv 
für  1870,  S.  1,  behandelt  worden  ist.    Jedoch  hatte  schon  Pf  äff  in  seiner 
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neueren  Geometrie,  Bd.  II  S.  48,  gezeigt,  dass  diese  Doppelpunkte  ima- 
ginär werden ,  und  ausserdem  die  interessante  Bemerkung  hinzugefügt, 
dass  die  obige  Aufgabe  für  n  =  5  unendlich  viele  Auflösungen  hat. 

Das  Ende  des  Abschnittes  behandelt  die  Theorie  der  Involution. 

Im  vierten  Abschnitte  werden,  wie  das  Vorwort,  S.  IV,  bemerkt, 
um  an  einzelnen  Problemen,  in  denen  sich  die  Forschungen  der  Alten 
mit  den  späteren  Ergebnissen  bertlhren,  den  Vergleich  der  neuen  Me- 
thoden mit  den  früheren  erkennen  zu  lassen, 'die  Aufgaben  des  Apol- 
lo nius,  de  SBciione  raHonis,  de  seciione  spatii,  de  secHone  deierminata  auf 
die  einfachsten  Principien  der  neueren  Geometrie  zurückgeführt.  Am 
Schlüsse  wird  die  allgemeinere  Aufgabe  behandelt,  welche  jene  drei  als 
specielle  Fälle  enthält 

Von  den  projectivischen  Eigenschaften  wird  im  fünften  Abschnitte 
eine  weitere  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Lichtbrechung  in  einem 
Linsensysteme  gemacht. 

Der   sechste  Abschnitt  behandelt   dre  Kegelschnitte   als  Erzengnisse 
projecti  vi  scher  Gebilde.     Ausgehend   von   dem  Satze,    dass   der  Ort  der 
Schnittpunkte    homologer    Strahlen    projectivischer    Strahl enbüschel    von 
jeder  Geraden    in   zwei  reellen  oder  imaginären  Punkten  getroffen  wird, 
gelangt   er  zum  Begriffe   der  Curve   zweiter  Ordnung,   für   welche  dann 
der  Satz,   dass   eine  Curve   zweiter  Ordnung   aus    zwei   beliebigen   ihrer 
Punkte  durch  zwei  projecti vische  Strahlen büschel  projicirt  wird,  mittelst 
des  Doppelverhältnisses  abgeleitet  wird.    Nachdem  der  Kegel  zweiter  Ord- 
nung als  die  Fläche  definirt  ist,  auf  welcher  sich  die  homologen  Ebenen 
projectivischer  Ebenenbüschel   schneiden,    wird   für  den  Satz,    dass  jede 
Curve   zweiter  Ordnung  als  Schnitt  eines  Kreiskegels  angesehen  werden 
kann,  der  von  Chasles  abgeänderte  Poncet  et' sehe  Beweis  gegeben.  Der- 
selbe beruht  auf  der  Annahme ,  dass  es  in  der  Ebene  einer  Curve  zweiter 
Ordnung    stets   eine   Gerade   giebt,    welche   die   Curve   nicht   in   reellen 
Punkten  schneidet.     „Von  der  Zulässigkeit  dieser  Annahme,*^   heisst  es 
in  einer  Anmerkung,    „überzeugt  man  sich  sofort,  indem  man  in  irgend 
einem  Curvenpunkte  S  die  Tangente  der  Curve  constmirt.     Bewegt  man 
alsdann  diese  Gerade  parallel  zu  sich  selber  nach  der  einen  oder  andern 
Seite   hin,   so  lässt  sich,   am  einfachsten  durch  Bestimmung  der  Flucht- 
punkte ,   nachweisen ,   dass   bei   der  Bewegung   nach   der  einen  Seite  die 
Bedingung   der  Realität  für  die  Doppelpunkte  erfüllt  bleibt;   im  Punkte 
S  selber  fallen  nämlich  die  Doppelpunkte  zusammen.     Dagegen  wird  nnn 
bei   einer  Verschiebung   der  Geraden  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
die  Bedingung  der  Realität  zuerst  nicht  erfüllt."     Für  „ein  Werk,  wel- 
ches  dem  Studium  der  projectivischen  Geometrie  als  Einleitung  in  die 
Elemente   dienen   soll",   wäre   ein  klarerer  Beweis   wünschenswerth,  der 
sich  sofort   geben  lässt,    nachdem  die  Curven  zweiter  Ordnung,   was  an 
und  für  sich  nothwendig  ist,  als  geschlossene  Curven  erkannt  sind.    Dass 
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sie  in  der  That  aus  einem  Zuge  bestehen  müssen,  folgt  unmittelbar  aus 
ihrer  Erzeugung  durch  zwei  proje ctivische  Strahlenbüschel.  Denn  sowie 
ein  Strahl  des  einen  Büschels  von  einer  Lage  anfangend  stetig  das 
ganze  Büschel  durchläuft,  bis  er  in  die  erste  Lage  zurückkehrt,  muss 
auch  der  Punkt,  den  er  mit  der  Curve  zweiter  Ordnung  gemein  hat, 
conti nuirlich  diese  Curve  durchlaufen.  Denkt  man  sich  nun  in  zwei 
Punkten  Tangenten  gezogen ,  so  theilen  diese  die  Ebene  in  vier  Theile ; 
in  einem  von  ihnen  liegt  die  Curve,  so  dass  also  jede  Gerade,  welche 
durch  diesen  nicht  hindurchgeht,  die  Curve  nicht  in  reellen  Punkten 
schneiden  kann.  —  Am  Kegel  werden  dann  die  verschiedenen  Arten  der 
Kegelschnitte  abgeleitet  und  auch  sofort  die  Kriterien  festgestellt,  welche 
dieser  Arten  zwei  projectivische  Strahleubüschel  erzeugen.  Aus  dieser 
Erzeugung  wird  eine  lineare  Construction  der  Kegelschnitte  hergeleitet 
und  gezeigt,  dass  jeder  Kegelschnitt  durch  fünf  seiner  Punkte  bestimmt 
ist.  unmittelbar  ergiebt  sich  dann  durch  die  Construction  eines  sechsten 
Punktes  aus  fünf  gegebenen  der  Satz  vom  Pasc aT sehen  Sechseck,  des- 
sen von  Steiner  und  Kirkmann  gegebene  Erweiterungen  gleichfalls 
entwickelt  werden.  Als  einfache  Folgerungen  ergeben  sich  die  Eigen- 
schaften der  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Fünf-,  Vier<  und 
Dreiecke.  Mittelst  des  erhaltenen  Satzes  vom  eingeschriebenen  Viereck 
wird  dann  gezeigt,  dass  eine  bewegliche  Tangente  eines  Kegelschnittes 
auf  zwei  festen  Tangenten  zwei  projectivische  Punktreihen  beschreibt) 
und  die  Umkehrung  hiervon  dadurch  bewiesen,  dass  gezeigt  wird,  wie 
ein  Kegelschnitt,  der  die  Träger  /  und  /^  zweier  projectivischen  Punkt- 
reihen in  den  dem  Schnittpunkte  entsprechenden  Punkten  und  ausser- 
dem irgend  eine  Verbindungslinie  homologer  Punkte  berührt  und  also 
eindeutig  bestimmt  ist,  durch  seine  Tangenten  auf  den  Trägern  /  und  l^ 
dieselben  projectivischen  Punktreihen  bestimmt.  Nachdem  der  Begriff 
der  Curve  zweiter  Classe^ somit  entwickelt  ist,  wird  die  Identität  dersel- 
ben mit  der  Curve  zweiter  Ordnung  noch  dadurch  nachgewiesen,  dass 
mittelst  der  Poncelet 'sehen  Methode  gezeigt  wird,  wie  auch  eine  Curve 
zweiter  Classe  als  Schnitt  eines  Kreiskegels  angesehen  werden  kann. 
Weiterhin  wird  diese  Identität  noch  auf  einem  andern  Wege  bewiesen. 
Dazu  werden  zunächst  die  Eigenschaften  der  Curve  zweiter  Classe  auf 
dem  Wege  untersucht,  der  demjenigen  dual  gegenübersteht,  auf  welchem 
die  Eigenschaften  der  Curven  zweiter  Ordnung  erkannt  wurden.  Auf 
demselben  gelaugt  man  zu  dem  Satze:  Bei  jedem  einer  Curve  zweiter 
Classe  umschriebenen  Dreiecke  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  der 
Ecken  und  der  Berührungspunkte  der  Gegenseiten  in  einem  Punkte. 
Dieser  Satz  war  auch  für  Curven  zweiter  Ordnung  abgeleitet  und  somit 
sind  Curven  zweiter  Classe  und  zweiter  Ordnung  identisch.  Dann  wer- 
den auch  die  Kriterien  festgestellt,  durch  die  man  aus  der  gegenseitigen 
Lage   der  erzeugenden  Punktreihen  die  verschiedenen  Arten  der  Kegel- 
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schnitte  anterscheiden  kann.  Nachdem  die  Theorie  der  Polaren  in  der 
gewöhnlichen  Art  abgeleitet  ist,  werden  aus  den  polaren  Beziehangen 
die  Eigenschaften  der  Durchmesser  und  des  Mittelpunktes  entwickelt 
In  die  weitere  Theorie  der  Kegelschnitte,  die  hier  abgebrochen  wird, 
gewährt  noch  der  Begriff  des  Eegelschnittbtischels  und  dessen  inyolato- 
rische  Eigenschaft  einen  Fernblick. 

Im  letzten  Abschnitte  wird  die  Stand  tische  Begründung  der  pro- 
jectivischen  Beziehungen  mitgetheilt,  der  Begriff  der  Verwandtschaft  von 
Figuren  gegeben  und  für  zwei  einstimmige,  coUinear  verwandte  Systeme 
der  Satz  bewiesen,  dass  jedes  von  ihnen  durch  eine  blosse  Drehung  um 
einen  bestimmten  Punkt,  Identitätspunkt,  in  seiner  Ebene  zum  Zusam- 
menfallen mit  dem  andern  gebracht  werden  kann.  Hiervon  wird  eine 
Anwendung  auf  die  Construction  der  Normalen  solcher  Curven  gemacht, 
welche  durch  eine  mechanische  stetige  Bewegung  eines  starren  Systems 
erzeugt  werden  können,  z.  B.  der  Ellipse,  der  Konchoide  des  Niko- 
medes  und  der  Cissoide  des  Diokles.  Zum  Schlüsse  wird  noch  die 
Verwandtschaft  der  Collineation  besprochen  und  der  Hauptsatz  derselben 
bewiesen,  dass  zwei  ebene  Systeme  collinear  aufeinander  bezogen  sind, 
wenn  man  ein  Viereck  des  einen  als  entsprechend  einem  Viereck  des 
andern  ansieht. 

Dies  ist  die  ziemlich  ausführliche  Inhaltsangabe  der  Elemente.  — 
Der  grösste  Theil  der  Sätze,  die  in  ihnen  entwickelt  werden^  ist,  wie 
der  Verfasser  in  §  1  des  siebenten  Abschnittes  sagt,  von  der  Art,  dass 
sie  sich  auf  die  Durchschnitte  von  Geraden  in  einem  Punkte  beziehea 
oder  von  der  Lage  verschiedener  Punkte  auf  einer  Geraden  und  von 
projectivischen  Beziehungen  von  Geraden  und  Strahlenbüscheln  zu  ein- 
ander handeln.  Alles  dieses  aber  sind  Sätze,  welche  die  Anwendung 
irgend  eines  Massverhältnisses  nicht  nöthig  machen.  Mit  diesen  letzten 
Worten  ist  aber  die  neuere  Geometrie  als  eine  Geometrie  der  Lage,  wie 
sie  eigentlich  sehr  unpassend  genannt  wird,  charakterisirt.  Der  natür- 
lichste Weg  aber,  die  Lagenverhältnisse  räumlicher  Gebilde  zu  ergrün- 
den, ist  die  directe  Anschauung.  Diesen  Weg  hat  v.  Stand t  ein- 
geschlagen und  dadurch  „die  Geometrie  der  Lage  zu  einer  selbststän- 
digen  Wissenschaft  gemacht,  welche  des  Messens  nicht  bedarf *\  Die 
Stand  tische  Methode  hat  dadurch  „den  Vorzug  grösserer  systematischer 
Einheit,  grösserer  Sauberkeit  und  Eieganz'S  Hechnet  man  hierzu  noch, 
dass  diese  Methode  (vergl.  Heye,  Geometrie  der  Lage)  sich  ganz  beson- 
ders dazu  eignet,  „das  Gesetz  der  Dualität,  welches  die  neuere  Geo- 
metrie beherrscht,  in  seiner  vollen  Reinheit  und  in  seinem  ganzen  Um- 
fange zur  Geltung  zu  bringen,  ein  Vortheil,  dessen  sich  kein  anderer 
Lehrgang,  der  das  Mass  zu  Hilfe  nimmt,  rühmen  kann,  weil  in  der 
Geometrie  des  Masses  jenes  Gesetz  nicht  allgemein  giltig  ist",  dass  sie 
ferner  ganz  ungemein  die  Vorstellungskraft  des  Lernenden  übt,  was  bei 
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einem  für  Studirende  bestimmten  Lehrbache  entscheidend  ins  Gewicht 
fällt,  so  mnss  man  nach  den  Gründen  Sachen,  welche  den  Verfasser  der 
Elemente , bewegen  konnten,  nicht  dieser  Methode  zn  folgen,  sondern 
sein  Werk  anf  die  Theorie  des  Doppelverhältnisses  za  begründen.  Ein 
Grand  ist  wohl  der,  dass  er,  wie  das  Vorwort  sagt,  dem  Leser  die  am- 
fassenden  Gedanken  der  grossen  Geometer  nahe  bringen  und  einen  kla- 
ren üeberblick  über  die  verschiedenen,  von  ihnen  benatzten  Methoden 
gewähren  will.  Doch  dürfte  dieser  für  die  Anlage  eines  Lehrbaches 
nicht  massgebend  sein.  Als  einen  zweiten  Grand  giebt  er  selbst  anf 
S.  XXX  der  Einleitnng  „eine  gewisse  Einseitigkeit,  die  sich  selbst  rächt** 
in  der  Stand  tischen  Methode  an,  eine  Behauptang,  die  ebenso  un- 
erwiesen, wie  in  der  That  unerweisbar  ist.  Denn  man  kann  mittelst 
dieser  Methode  nicht  nur  den  Inhalt  der  Elemente  natürlich  und  elegant 
entwickeln,  sondern  kommt  auch  mit  ihrer  Hilfe  zu  den  klarsten  An- 
Bchaanngen  der  räumlichen  Gebilde  und  durch  sie  allein  zu  dem  Be- 
wnsstsein  von  dem  stolzen,  in  sich  vollendeten  Bau  der  Geometrie  der 
Lage  und  zu  der  Erkenntniss,  dass  sie  in  ihrer  jetzigen  Form  als  Ideal 
einer  Wissenschaft  angesehen  werden  kann.  ^ 

Wenn  daher  auch  bedauert  werden  muss,  dass  der  in  den  Elemen- 
ten gewählte  Lehrgang  sich  an  die  Stau  dt' sehe  Methode  nicht  an- 
schliesst,  so  ist  auf  der  andern  Seite  die  correcte,  anziehende  und  durch- 
aas klare  Darstellung  hervorzuheben,  welche  sie  ebenso  geeignet  macht, 
den  Leser  in  das  Studium  der  neueren  Geometrie  einzuführen,  als  ihn 
mit  den  verschiedenen  Methoden  bekannt  zu  machen,  welche  die  Geo- 
meter zu  ihrem  Ausbau  angewendet  haben.  MilinoWski 


Modelle  von  Flächen  zweiter  Ordnung,  constmirt  nach  Angabe  von 
Prof.  Dr.  A.  Bbill.  Neue  Ausgabe.  Darmstadt,  Verlag  von 
L.  BriU.     1876.     11  Mk. 

Bei  der  neuen  Ausgabe  dieses,  bereits  im  XX.  Jahrg.,  S.  171,  be- 
sprochenen  Unterrichtsmittels  ist  der  vom  Referenten  ausgedrückte  Wunsch 
erfüllt,  nämlich  ein  Modell  des  hyperbolischen  Paraboloids  hinzugefügt 
und  damit  die  Reihe  der  Modelle  für  Flächen  zweiter  Ordnung  zu  einer 
vollständigen  geworden.  Das  letzte  Modell,  welches  auch  für  sich  allein 
zum  Preise  von  2  Mk.  bezogen  werden  kann,  besteht  aus  zwei  Reihen 
geschickt  zusammengefügter,  geradlinig  begrenzter  Cartons,  welche  den 
geradlinigen  Schnitten  der  Fläche  entsprechen.  Vielleicht  gelingt  es  dem 
Constmctionstalente  des  Herrn  Prof.  Brill  aach  noch,  das  einfache 
Hyperboloid  ebenfalls  aus  dessen  geradlinigen  Schnitten  zusammenzu- 
setsen  und  somit  alle  Flächen  des  zweiten  Grades  mittelst  ihrer  ein- 
fachsten Schnitte  darzastellen. 
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Gleichzeitig  offerirt  die  Verlagshandlang  drei,  zum  Aufstecken  der 
Modelle  dienende  Stative,  von  denen  das  letzte  jedoch  überflüssig  sein 
dürfte.  Die  schon  früher  ausgesprochene  warme  Empfehlung  dieser  net- 
ten Modelle  möge  hier  wiederholt  sein.  SceiiöiciLCH 


Berichtigung  einiger  Stellen  in  dem  ersten  Theile  der  yon  Herrn 
Dr.  Lindemann  herausgegebenen  Vorlesungen  über  CFeometrie 

Ton  Clebsoh. 

Die  Herausgabe  der  Vorlesungen  von  Clebsch  ist  gewiss  von  allen 
Mathematikern  freudig  begrüsst  worden,  und  man  ist  dem  Herausgeber 
grossen  Dank  schuldig,  dass  er  sich  der  Mühe  der  Bearbeitung  derselben 
unterzogen  hat.  Die  grossen  Vorzüge ,  welche  diese  Bearbeitung  in  vieler 
Besiehung  besitzt,  machen  dieses  Buch  zu  einer  der  werthvollsten  Publt- 
cationen  der  Neuzeit,  welche  bestimmt  ist,  die  Kenntniss  der  neueren 
algebraisch -geometrischen  Untersuchungen  auch  in  weiteren  Kreisen  zu 
verbreiten.  Allein  in  dieser  Beziehung  ist  es  doch  sehr  zu  bedauern, 
dass  der  Herausgeber  sich  nicht  mehr  auf  den  Standpunkt  solcher  Leser 
gestellt  hat,  welche  die  in  dem  Buche  behandelten  Materien  erst  ans 
diesem  Buche  kennen  lernen  wollen.  Zu  den  in  der  Sache  selbst  liegen- 
den Schwierigkeiten  sind  dadurch  neue  auf  der  Darstellung  beruhende 
Schwierigkeiten  in  nicht  unbeträchtlichem  Maasse  hinzugekommen,  und  es 
ist  zu  fürchten ,  dass  der  Nutzen ,  den  das  Buch  zu  stiften  bestimmt  ist, 
infolge  dessen  erheblich  beeinträchtigt  werden  wird.  Die  Darstellung 
gleicht  mitunter .  einer  aus  überein andergethürmten  Felsblöcken  bestehen- 
den Bergspitze.  Gelingt  es,  Block  für  Block  erklimmend,  die  Spitze  sn 
erreichen,  so  kann  man  dann  von  oben  den  prakticablem  Pfad  bemer- 
ken, der  aber  von  unten  aus  verborgen  war. 

Damit  hängt  zusammen,  dass  im  Einzelnen  manche  Unrichtigkeiten 
sich  vorfinden,  welche  zu  grossen  Schwierigkeiten  Anlass  geben,  so  lange 
man  nicht  erkannt  hat,  dass  wirklich  etwas  Unrichtiges  vorliegt.  Indem 
ich  mir  erlaube,  auf  einige  solcher  Stellen,  die  mir  beim  Studium  des 
Buches  aufgefallen  sind,  aufmerksam  zu  machen,  verfolge  ich  die  Ab- 
sicht, damit  anderen  Lesern  Mühe  zu  ersparen. 

Auf  S.  340  wird  bei  dem  Beweise  des  Nöther*  sehen  Satzes,  wel- 
cher die  Bedingungen  aufstellt,  unter  denen  eine  Curve  /*=  0,  welcbe 
durch  die  Schnittpunkte  zweier  Curven  <p  =  0  und  ^  =  0  hindurchgebt, 
von  denen  die  erste  in  einem  Schnittpunkte  einen  9- fachen,  die  zweite 
einen  r- fachen  Punkt  besitzt,  in  der  Form  f=  Aq>  +  B^t^=0  dargestellt 
werden  kann,  eine  Zahl  P  aufgestellt,  welche  angiebt,  wieviele  Coeffi* 
cienten  bei  f  in  den  Gliedern  bis  zur  k^^"  Dimension  inclusive  enthalten 
sind,   und   eine  zweite  Zahl  Q  für  die  Anzahl  der  Coefficienten ,  die  in 
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den  nämlichen  Gliedern  bei  den  Functionen  A  und  B  vorkommen.  Es 
wird  dann  k  so  bestimmt,  dass  in  allen  Gliedern,  die  von  höherer  Di- 
mension sind  als  der  A'**^'',  die  Coefficienten  von  f  sich  dar<^h  die  Coeffi- 
cienten  von  A  and  B  ausdrücken  lassen,  ohne  dass  Bedingungsgleich- 
ungen zwischen  diesen  Coefficienten  von  f  stattzufinden  brauchen.  Als 
Bedingung  dafür  ergiebt  sich  A:  "^  y  +  r  —  2.  Nun  heisst  es  weiter:  „So- 
bald k  dieser  Bedingung  genügt,  sind  die  Coefficienten  (A: -|- 1  y«*"  Dimen- 
sion in  f  voneinander  unabhängig;  wir  haben  also 

für  k  m  P  und  Q  einzusetzen/*  Für  die  letztere  Behauptung  ist  ein 
weiterer  Grund  nicht  angegeben ;  es  ist  ein  solcher  auch  nicht  ersicht- 
lich ,  vielmehr  liegt  es  viel  näher,  da  für  Ar  =  gr  +  r  —  2  der  gewünschte 
Fall  schon  eintritt ,  diese  Zahl  und  nicht  q  ^r  —  1  in  /'  und  Q  zu  sub- 
stituiren,  was  auch  damit  übereinstimmt,  dass  in  dem  8.  341  ausgesproche- 
nen Satze  die  Bedingungsgleichungen  sich  nur  auf  die  Coefficienten  der 
Glieder  von  f  bis  exclusive  zur  (r  +  ^  — 1)**^"  Dimension  beziehen. 
Setzt  man  aber  in  P  und  ö  den  Werth  g'  +  r  —  2  für  k  ein ,  so  erhält 
man  für  die  Anzahl  P — Q  der  Bedingungsgleichungen  denselben  Aus- 
druck '•^  — ^^(y  +  1),  der  auch  S.  341  au  gegeben  ist. 

S.  356  ist  in    den  Formeln  Z.  2   und   4   ein    +  -  Zeichen   statt  des 

—  Zeiehen  zu  setzen. 

S.  358  Z.  5  ist  statt  (a6c)«aj,«-Hy"-2^j,»-2rt»,  zu  lesen 

{abcf  aj"-»  Äy»-2  ^^n-2  „8^^ 

Achtet  man  nicht  auf  die  Dimension,  iu  der  das  Symbol  a  vorkommen 
muss,  so  kann  dieser  Druckfehler  zu  Schwierigkeiten  Anlass  geben,  be- 
sonders da  über  das  Verschwinden  dieses  Ausdruckes  nur  eine  gar  sehr 
kurze  Andeutung  gegeben  ist. 

S.  363.  Die  Z.  3  v.  u.  aufgestellte  Gleichung  kann  auf  die  im  Texte 
angegebene  Art  nicht  erhalten  werden.  Man  erhält  sie  aber,  wenn 
man   als  verschwindende  Glieder  nicht  — d^ZtputXk^   sondern  vielmehr 

—  Vx  dfi  £q>ik  Xk  hinzufügt,  und  ferner  an  Stelle  der  Substitution 
Pic  =Q  dxk  —  xiedfi  die  folgende  pif  =  QVy  dx^  —  Xk  dii  einführt. 

S.  373.     Es  werden  zwei  Curvengleichungen  abgeleitet: 

a)  (aaj3)2aj^«-«  =  0, 

b)  (a6a)«ö,«-«6y«-2^0, 

und  diese  folgen dermassen  interpretirt : 

1.  Der  Ort  eines  Punktes,  dessen  conische  Polare  unendlich  viele 
Polardreiecke  besitzt,  die  einem  gegebenen  Kegelschnitte  eingeschrieben 
sind,  ist  eine  Curve  der  Ordnung  (w  — 2);  und 

2.  der  Ort  eines  Punktes,  dessen  conische  Polare  in  ein  einem  ge- 
gebenen Kegelschnitte  zugehöriges  Polardreieck  (und  somit  in  unendlich 
viele)  eingeschrieben  ist,  ist  eine  Curve  der  Ordnung  2(n— 2), 
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Es  ist  aber  der  geometrische  Ort  1)  nicht  die  Cnrve  a)  von  der 
Ordnung  «—2,  sondern  vielmehr  die  Curve  b)  von  der  Ordnnng  2(h— 2); 
der  geometrische  Ort  2)  hingegen  nun  nicht  etwa  die  Cnrve  a) ,  sondern 
die  nämliche,  wie  die  vorhergehende. 

S.  433.  Bei  dem  Beweise  des  Bestsatzes  wird  gesagt:  „Es  lassen 
sich  immer  zwei  adjniigirte  Cnrven  ß  =  0,  y  =  0  finden ,  in  der  Art ,  dass" 
u.  s.  w.  Hier  ist  wohl  ß=0  eine  adjnngirte  Curve,  nicht  aber  y  =  0. 
Diese  muss  in  dem  f- fachen  Punkte  von  f  nicht  wie  die  Cnrve  ^  =  0 
einen  (t  —  1)- fachen,  sondern  einen  (t  — 2) -fachen  Punkt  haben.  Es  ist 
aber  für  den  Beweis  des  Satzes  auch  gar  nicht  erforderlich,  dass  y  =  0 
eine  adjnngirte  Curve  sei. 

S.  436  Z.  11  V.  u.  muss  statt  n  — 2  +  j»^2(«  — 2)  gelesen  werden 
«-2+p^2(«  — 2). 

Die  angeführten  Stellen,  welche  auf  Voll st&ndigkeit  keinen  Anspruch 
machen,  beziehen  sich,  wie  man  sieht,  nur  auf  Details  in  der  Ans- 
führung,  sie  lassen  die  Vorzüge  des  Buches  durchaus  ungeschm&lert. 
Vielleicht  aber  nimmt  der  Herausgeber  hieraus  Veranlassung,  sein  Werk 
einer  nochmaligen  Revision  zu  unterziehen.  Wenn  er  dies  thnn  wollte 
und  die  ihm  etwa  nöthig  scheinenden  Abänderungen  oder  Znsätze  in 
geeigneter  Weise  veröffentlichen  möchte ,  so  würde  er  damit  seinen  Lesern 
einen  nicht  hoch  genug  zu  schätzenden  Dienst  erweisen. 

Prag,  18.  März  1876.  H.  Durege. 
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Doppeltangenten. 
259   Doppeltangenten  einer  Curve  n»»  Ordnung.    Der  seh.    Math.  Annal.  VII,  497. 
VergL  Oberflächen  361. 


Elektrodynamik. 

260.  On  the  action  of  two  Clements  of  acurrent    Bertrand.    Phil.  Mag.  XLVIII, 

314.     [Vergl.  Nr.  46.] 

261.  On  eonstant  electric  currents.    Heine.    PhiL  Mag.  XLVIII,  79. 

Hist.-Ut.  Abtblg.  d.  Zeittohr.  f.  Math.  a.  Pbyt.,  XXI,  4.  ^ 
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262.  Ueber  die  gegenseitige  ponderomotorische  Einwirkung  zwischen  zwei  elektrisch 

geladenen  Kuffeln.    Bobylew.    Mathem.  AnnaüL.  VII,  396. 
268.  On  tne  ffeneral  meory   of  daplex  telegraphy.     Seh  wendler.     Phil.  Mag. 
XLVIII,  117. 
Vergl.  Potential  380. 

EUiptiisolie  Transcttidentan. 

264.  Note  on  a  transformation  in  elliptic  functions.    Malet.    Quart.  Journ.  math. 

XIII,  278. 
266.  A  geometrical  Illustration  of  the  cubic  transformation  in  eUiptic  functions. 

Gayley.    Quart.  Joum.  math.  XIII,  211. 

F. 

Foorier'sehe  Seihe. 

266.  Pourier's  theorem     O'Kinealy.    Phil.  Mag.  XLVIII,  96. 

TonetioiLm. 

267.  Beweis  eines  Satzes  ans  der  Theorie  der  formalen  Operationen.    Dickstein. 

Grün.  Archiv  LVIl,  420. 

268.  On  a  alffebraical  Operation.    Cayley.    Quart.  Joum.  math.  XIII,  369. 

269.  Ueber   oie  sprungweisen  Werth&nderungen  analytischer  Functionen.  ~  P.  du 

Bois-Beymond.    Mathem.  Annal.  VII,  241. 

270.  Ueber  den  ffrössten  gemeinsamen  Factor.    Qordan.    Mathem.  Ann.  VI I,  433. 

Vergl.  Be«immte  Integrale.  Elliptische  Transcendenten.  Imaginäres.  Ret- 
tenbn'lche.  MittelgrÖssen.  Substitutionen.  Thetafunctionen.  Ultraellip 
tische  Transoendenten. 

Oeodliie. 

271.  Die  Eüstenentwickelnng.    Günther.    Grün.  Archiv  LVII,  277. 

Geometrie  (deseriplive). 

272.  On  a  problem  ofprojection.   Cayley.   Quart.  Joum.  math.  XIII,  19.    [Vergl. 

Bd.  IX,  Nr.  296.] 

273.  Perspectivische  Bilder  des  Kreises  und  directe  Bestimmung  ihrer  Durchmesser 

Teschka.    Grün.  Archiv  LVII,  63. 

Geometrie  (httliere}. 

274.  Die  Grundlagen  der  Geometrie.     J.  G.  Becker.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XX, 

446. 
276.  Die  neuere  Algebra  und  die  Ausdehnungslehre.    Grassmann.   Mathem.  Ann. 
VII,  638. 

276.  Ueber  die  i^gebraischen  Functionen  und  ihre  Anwendung  in  der  Geometrie. 

Brill  &  Noether.    Mathem.  Annal.  VII,  269. 

277.  Ueber  die  Correspondenzformel.    Brill.    Mathem.  Annal.  Vil,  607. 

278.  Die   harmonischen  Mittelpunkte   für   ein  Punktsystem  von  vier  Punkten  in 

Bezug  auf  einen  gegebenen  Punkt  als  Pol.   Milinowski.   Zeitschr.  Math 
Phys.  XX,  17. 

279.  Die  Erzeugung  der  Curven  dritter  Ordnung  mittels  svmmetrischer  Elementar- 

systeme zweiten  Grades.    Em.  Weyr.    Wien.  Akad.-Ber.  LXIX,  784. 

280.  Sur  les  difif^rentes  formes  des  courbes  planes  du  quatriöme  ordre.    Zeuthen 

Mathem.  Annal.  VII,  410. 

281.  Ueber  Raumcurven  siebenter  Ordnung.    Ed.  Weyr.   Wien.  Akad.-Ber.  LX IX, 

399. 

282.  Ueber  das  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe  und  den  linearen 

Strahlencomplex.    Silldorf.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XX,  118. 

283.  Sur  les  surfaces  du  troisi^me  ordre.    Zeutben.    Mathem.  Annal.  VII,  428. 
284   Ueber  die  verschiedenen  Gattungen  der  Complexe  zweiten  Grades.  Ad.  Weiler. 

Mathem.  Annal.  VII,  146. 

286.  Nachtrag  zu  dem  zweiten  Aufsatze  über  Nicht -Euklidische  Geometrie.    F. 
Klein.    Mathem.  Annal.  VII,  631.    [VergL  Bd.  XIX,  Nr.  276.] 

286.  Die  Geometrie  auf  den  Flächen  constanter  negativer  Krfimmung.    v.  Esche- 
rich    Wien.  Akad.-Ber.  LXiXy  497. 
Vergl.  Barycentrischer  Calcül.    Kreia  321.  • 


< 


Abhandlungsregister.  1 19 


Oesehiehte  der  Vathematik. 
287.  BabyloniBcLe  Mathematik.   Cantor.    Zeitscbr  Math.  Phyg.  XX,  hist.  Abth.  157. 
888.  Ueber  Hippias  von  Elia  und  die  Quadratrix.    Cantor.    Zeitechr.  Math.  Phys. 
XX,  hiat.  Abth.  80. 

289.  nationale  rechtwinklige  Dreiecke  bei  den  Arabern.    Curtee.    Grün.  Archiv 

LVII,  216.     [Vergl.  Bd.  XX,  Nr.  662.] 

290.  Pseudo - Trithemiua  nnd  Cam.  Leonardi.    Steinachneider.    Zeitschr.  Math. 

Phya.  XX,  hiat.  Abth.  25.    [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  75.] 

291.  Zar  Geachichte  der  deutachen  Mathematik  im  XY.  Jahrhundert.    Günther. 

Zeitachr.  Math  Phya-  XX,  hiat.  Abth.  1,  113.  —  Curtze  ibid.  57. 

292.  Beliquiae  Copemicanae.     Curtze.     Zeitachr.  Math.  Phya.  XX,  221.     [Vergl. 

ßd.  XX,  Nr.  436] 

293.  Hat  CopernicuB  die  Einleitung  in  aein  Werk  De  Bevolutionibus  aelbat  ge- 

airichen  oder  nicht?    Curtze.    Zeitachr.  Math.  Phya.  XX,  hiat.  Abth.  60. 

294.  üeber  Simon  Jacob  von  Coburg.    Cantor.     Zeitachr.  Math.  Phya.  XX,  hiat 

Abth.  66. 

295.  Ueber  einen  wahracheinlich  1718  gefälachten  Brief  dea  Archimedea.    Curtze. 

Zeitachr.  Math.  Phya.  XX,  hiat.  Abth.  89. 

296.  Rudolf  Friedrich  Alfred  Clebach ;  Verauch  einer  Darlegung  und  Wördiffung 

aeiner  wiaaenachaffclichen  Leiatungen  von  einigen  aeiner  Freunde.    Math. 
Annal.  VII,  1. 

297.  Nekrolog  von  Otto  Heaae,  f  4.  Aug.  1874.    Noether.    Zeitachr.  Math.  Phya. 

XX,  hiat.  Abth.  77. 

298.  Einige  Worte  zum  Andenken  an  Hermann  HankeL    v.  Zahn.    Math.  Annal. 

VII,  583. 

299.  Nekrolog  von  Gottfried  Friedlein,  f  31.  Mai  1876.    Cantor.    Zeitachr.  Math. 

Phya.  XXj  hiat.  AbtL  109. 

300.  The  mathemaücal  and  philoaophical  atate  of  the  phyaical  adencea.  Lovering. 

Phil.  Mag.  XLVUf,  493. 

Oleiohimgeiu 

301.  Unterauchungen  über  algebraiache  Gleichungen.    SiebeL    Grün.  Archiv  LVII, 

73,  360.    [Vergl.  Bd.  XX,  Nr.  446.] 

302.  A  general  formula  for  the  equation  whoae  roote  are  the  producta  in  paira  of 

the  roota  of  any  alffebraic  equation.   Malet.    Quart.  Joum.  math.  XIII,  30. 

303.  Auflöaung  einea  beaonaem  Byatema  linearer  Gleichungen.    Günther.    Grün. 

Arclnv  LVII,  240. 

304.  üeber  die  numeriache  Auflöaung  zweier  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten. 

Zimmermann.    Zeitachr.  Math.  Phya.  XX,  71.  ^ 

Vergl.  Eettenbrüche  319. 

Homogene  FonetlotteiL 
Vergl.  Cubiache  Formen. 

Hydrodynamik. 

305.  On  the  motion  of  fluida.     Cookie.     Quart  Joum.  math.  XIII,  88.     [Vergl. 

Bd.  XX,  Nr.  146.] 

306.  Ou  the  motion  of  a  maaa  of  water  about  a  moving  cylinder.    Ferrera.    Quart 

Joum.  math.  XIII,  115. 

307.  On  the  motion  of  an  infinite  maaa  of  water  about  a  moving  ellipaoid.   Fer- 

rera.   Quart.  Journ.  math.  XIII,  330. 

I. 

Imagiairea. 

308.  ßemerknnff  zu  einem  Satze  aua  Biemann'a  Theorie  der  Functionen  einer  ver- 

änderlichen complexen  Gröaae.    Lippich.    Wien.  Akad.-Ber.  LXIX,  91. 

InTariaaton. 

309.  Sur  quelquea  th^orämea  fondamentauz  de  Talgebre  moderne.    Gram.    Math. 

Annal.  VII,  230. 
Vergl.  Geometrie  (höhere)  275,  276. 

Xegeladmitto. 

310.  Der  Tranaformationafactor.    Greiner.    Grün.  Archiv  LVII,  337. 

311    The  general  eauation  of  a  conic  expressed  in  terma  of  the  radius  vector  and 
perpendiciüar  on  the  tangent    Warren.    Quart.  Journ.  math.  XIII,  16. 
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812.  Directe  Lösung  der  Aufgabe:  einen  durch  fünf  Punkte  oder  durch  fünf  Tan- 
genten gegebenen  Kegelechnitt  auf  einen  UmdrehungBkegel  zu  legen. 
Ersetzen  der  Brennpmikte  durch  Kreise.  Ort  der  Spitze  jenes  Um- 
drehungskegels.   Wiener.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XX,  817. 

313  Üeber  die  Gonstruction  der  Linien  zweiter  Ordnung,  welche  zwei,  drei  odej 
vier  Linien  derselben  Ordnung  berühren.  Niemtschik.  Wien.  Akad.- 
Ber.  LXIX,  845. 

314.  Die  orthoptische  Linie  eines  Kegelschnittes.    Grein  er.    Grün.  Archiv  LVIl, 

343 

315.  Equation  gän^rale  des  deux  tangentes  mendes  d'un  meme  point  &  une  conique 

et  äquation  du  cöne  circonscrit  ä  une  surface  du  second  degrä.   Dostor. 
Grün.  Archiv  LVII,  191. 

316.  Zur  Theorie  des  eingeschriebenen  gleichseitiffen  Dreiecks  in  den  Kegelschnit- 

ten.   V.  Wasserschieben.    Grün   Arddv  LVII,  802. 

317.  On  directrices  and  foci  in  trilinear  coordinates.    Eurenius.    Quart.  Jonm. 

math.  XIII,  198. 

318.  Zur  Theorie  des  Kegelschnittbüschels .    Gundelfinger.   Zeitschr.  Math. Phys. 

XX,  153. 
Vergl.  Biangularcoordinaten  24S.    ParabeL    Sphärik  388. 

Xettenbrllohe. 

319.  Ueber  die  allgemeine  Auflösung  von  Gleichungen  durch  Kettenbrüche.    Gün- 

ther.   Mathem.  Annal.  yil,  262. 

320.  Numerical  values  of  certain  continued  fractions.    Glaisher.    Quart.  Joum. 

math.  XIII,  255.  ^ 

Xroit. 

321.  Zur  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kugel.    Affolter.    Grün  Arch.  LVII,  1. 

322.  Der  Feuerbach'sche  Satz  von  den  Berührungskreisen  des  ebenen  Dreiecks. 

Schroeter.    Mathem.  AnnaL  VII,  517. 
323   Üeber  Kjreise  im  Dreieck.    Hain.    Grün.  Archiv  LVII,  218. 

324.  Geometrical  proof  that  nine- point  circle  of  triangle  touches  the  inscribed  and 

exscribed  circles.    Taylor.    Quart.  Joum.  math.  XIII,  197. 
Ver^l.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung  252.    Geometrie  (descrip- 
tive)  273.    Geschichte  der  Mathematik  287.    Kectification. 

Xrttmnumg. 

325.  Ableitunff  des  allgemeinen  Ausdruckes  für  das  ICrümmungsmass  der  Flächen. 

E  s  cn  e  r i  c h.    Grün.  Archiv  LVII ,  385. 

326.  Ueber  das  Krümmungsmass  von  Mannigfaltigkeiten  höherer  Ordnung.    Beez. 

Mathem.  Annal.  VII,  387. 

327.  Zur  Theorie  des  Krümmnngsmasses  von  Mannigfaltigkeiten  höherer  Ordnung. 

Beez.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XX,  423. 

I«. 

Logaritlimen. 

328.  Grenzen  für   die  Basis   der  natürlichen   Logarithmen.     Ligowski.     Gran. 

Archiv  LVII,  220. 


'  Magnetismus. 

329.  Zur  Theorie  der  magnetischen  Kräfte.    Stefan.   Wien.  Akad.- Ber.  LXIX,  165. 

330.  The  hydrodynamical  ^  theory  of  the  action  of  a  galvanic  coil  on  an  externa! 

»mall  magnet.     Challis.     Phil.  Mag.  XLVIU,  180,  350,  430. 

33 1 .  Zur  Erklärung  der  periodischen  Aenderungen  des  Erdmagnetismus.    0  d  s  t  rc  i  1. 

Wien.  Akad.- Ber.  LXIX,  860. 

Meehanik. 

332.  A  statical  theorem.    Rayleigh.    Phil.  Mag.  XLVIII,  452. 

333.  Kinematisch -geometrische  Untersuchungen  der  Bewegung  gesetzmassig -ver- 

änderlicher Systeme.     Burmester.      Zeitschr.   Maüi.   Phys.    XX,    881. 

[Vergl.  Bd.  XX',  Nr.  464.] 
3.34.  On  different  forms  of  the  virial.    Clausius.    Phil.  Mag.  XLVIII,  1. 
335.  Ueber  unendlich  kleine  Bewegungen  und  über  Kraftsvsteme  bei  allgemeiner 

projectivischer  Mass  Bestimmung.    L  i  n  d  em  a  n  n.   Mathem.  Annal.  VlI,  56. 
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836.  On  the  kinematicB  of  a  riffid  bodj.    Everett.    Quart.  Joum.  math.  XIII,  33. 

337.  On  the  motion  of  a  rigid  Dody  about  a  fixed  point.    Quart.  Journ.  math.  XIII, 

158. 

338.  On  the  geometrical  representation  of  some  familiär  caseB  of  reaction  in  rigid 

dynamicB.    Townsend.    Quart.  Joorn.  math.  XIII,  284. 

339.  On  a  mechanical  principle  resulting  from  Hamilton's  theory  of  motion.    J.  J. 

Müller.    Phil.  Mag    XLVUI,  274. 
340  Note  on  a  point  in  dynamics.    Ellis.    Quart.  Joum.  math.  XIII,  375. 

341.  On  tautochronous  and  brachystochronous  curves  for  parallel  and  concurrent 

forces.    Townsend.  Quart  Joum.  matli .  XIII,  1 .    [Vergl  Bd.  XX,  Nr. 2 1 9.] 

342.  On  the  free  equilibrium  of  a  uniform  cord  compared  with  the  free  motion  (^ 

a  material  particle  under  the  action  of  a  central  force.    Townsend. 
Qufurt:  Joum.  math.  XIII,  217. 

343.  On  the  integration  of  the  accurate  differential  equations  which  apply  to  the 

motion  in  two   dimensibns  of  an  elastic  solid.    Moon.     Quart.  Journ. 
Xm,  149. 

344.  Zusammenhang  der  von  Beye  gegebenen  Formel  für  barometrische  Höhenmes- 

sung  mit  der  gewöhnhchen.    Sohncke.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XX,  478. 
Vergl.   Elektrodynamik.     Hydrodynamik.     Magnetismus.     Molecularphysik. 
Optik.    Potential.    Schwerpunkt.    Variationsrechnung.    Wärmelehre. 

MittelgrÖBse. 

345.  Ueber  eine  Stelle  aus  den  von  Gauss  nachgelassenen  Schriften  über  das  arith- 

metisch-geometrische Mittel.    V.  Mangold t.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XX, 
362. 

Moleotüarphysik. 

346.  Grundzüge  einer  neuen  Moleculartheorie  unter  Voraussetzung  einer  Materie 

und  eines  Kraftprincips.    Simon^.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XX,  177. 

347.  Ueber  die  Dichtigkeitsverhältnisse  des  intermolecularen  Aethers.    Wittwer. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XX,  54. 

Nautik. 

348.  On   the   perturbation  of  the  compass  produced  by  the  rolling  of  the  ship. 

W.  Thomson.    Phü.  Mag.  xLVIir,  363. 

Kormalen. 

349.  Ueber  Normalen  an  algebraische  Flächen.    Sturm.    Mathem.  Annal.  VII,  567. 

-  [VergL  Bd.  XIX,  Nr.  285.] 

O. 

Oberfläohen. 

350.  Ueber  eine  neue  Art  der  Biemazm'schen  Flächen.    F.  Klein.    Math.  Annal. 

VII,  558. 

351.  Untersuchung  über  den  Zusammenhang  der  Flächen  im  Sinne  Biemann^s. 

Lippich.    Mathem.  Annal. 'VII,  212. 
352. ' Bemerkungen  über  den  Zusammenhang  der  Flächen.     F.  Klein.     Mathem. 
AnnaL  VII,  549. 

353.  Zur  afM%^  m' jus  Hiemann'scher  Flächen.    Duräge.    Wien.  Akad.-Ber.  LXIX, 

.   115. 

354.  Beispiel  einer  einseitigen  Fläche.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LVII,  328. 

355.  Untersuchungen  über  orthogonale  Flächensysteme.    Enneper.    Math.  Annal. 

VII,  456 

356.  Zum  Problem   des   dreifach   orthogonalen   Flächensystems.     Hoppe.     Grün. 

Archiv  LVII,  89,  255,  366.     [Vergl.  Bd.  XX,  Nr.  494.] 

357.  Ueber  die  Plücker'sche  Complexfläche.    F.  Klein.    Mathem.  AnnaL  VII,  208. 

358.  On  the  conic  torus.    Cayley.    Quart.  Journ.  math.  XHI,  127. 

359.  Die  Axenbestimmung  der  Kegelflächen  zweiten  Grades.    Pelz.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXIX,  215. 
860.  Bemerkung  über  das  Flächennetz  zweiter  Ordnung.    Fr  ahm    Mathem.  Annal 
VII,  636. 

361.  On  bitangents  to  the  surface  of  centres  of  a  qnadric.    Purser.    Quart.  Joum. 

math.  XIII,  338. 

362.  Ueber  die  Flächen,  deren  Gleichungen  aus  denen  ebener  Curven  durch  eine 

bestimmte  Substitution  hervorgehen.    Eckardt.    Math.  Annal.  VII ,  591. 
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863.  Üeber  eine  allgemeine  Glasae  von  Flächen  and  die  Flächen  dritter  Ordnung 
insbesondere     Eckardt.    Zeitschr.  Mal^.  Pfays.  XX ,  163. 

364.  On  the  quartic  surface  reciprokai  to  the  snrface  of  centres  of  a  central  coni- 

coia.  'S.  Roberts.    Quart.  Joom.  math.  XIII,  188. 
Yergl.  Determinanten.    Geometrie  -(höhere)  283,  286.    Imaginäres.    Krüm- 
mung.   Normalen     Optik  367. 

Optik. 

365.  Elementare  Behandlung  einiger  optischer  Probleme.     Lommel.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XX,  212 

366.  Ueber  die  FermaVsche  Form  des  Brechongsgesetzes.    Milinowski    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XX,  311. 
867.  Ray-surfaces  of  Refractlon.    C bilde.    Quart.  Joum.  math.  XIII, ^99. 

368.  Ueoer  die  Dispersion  der  Farben  in  Gasen.    Matthiessen.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XX,  92. 

369.  Ueber  Normalreihen  der  relativen  Dispersionen  im  sichtbaren  Spectram  als 

Kriterium  der  Zuverlässigkeit  von  Messungen  optischer  Constanten.   Mat- 
thiessen.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XX,  3*26. 

370.  On  the  lateral  ray-velooities  in  a  biaxis  crystal.    Wal  ton.    Quart  Joum. 

math.  XIII,  66. 

371.  On  the  vibriation-cone  and  section  cone  of  equi-bifurcation  in  a  biaxis  oy- 

stal.    Wal  ton.    Quart.  Joum.  math.  Xllf,  268 

372.  On  the  rings  and  brushes  of  crystals.    Niven.    Quart  Joum.  math.  XIII,  172. 


Parabel. 

373.  Die  gemischte  Poloconik  zweier  Geraden  bezüglich  der  DiffereutialcurTe  der 

Farabel.    Hocbheim.    Grün.  Arohiv  LYU,  234. 

Faraboloid. 

374.  On  some  properties  of  the  paraboloidd.    AI  Im  an.    Quart  Joum.  math.  XIII, 

^^^-  Planimetrie. 

376.  Ueber  das  Diagonalenfönfeck  eines  Kreisfünfecks.    Hain.    Grün.  Archiv  LYIl, 
218. 

376.  Ueber  Parallel  transversalen  im  Dreieck.    Hain.    Grün.  Archiv  LVII,  438. 

377.  Ueber  den  Punkt  der  gleichen  Paralleltransversalen.    Hain.    Grün.  Archiv 

LVII,  441. 

378.  Beweis  eines  Satzes  vom  Dreieck.    Hain.    Gmn.  Archiv  LVII,  448.     [Vergl 

Bd.  XIX,  Nr.  376.] 
Vergl.  Gesdiichte  der  Mathematik  287,  291. 

Potential. 

379.  Ueber  das  logarithmische  Potential.    Koetteritzsch.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XX,  341. 

380.  Electric  Images.    P.  Frost.    Quart.  Joum.  math.  XIII,  185. 


^ttadrator. 
381.  On  Amsler's  Planimeter.    Purvis.    Phil.  Mag.  XLVIII,  11, 

Vergl.  Analytische  Greometrie  des  Raumes  234.    Determinanten  in  geome- 
trischer Anwendung  261.    Sphärik  387. 


Beetlftoatlon. 

382.  Zur  Kreismessung.    Dickstein.    Grün.  Archiv  LVII,  111.     [VergL  Bd.  XX, 

Nr.  620.3 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  287. 

Reihen. 

383.  Sommation  ^l^mentaire   des   carräs  et  des   cnbes   des  n  promiers  nombres 

enticrs.    Dostor.    Grün.  Archiv  LVII,  222, 


Abhandlangsregister.  133 

384.  Beweiß  einiger  Sätze  über  Potensreihen.    Stola.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XX, 

369. 

385.  Üeber  die  hypergeometrische  Reihe.    M eis  sei.    Gran.  Archiv  LYII,  446. 

Vergl.  Founer'sche  Reihe. 


Schwerpunkt. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Ratlmes  234. 

BpUtrlk. 

386.  Ueber  die  Anzahl  congruenter  Engeln,  welche  sich  auf  eine  Kugel  von  glei- 

chem Radius  auflegen  lassen.     Günther.     Gmn.   Archiv  LVII,  209. 
[Vergl.  Bd.  XX,  Nr.  526.] 

387.  Der  Legendre^sche  Satz  in  der  sphärischen  Trigonometrie.  Hertens.   Ztschr. 

MaOi.  Phys.  XX,  248. 

388.  On  snherical  conics  described  within  and  without  a  quadrangle.    Jeffery. 

Quart.  Joum.  math.  XIll,  350. 

Stereometrie. 
Vergl.  Gubatur.    Sphärik.    Tetraeder. 

^  SabBtitntionen. 

389.  Quadratische  Transformationen  des  elliptischen  Differentiales 


274- 


des  eiiipas 


unter  der  Voraussetzung  f{(K xx)z=:0.    Gundelfinger.    Mathem.  Annal. 
Vn,  449. 

T. 

Tetraeder. 

390.  Beweis  einer  Inhaltsformel  des  Tetraeders.    Oelschlaeger.    Grün.  Archiv 

LVn,  107.  —  Stammer  ibid.  107.  —  Hoppe  ibid.  108.    [Vergl.  Bd.  XX, 
Nr.  533.] 
Vergl.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung  254. 

Thetaftmetionen. 

391.  Untersuchungen  über  die  Theilwerthe  der  Jacobi^schen  Thetafunctionen  und 

die  im  Gauss'schen  Nachlasse  ndtgetheilten  Beziehiugen  derselben.    Gö- 
ring.    Mathem.  Annal.  VII,  311. 

r. 

mtraelliptiseke  Transeendenten. 

392.  Ein  Beweis  des  Additionstheorems  für  die  hyperelliptischen  Integrale.    Schu- 

mann.   Mathem.  Annal.  VII,  623. 

393.  Die  Form  und  Zahl  der  Repräsentanten  nicht  äquivalenter  Classen  der  Trans- 

formationen der  ultraelliptischen  Functionen  für  beliebige  Transforma- 
tionsgrade.   Dorn.    Mathem.  Annal.  VII,  481. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  230. 

T. 

▼ariationsreelmimg. 

394.  On  the  vibrations  of  approximately  simple  Systems.    Rayleisrh.    Phil.  Mag. 

XL VIII,  258.    [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  339.J 


Wlrmelehre. 
395.  Qeber  die  Beziehung  der  mittleren  Bewegungsintensität  der  Atome  eines  be- 
liebigen festen  .Gomplexes  zu  dessen  absoluter  Temperatur.    Simony. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XX,  172. 


124  Historisch -literarische  Abtheilnng. 

WahrtoheiBliolikoittreehiuuig. 

396.  Ueber  die  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  einer  endlichen  Zahl  von 

Beobachtungen.    Mees.    Zeitechr.  Math.  Phys.  XX,  145. 

397.  Ueber  die  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  aus  einer  endlichen  An- 

zahl wahrer  Beobachtungsfehler.    Helmert.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XX, 
300. 


Zahlftntiieorie. 

398.  Arithmetische  Kleinigkeiten.     Bachmann.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XX,   168. 

399.  Zi^entheoretische  Spielerei.     M.  Cantor.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XX,  hist. 

Abth.  184. 

400.  Zur  Theorie  unrein  periodischer  Decimalbrüche.    Broda.    Grün.  Archiv  LYII, 

«97. 

401.  Ueber  die  Zahlen,  deren  Quersumme  gleich  ihrer  /i^^^  Wurzel  ist.    Mischer. 

Zeitschr.  Math   Phys.  XX,  251. 

402.  Die  Anzahl  der  Lösungen  diophantischer  Gleichungen  bei  theilfremden  Coeffi- 

cienten.    K.  Weihrauch.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XX,  97,  314. 

403.  Ueber  die  Ausdrücke  S  fn  (m)  und  die  Umgestaltungen  der  Formel  für  die 

LCsungsanzahlen;    Anwendung   der  Formel   in   der   Combinationslehre. 
K.  Weihrauch.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XX,  112. 
Yergl.  Combinatorik   243.    Geschichte  der  Mathematik  289.    Mittelgrössen. 


Historisch -literarische  Abtheilung. 


Die  Chorographie  des  Joachim  Shetions. 

AuB  dem  Autographon  des  Yerfassers  mit  einer  EinleituDg  herausgegeben  von 

Prof.  Dr.  F.  Hipler 


in  Brftunab«rg. 


(ffierBU  Taf.  VII,  Fig.  1—3.) 


Einleitang. 


1.    Die   Kunde    von    dem    neuen   Sonnensystem   des   ermländiscben 
Domherrn  Nicolaus  Copernicus  war  durch  dessen  Freunde  und  Ver- 
ehrer schon  lange  zu  den  Gelehrten  in  Deutschland,  Polen,  Italien  und 
Belgien    gedrungen,    bevor   darüber   auch,  nur  das   Mindeste  durch   die 
Presse  war  bekannt  gemacht  worden.     Albert  Widmanstadt,   Celio 
Calcagnini,   Bernhard  Wapowski,   Oemma  Frisius   —   um   nur 
Einige    zu   nennen   —   waren  seit  dem  Jahre   1524,    wenn   nicht   noch 
früher,    mit  dessen   Principien   bekannt;    am    1.  November   1536   bereits 
erbat  sich  der  Cardinal  Nicolaus  Schonberg  von  Rom  aus  eine  Ab- 
schrift des  Werkes  über  die  Sternläufe  von  dem  Verfasser  selbst,  Näheres 
aber  über  sein  System  blieb  der  gelehrten  Welt  immer  noch  verborgen. 
Da  machte  sich   im  Frühling   des  Jahres  1539  ein  junger  Wittenberger 
Professor  der  Mathematik  nach  Frauenburg  auf,   um  an  Ort  und  Stelle 
von  dem  greisen  Meister  der  Astronomie  in  die  Geheimnisse  seiner  Wis- 
senschaft eingeführt  zu  werden.     Länger  als  zwei  Jahre  verweilte  er  bei 
Copernicus,  der  ihn  auf's  Freundlichste  aufnahm,  ihm  die  Handschrift 
seines  Hauptwerkes  zum  Studium  und  später  auch  zur  Publication  mit- 
theilte    und   ihn  in  der  Abfassung  einiger   kleiner  Schriften  astronomi- 
schen   und    mathematischen   Inhalts   unterstützte,    die  zum   Theil  sofort 
gedruckt  wurden ,  wie  die  sogenannte  narralio  prima  {de  libris  revolutionum 
Nicolai  Copernici)^  zum  Theil  verloren  gegangen  und  bis  jetzt  nicht  auf- 
gefunden sind,  wie  das  Opusctdum  quo  a  sacrarum  scripturarum  dissideniia 

Hist.-Ut.  AblUg.  d.  Zeitiolur.  f.  M»th.  luPhyt.,  XXI,  5.  10 
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aptissime  vindicaiur  telluris  motus  und  die  vila  IHicolai  Copernici,  zum  Theil 
aber  nnr  handschriftlich  verbreitet  wurden  nnd  daher  noch  der  Veröffent- 
lichung harren,  wie  die  Chorographie,  welche  im  August  1541  unter 
Copernicus^  Augen  in  Frauenburg  vollendet  wurde  und  uns  in  der 
Originalhandschrift  des  Verfassers  in  einem  Sammelbande  der  Königsber- 
ger Universitätsbibliothek  noch  erhalten  ist.  Bereits  in  meinem  Spici- 
legium  Copernicanum  (Leipzig  1873,  S.  346)  habe  ich  von  dieser  durch 
ihren  Ursprung,  wie  durch  ihren  Inhalt  interessanten  Schrift  des  Georg 
Joachim  Rheticus  Nachricht  gegeben  und  deren  Publication  in  Aus- 
sicht gestellt.  Indem  ich  jetzt  dieses  Versprechen  erfülle,  an  das  ich  hei 
der  regen  Theilnahme  für  Alles,  was  sich  direct  und  indirect  an  den 
Namen  und  das  Werk  des  grossen  Gopernicns  anlehnt,  wiederholt 
gemahnt  worden  bin,  glaube  ich  über  den  Verfasser,  über  die  Ent- 
stehungsart und  über  das  Manuscript  unserer  Chorographie  einige  Be- 
merkungen vorausschicken  zu  sollen. 

2.  Georg  Joachim  von  Lauchen  wurde  am  16.  Februar  1514 
zu  Feldkirch  im  alten  Rhätierlande  geboren,  weshalb  er  in  seinem  spfi- 
tern  Leben  nach  der  Sitte  seiner  Zeit  gewöhnlich  Rheticus  genannt 
wurde.  Frühzeitig  schon  zeigte  er  eine  ausgeprägte  Neigung  für  die 
mathematischen  Studien,  denen  er  sich  zunächst  in  seiner  Heimath, 
dann  in  Zürich  bei  Oswald  Mjconius  und  darauf  in  Wittenberg  un- 
ter der  Leitung  seines  Landsmannes  Johann  Volmar  widmete.  Zu 
Ostern  1532  wurde  er  von  dem  Rector  Dr.  Melchior  Fend  als 
„GeoTgius  Joachimus  de  porris  Feldkirch^*  in  die  Wittenber- 
ger Matrikel  inscribirt  und  scheint  schon  damals  mit  den  hervor- 
ragendsten Gelehrten  der  Universität  näher  bekannt  geworden  zu  sein, 
die  sich  auch  später  immer  für  den  talentvollen  Mathematiker  lebhaft 
interessirten.  Von  Wittenberg  wanderte  der  junge  Joachim,  dem  eine 
gewisse  Wanderlust  sein  ganzes  Leben  hindurch  eigen  blieb,  nach  Nürn- 
berg, um  sich  dort  unter  dem  weitberühmten  Johannes  Schoner 
(t  1547)  in  seiner  Wissenschaft  gründlicher  auszubilden,  und  von  da 
weiter  nach  Tübingen,  wo  die  Schüler  und  Nachfolger  des  ausgezeich- 
neten Johannes  Stofflerinus  (t  1531)  lehrten.  Hier  traf  den 
22jährigen  Studenten  ein  Ruf  nach  Wittenberg,  wo  e/  an  Stelle  seines 
kürzlich  verstorbenen  Lehrers  Volmar  die  Doction  der  Arithmetik  über- 
nehmen sollte.  Noch  im  Jahre  1536  habilitirte  er  sich  in  Wittenberg 
mit  einer  Rede  über  Wesen  und  Aufgabe  der  Arithmetik  (/w  Arithmeticeji 
praefaiio,  Vitekergae  1536),  welche  auch  eine  gute  Schulung  in  den  klas- 
sischen Sprachen  verräth.  Seine  gründliche  Beschäftigung  mit  der  Geo- 
graphie und  Astronomie  Hess  ihn  bald  die  Mängel  des  Ptolemäiscben 
Systems  erkennen ,  und  durch  seine  Nürnberger  Freunde  auf  deii  preos- 
sischen  Astronomen  am  frischen  Haffe  hingewiesen,  verliess  er  Anfangs 
1539,   eben   zum   ordentlichen   Professor  der  Arithmetik  und  Geometrie 
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ernannt,  seine  Universität  und  reiste  Über  Ntlrnberg  und  Posen  nacb 
Franenbnrg,  wo  er  im  Mai  1539  eintraf.  Sein  nener  Lehrer,  der  greise 
ennländische  Domherr,  begnügte  sich  nicht  damit,  den  jnngen  Professor 
in  die  Tiefen  seines  Systems'  einzuführen,  sondern  er  suchte  ihn  sofort 
auch  mit  Land  und  Leuten  in  Preussen  näher  bekannt  zu  machen  und 

i 

nahm  ihn   u.  A.  noch   im  Sommer  desselben  Jahres  auf  einer  Reise  zu 
seinem  Freunde  Tidemann    Giese,   damals   Bischof  von   Culm,  nach 
Löbau  und  von  da  weiter  nach  Danzig  mit,  wo  Co p er uicus  zahlreiche 
angesehene  Verwandte  und  Bekannte  hatte,  darunter  besonders  den  ge- 
lehrten Staatsmann  Johann  von  Werden.     (Vergl.  Spie»  Cap.,  S.  221.) 
Ein  vorläufiger  Bericht   über  das  Cupernicanische  System  und   eine  im 
jugendlichen  Enthusiasmus  entworfene  Beschreibung  von  Preussen  {Borus- 
si'ae  encomicum)   wurde  von  Rheticus  noch  im  Herbste  1539  vollendet, 
im  nächsten  Jahre  in  Danzig  bei  Franz  Rhode  gedruckt  und  bereits  am 
23.  April  1540   von  Tidemann  Giese  mit  einer  warmen  Empfehlung 
des  Autors  an  Herzog  Albrecht  von  Preussen  gesendet  {Spie.  Cop,,  S.  209 
u.  351).     Albrecht  wird   in  seiner  gewöhnlichen  wohlwollenden  Art  das 
Büchlein    freundlich    aufgenommen,    vielleicht    auch    mit    einem    Ehren- 
geschenke   oder    einer    Einladung    des    Verfassers    geantwortet    haben. 
Jedenfalls    konnte    Rheticus    im    August   1541    dem  Herzog    für  eine 
(zweite)  ihm  gewordene  „Verehrung^*  danken  und  in.  dem  Begleitschrei- 
ben  zur  Widmung  seiner  Chorographie  sich   auf  eine  mündliche  Unter- 
redung mit  demselben   berufen.      Vielleicht,   dass   er  seinen  Meister  be- 
gleitete, als  dieser  im  Frühling  1541  nach  Königsberg  reiste,  um  einem 
Beamten  des  Herzogs,  Georg  von  Kunheim,  ärztlichen  Beistand  zu  leisten 
(Spie,  Cop.,  S.  205  u.  346).     Thatsächlich   entwickelte  sich  seitdem  zwi- 
schen dem   Herzog  und   Rheticus   ein  Briefwechsel,   den   wir   bis   zur 
Abreise  des  Letztem  aus  Preussen,  d.  h.  bis  zu  Ende  des  Jahres  1541, 
verfolgen  können.     Wir  th^ilen  diese  Briefe,  welche  zunächst  mit  unserer 
Chorographie  beginnen ,   im  Uebrigen  aber  sich  sämmtlich  auf  mathema- 
tische und  physikalische  Fragen  beziehen,  nachstehend  nach  den  Origi- 
nalen oder  Copiebüchern  des  Königsberger  Staatsarchivs  mit,  wie  sie  uns 
durch   die  Güte   des  Herrn  Staatsarchivars  Philippi  zugingen.      Sie  sind 
neben  der  Chorographie  die  einzigen  deutsch  geschriebenen  Stücke,  die 
uns   von  Rheticus  erhalten  sind,  und  es  ist  von  Interesse,  die  sammt- 
liehen   deutschen  Reliquien   des   hervorragendsten  Schülers  von  Cop  er - 
nicus  in  ihrem  ziemlich  ausgeprägten  vorarlbergischen  Dialecte  hier  zu- 
sammenzufinden ,  während  sich  für  die  VeröfPentlichung  seiner  lateinischen 
Inedita  aus  Krakauer  und  Mailändischen  Handschriften  wohl  eine  andere 
Gelegenheit  bieten  dürfte. 


3.    Unter  dem  28.  August  1541   schreibt  Rheticus  an  ^^Sr^^^^^'^'^^ 
brecht:  fuNIVERSlTY 
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Dnrchlewchtiger  bochgeborner  fürst  vnd  berr,  E  f  g  seyndt  meine 
geflissne  vnd  scbnldige  dienst  in  vndertbenikait  allezeit  ztmoran  berait 

Genediger  berr,  der  furstlibicben  (!)  yeremng,  so  E  f  D^  mir  als 
aineni  vnuerdienten  genediklicben  getbon,  bedanke  leb  micb  auff  das 
böcbst  vndertb&nigklicben ,  mit  erbiettnng  sollicbes  vmb  E  f  g  in  alle 
wege ,  nacb  meinem  geringen  vermögen ,  zw  verdienen.  Domit  Jcb  aber 
Ebr  (!)  ans  Prenssen  micb  begebe,  gegen  E  f  g,  nacb  meinem  besten 
vermögen  micb  als  ain  Dankbarer  erzaigte,  babe  leb  in  diser  knrsen 
zeit  cborograpbiam  in  das  tewscb  (!)  zwsamengebracbt ,  Darin  nebest 
andren  nntzlicben  dingen  angezaigt  wnrdt,  wie  die  Scbififer  compaiT  zw 
reformieren  seyen,  welcbe  ainer  gntten  emendation  wol  von  nöten  haben, 
wie  E  f  g  als  ain  liebbaber  der  hoben  kansten  selber  gemerkt  vnd  gegen 
mir.  gemeldt  haben. 

Vnd  dieweil  die  Regulae  neben  den  exemplis  dester  lustiger  sindt, 
babe  leb  mit  bnlffe,  etlicher  gatter  berren  vnd  frunde,  so  weit  mir  ah 
ainem  fremden  möglich  gewesen  ist,  ain  cborograpbicam  tabolam  anff 
Preussen  vnd  etliche  vmbliegende  lender  £  f  g  zw  Ebren  verordnet  vnd 
reissen  lassen,*  die  Ich  biemit  E  f  g  .auch  vbersende.  Wne  etwas 
mangels  darinnen  befanden  wurde  den  welle  E  f  g  meynem  vnflejs  nicht 
zwmessen ,  sunder  es  genediglicben  daruor  achten ,  das  mir  daran  hiscbt  (!) 
gemanglet,  dan  gnugsame  wissenscbafft,  wie  die  landt  gelegen  allenthal- 
ben, vnd  doch  derhalben  nicht  getwnst  bab  sollicbes  werk  gantz  sv 
vnderlassen  vorzwnemen.  Dan  es  meines  bedenkens,  aines  gntten  an- 
facbers  bedarf,  der  andren  die  der  lande  kundiger  seindt  als  Ich,  vrsach 
gebe  sich  ferner  darüber  zw  muhen.  Bit  E  f  g  wolle  disse  geringe  an- 
zaigung  meines  Dienstlichen  vnd  dankbaren  willens  genediklicben  an- 
nemeu,  verboffe  es  werde  sich  mit  Gottes  hilff  zwtragen,  das  Ich  mich 
nachmals  in  bochrem  gegen  E  f  g  dankbar  erzaigen  möge. 

Es  bat  auch  E  f  g  anff  mein  furbit,  meinen  Jungen  im  studio  tn 
verlegen  genediklicben  auffgenomen,  welches  Ich  micb  gegen  E  f  g,  als 
mir  selber  bescbehen  hocblicb  zw  bedanken  vnd  beschulden  bab.  Die- 
weil aber  der  Jung  ain  Danzker  kindt  ist,  vndt  ain  Ersamer  wolweiser 
radt  daselb  vernomen  Des  knaben  gescbiklikait,  wil  er  in  in  den  stndjB 
gemainer  stat  zw  gut  verlegen.  Nachdem  aber  Ich  mich  sollicbes  nicht 
verseben  bette,  babe  Ich  E  f  g  vergebens  bemuyt.  Bitt  Derhalben  vnder« 
tbeniklicben ,  E  f  g  welle,  was  Ich  aus  gutter  mainung  getbon  bab,  mir 
genedigklicben  zw  gutt  halten ,  vnd  der  abtrettung  des  knaben  halben, 
kaine   vngnedige  missfallung  gegen  mir  tragen.     Vnd  tbw  biemit  E  f  g 


*  Zu  diesen  guten  Herren  und  Freunden,  die  Bheticus  zur  Fertigung  der 
tctbtda  chorographica  von  Preussen  behilflich  gewesen,  ist  offenbar  an  erster  Stelle 
Oopernicus  zu  z&hlen,  der  schon  im  Jahre  1629  an  einer  ,JIIappa  terrartm  Prut- 
9%atf*  arbeitete.    VergL  Spie,  Cop.,  S.  281. 
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mich  sampt  meinen  studys  vnderthaenigklichen  befelchen.  Welche  Gott 
der  Almechtig  allezeit  genediklichen  bewar.  Gegeben  zur  frowenburg  am 
XXYIII  Angnsti  des«  MDXLj  Jara. 

o  Dienstwilliger  vnd  1  gehorsamer  |  Diener 

Georgias  Joachimns  |  Bheticus.  * 

4.  Bereits  am  folgenden  Tage  sandte  Bheticns  dem  vorstehenden 
Briefe  und  der  deutschen  Chorographie  ein  anderes  Schreiben  an  den 
Herzog  mit  einem  Instrnmeiitlein  zur  Berechnung  der  Länge  der  Tage 
nach.     Es  lautet: 

Durch lewchtiger  hochgebomer  fürst  vnd  herr,  B  f  g  sejn  mein  ge- 
flisne  vnd  schuldige  Dienst  in  vnderthenikait  vnd  stetigem  fleis  allezeit 
zuuoran  beraidt.  Genediger  herr,  nachdem  E  f  g  sich  bememuhet  (!),  von 
et]iche(n)  der  Mathematic  verstendigen ,  zw  erkundigen  der  tag  lenge> 
vnd  yren  gnaden  verzaichnen  lassen  wan  vnd  welche  ör  sich  der  tag 
anhübe,  durch  das  jar  aus,  welches  doch,  als  E  f  g  observirt  hat,  zu 
zeitten  wohl  vmb  etlich  stunden  nicht  zwtreffen.  Darumb  das  sey  E  f  g 
begeren  nicht  Ingen omen  vnd  pro  vero  dt>  den  Math ematicum  supputirt 
haben.  So  habe  Ich  ain  Instrumentlin  darzw  E  f  g  verordnet,  darinnen 
nach  beygelegten  canonibus  E  f  g  was  dieselb  begeret,  es  seye  vom  vero 
oder  Mathematico  etwas  nehers,  wie  ich  verhoff  yr  f.  g.  begeren  gewert 
wurt  sein. 

Bit  E  f  g  welle  disse  geringe  anzaigung  meines  dienstlichen  vnd 
dankbaren  willens  auch  genediklichen  annemen. 

Das  mir  auch  E  f  g  wil  genedeklichen  furschrifft  geben  an  Chwr  f. 
D*  Saxoniae  vnd  die  loblichen  Vniuersitet  Witenberg,  domit  mir  ver- 
gönnet mochte  werden ,  das  opus  D.  praecepioris  mei  in  den  truk  zu  geben, 
wie  Ich  an  Ewer  f.  g.  durch  D.  Hieronymum  Schurstab  E.  f.  g.  diener, 
habe  anlangen  lassen ,  bedanke  Ich  mich  gegen  E.  f.  g.  vnderthaniklichen, 
in  erbietung  solliches  vmb  E.  f.  g.  in  aller  vnderthanikait  nach  meinem 
höchsten  fleis  alle  zeit  zwbeschulden ,  vnd  thw  hiemit  mich  E.  f.  g.  dien- 
stich  vnd  vnderthäniglichen  befelchen ,  welche  Gott  der  almechtig  allezeit 
genediklichen  bewaren  welle.  Geben  zwr  frawenburg  am  XXIX  Augusti 
des  M.DXLJ  Jars. 

^  dienstwilliger  vnd  vnderthaeniger 

diener  Georgius  Joachimus  Rheticus.*'*' 

*  Original  im  herzoglichen  Archiv  zu  Königsberg.  Die  Ausfertigimg,  wie  e« 
scheint,  eigeDhändig.  Adresse  und  Secret  auf  einer  Enveloppe.  Das  Secret  zeigt 
einen  Schild  und  die  Initialen  G.  J.  Der  Schild  ist  quergetheilt  und  hat  im  obem 
Felde  einen  halben  Adler,  im  untern  drei  links  gewendete  Schrftgbalken ,  worauf 
drei  senkrecht  schwebende  Kreuze  oder  kreuzähnliche  Figuren. 

**  Original  im  Archiv  zu  Königsberg,  Schrank  8,  Fach  36,  Nr.  102.  —  Ein 
nnvollsi&ndiger  Abdruck  in  Spie.  Cop,,  S.  347. 
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5.  Drei  Tage  spftter  —  am  1.  September  1541  —  Hess  Hieronymns 
Schttrstab,  der  Secretär  des  Herzogs,  in  dessen  Auftrage  ein  darauf 
bezügliches  Schreiben  an  die  Universitflt  Wittenberg  und  ein  ähnlicbee 
an  den  CharfÜrsten  von  Sachsen  abgehen.     Das  letztere  lantet: 

'JL  An  den  Chnrfursten  zn  Sachsen. 

den  1.  Septembris  1541. 

Vnser  freundlich  dienst  vnd  was  wir  allzeitt  mher  llebs  vnd  gute 
vermoegen  zuuorn.  Hochgebomer  Fürst,  freundlicher  lieber  Oheim  vnd 
Schwager,  Nachdem  sich  der  achtbar  vnd  wolgelerte  vnser  besonder  lieber 
Magister  Georgius  Joachimus  Bheticus,  der  Mathematicen  zu  Wittenberg^ 
Professor,  ein  zeitlang  alhie  In  diesen  landen  preussen,  ehrlich  vnd  wol 
gehalten ,  Auch  seiner  kunst  der  Astronomey  l  dermassen  vermittelst  got- 
ticher  gnaden  vnd  hilff  nachgesetzt,  dorab  wir  verhoffen,  ehr  nit  allein 
E.  L.  sonder  auch  der  gantzen  vniuersitet  nicht  zu  geringer  zier  rhum 
vnd  preiss,  dessgleichen  Jn  sondern  nutz  vnd  frommen  sein  soll,  Weil 
wir  dan  von  Jme  berichtet  wie  ehr  vor  der  zeitt  die  lectur  zw  Witten- 
bergk  Jn  der  Astronomey  welche  Jme  bissher  zum  besten  alsslang  auf- 
gehalten erlangt,  wnd  gleichwol  darüber  noch  nicht  bestettigt.  vnd  coo- 
firmirth  worden,  wir  auch  vber  das  vernomen  das  ehr  ein  buch  seiner 
kunst,  welchs  ehr  alhie  Jn  diesen  landen  mit  grossem  vleiss,  muhe  vnd 
arbeitt  zusamen  gepracht  vnd  verfertiget  öffentlich  Jn  druck  draussen 
landes  ausgehen  zulassen  bedacht.  Als  haben  wir  Jnen  Seintemal  wir 
seiner  person  vmb  seiner  kunst  willen  mit  hohen  gnaden  gewogen,  an  E. 
L.  genediglichen  zuuorschreiben  nit  vnterlassen  moegen ,  Jst  demnach  an 
E.  L.  vnser  freundlich  bitt  dieselben  wollen  Jnen  Jn  anmerkung  seiner 
kunst,  geschicklickeit  vnd  tugent,  nicht  allein  zw  obberurter  lectur,  die 
ehr  bissher  zw  Wittenbergk  gehabt  confirmiren  vnd  bestettigen,  Sondern 
auch  Jme  gnediglichen  gestatten  vnd  vergönnen,  das  ehr  sich  zw  vol- 
furung  solches  seines  vorhabenden  werckes  an  die  orth  da  ehr  sein  bncb 
trucken  zulassen  entschlossen  ein  zeitlang  ohne  abbruch  seiner  besoldung 
der  lectur  begeben  moege,*  Jme  auch  sonsten  von  vnsert  wegen  allen 


*  Bheticus  scheint  also  wohl  schon  damals  beschlossen  zu  haben,  nicht 
sein  eigenes,  wie  hier  irrthümlich  angenommen  wird,  sondern  „das  opus  D.pro^ 
ceptoris'^,  wie  er  am  29.  August  selbst  schreibt,  in  Nürnberg  beiPetreius  drucken 
zn  lassen,  der  durch  die  Widmung  einer  Schrift  des  Antonius  de  Montulmo 
an  Rheticus  bereits  im  Jahre  1640  nicht  undeutlich  um  den  Verlag  des  Coper- 
nicanischen  Werkes  für  sich  gebeten  hatte.  Für  die  Geschichte  der  ersten  Aoa- 
gabe  der  Revolutionen  und  Rheticus'  Betheiligung  dabei  ist  von  grosser  Wich- 
tigkeit folgende  Stelle  in  einem  Briefe  des  T.-Forstherus  zu  Nürnberg  sn 
D.  Jos.  Schradi,  Pfarrer  zu  Reutlingen,  datirt  „in  die  Petri  et  FatUi  (29.  Joni) 
1543:  PriMsia  novum  oc  prodigiosum  nobis  Astranomum  genrnt,  cmus  doärina 
jam  hie  excudüur,  opue  futurum  circiter  centum  arcuum  papyri,  quo  terram  moom 
et  codwin  stare  ccmtendit  ac  probat.    Sunt  mihi  visi  duo  arcus  Typis  excugi  ante 
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gnedigen   furderlichen    willen,   doran   wir  gar  nicht  zweififelen  ertzeigen 

vnd  beweisen,   Das   wollen  wir  hinwieder  mit  allem  freuntlichen  schwe- 

gerlichen  willen  beschulden,  vnd  beuelen  E.  L.  hiemit  gotlichem  schätz 

ynd  schirm.     Datis 

*  In  simili  forma  an  die 

wninersitet  zw  Wittenberg. 

Commissio  Principis  proprio, 

Jeronimns    Scharstab.* 

6.  Eine  Antwort  auf  die  beiden  Briefe  vom  28.  nnd  29.  August  und 
ein  vorläufiges  Ehrengeschenk  für  das  „Instrumentlein"  und  die  Cho- 
rographie  erhielt  Rheticns  erst  am  20.  September  durch  den  herzog- 
lichen Secretär  Balthasar  Gans.  Wir  ersehen  daraus  den  regen  Antheil, 
den  der  Herzog  an  Rheticns'  Studien  und  besonders  an  seinen  prak* 
tischen  Arbeiten  nahm,  indem  er,  mitten  unter  politischen  Geschäften 
und  auf  einer  längern  Reise  begriffen,  dennoch  die  übersendeten  Schrei- 
ben und  Gegenstände  prüft  und  zu  gebrauchen  sucht.  Das  Antwort- 
schreiben selbst  lautet: 

An  Magistrum  Georginm  Joachimum  Reticum. 
den  20.  Septembris  Anno  1541. 

Vnsern  grus  zuuom,  Achtbar  vnd  hochgelerter  lieber  besonder.  Wir 
haben  in  kurz  nacheinander  von  euch  zwey  schreiben,  die  wir  lengist 
zuerwidem  vor  vnnotig  achten,  das  eine  den  28^^"  das  ander  am  29'^" 
Augusti  nechstverschienes  Monats  bekommen,  vnd  daraus  euern  an- 
getzeigten  Willen,  so  Jr  gegen  vns  traget  durch  zuschickung  des  Jnstru- 
mentleins  sampt  mitgetheiltem  schriftlichen  bericht  desselben  Mappen  vor- 
merkt, Fuegen  euch  dorauff  genediglichen  zuuornemen,  wiewohl  wir  das- 
selb  gern  durchgelesen,  das  wir  doch  solchs,  weil  wir  Jn  Zurichtung  sein 
zur  Littischen  grenitzen,  Nichtsminder  das  vns  in  dieser  eil  der  auf- 
prechung  allerlej  hendel  furgefallen ,  zum  grundt  nicht  thun  haben  kön- 
nen, Wir  wollen  aber  vermittelst  gotlicher  hilff  auff  dem  wege  so  baldt 
wir  räum  erlangen ,  solchs  vortzunemen ,  vndt  wenn  vns  alsdann  Jrgendt 
ein  bericht  darjnn^  mangelt  euch  dieweil  wir  wissen  woe  Jr  anzutref- 
fen, darumb  antzusuchen  nicht  vnderlassen,  Nachdem  vns  den  euerer 
person  wiederumb  gnedige  danckbarkeit  zubeweisen  gepurt,  weren  wir 
dasselb  auch  zuuolpringen  gnediglichen  gewogen  gewesen,  So  hat  sichs 
doch  dissmals  Jn  bedacht  das  vns  euere  priff  gantz  nahe  vor  vnserm 
auffbrnch  zukommen ,  auch  Jr  wie  wir  bericht  Jn  kurz  verreisen  wordet, 
nicht    schicken  wollen.    Aber   gleichwol  thun   wir  vns  allenthalben   der 


mensem,  eins  operis  corrector  est  Mag%s(ter)  quidam  Wittenbergensisf*.  Vgl.  Pörste- 
mann,  Neue  Mittheilungen  aus  dem  Gebiete  hi8t.-auiiquar.  Forschungen,  1S:>% 
II,  1,  S.  93. 

*  Copirt  im  Hcgistranten  des  Königsberger  Archivs,  Bd.  226  s.  d. 
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obengedachten  oberschikknng  Jn  gnaden  bedanken,  obersenden  euch 
Jtznnder  Jn  solcher  Eile  Jn  ertzeigung  ynserer  danekbarkeit  einen  por- 
tngaleser,  wollen  aber  hernachmals  vnd  mitter  zeitt,  dermassen  gegen 
euer  person  befanden  werden,  damit  Jr  vnser  gnedige  danckbarkeitt  vnd 
willen  wirglichen  znspnren,  Vnd  fugen  euch  dobey  zuuomemen,  ob  Jr 
▼ns  schon  einen  bericht  des  Instmmentleins  den  wir  mit  vleis  obersehen, 
zugefertigt,  haben  wir  vns  dannocht  nichts  doraus  richten  können,  zu- 
dem ist  vnsers  bedunckens  der  meister  der  goltschmit  nicht  vast  subtil 
domit  vmbgangen ,  hoffende  von  tagk  zu  tagk  besser  dorjn  zurichten ,  vnd 
wiewol  wir  der  kunst  wenig  erfaren,  so  lesen  vnd  boren  wir  sie  doch 
gern ,  Begern  derhalben  gnediglichen ,  woe  Jr  hinfurter  bissweilen  durch 
Verleihung  gotlicher  gnaden,  auch  euerm  hohen  verstau  dt  vnd  vleiss 
etwas  von  dergleichen  kunst  ausgehen  lasset,  Jr  vns  dasselb  gutwillig 
mitteilen,  Nicbtsminder  dem  Erwirdigen,  Achtbaren  vnd  hochgelerten, 
vnserm  besondern  geliebten  ehrn  Doctori  Martine  Luthero,  Philippe  Me- 
lanchthoni,  Pomerano,  auch  sonst  allen  andern  gelerten  person en,  be- 
kanten  vnd  vnbekanten,  wenn  euch  der  liebe  Gott  gegen  Witten  bergk, 
welches  wir  euch  bertzlich  wünschen,  vorhilfft,  vnsern  gnedigen  grus 
vnd  willen  antzeigen.  Das  seint  wir  vmb  euch  Jn  allen  gnaden  abtsu- 
nemen  vnd  zuerkennen  geneigt.     Datis  Konigspergk  t. 

Commissio  principis 

ex  rdaUone  Secretary 

Baltzer  Oans.* 

7,  Weitere  Spuren  eines  Briefwechsels  zwischen  Albrecht  und  Rhe- 
ticus  haben  wir  nicht  auffinden  können.  Der  letztere  verliess,  wie  be- 
reits erwähnt,  bald  darauf  Preussen,  ging  1542  von  Wittenberg  nach 
Nürnberg,  wurde  noch  in  demselben  Jahre  Professor  in  Leipzig,  zog 
darauf  im  Jahre  1551  nach  Prag,  war  1557  in  E^rakau  und  scheint  dort 
bis  zu  seinem  Tode  verblieben  zu  sein,  der  ihn  am  4«  December  1574 
zu  Kaschau  in  Ungarn  überraschte,  sechs  Jahre  nach  Albrecht's  Tode.^ 
Das  von  Tiedemann  Oiese  an  den  Herzog  gesendete  Exemplar  der 
j^narratio  prima^^  das  „Instrumentlein*'  und  —  was  besonders  zu  bedauern 
ist  —  die  „tabula  chorographica  auf  Preussen"  sind  aus  Königsberg  ver- 
schwunden. Nur  die  „Chorographia"  selbst  hat  sich  noch  erhalten,  und 
zwar,  wie  aus  einer  Yergleichung  der  Handschrift  mit  den  eben  mit- 
getheilten  zwei  Originalbriefen  von  Bhe ticus  hervorgeht,  im  Autogra- 
phon  des  Verfassers  selbst.  Sie  befindet  sich  in  einem  wahrscheinlich 
noch  zu  Lebzeiten   des  Herzogs   zierlich   in  Leder  gebundenen  Sammel- 


*  Copirt  im  Begistranten  des  Eönigsberger  Archivs,  B.  141  8.  126 — 128. 
**  Vergl.  jSJpic.  Cop.  8.  286.     Näheres  über  Rheticas"  Lebeu  and  Schriften 
bei  einer  andern  Gelegenheit 
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bände  (in  Folio),  welcher  gegenwärtig  der  Königsherger  Universitäts- 
bibliothek angehört,  unter  den  Manascripten  sab  Nr.  390  (früher -C.  B. 
78)  aufgestellt  und  von  dem  Buchbindejr  änsserlich  als  ,, REMISCH . 
HISTOR."  bezeichnet  ist.  Es  enthält  nämlich  dieser  Band  an  erster 
Stelle  :^  „ Joannis  Boccatii  die  gantz  Römisch  histori  . .  .  verteutscht  durch 
Christophorum  Brunonem  von  Hyrtzweil.  Gedruckt  zu  Augsburg  bei 
Hainrich  Steiner.  MDXXXXII.**  Darauf  folgt  eine  zweite  Druckschrift 
(„Wahrhafiftiger  vnnd  Gründtlicher  Bericht  der  habenden  Gerechtigkait 
Kayser  Karls  des  fünfften  zu  dem  Herzogtbumb  Gellern  u.  s.  w.  1541. 
s.  //*),  dann  eine  Handschrift  (46  beschriebene  und  2  unbeschriebene 
Blätter),  beginnend  mit  den  Worten:  „Prima  Limitatio  QuaUuor  diocesium 
in  Terra  Prussia  per  legalum  Sedis  Jposiolicae''\  darauf  an  vierter  Stelle 
unsere  Chorographie  und  endlich  noch  ein  drittes  Manuscript  (10  be- 
schriebene Blätter),  anfangend  mit  den  Worten:  „König  Heinrich  zu 
Sachsen*^ 

Das  Manuscript  der  Chorographie  ist  auf  starkem,  festem  Papier 
geschrieben,  welches,  nach  dem  Wasserzeichen  (einer  Hand  unten  mit 
Aermeln,  oben  mit  einer  dreiblättrigen  Rose)  zu  schliessen,  nieden'heini- 
sehen  oder  niederländischen  Ursprunges  zu  sein  scheint.  Es  besteht  aus 
5  Lagen ,  bezeichnet  mit  den  Custoden  Ä  —  E^  die  erste  von  8 ,  die  fol- 
genden 4  von  je  6  Blättern.  Das  erste  Blatt  ist  durch  den  Titel  in 
Anspruch  genommen,  das  letzte  ganz  leer;  oben,  unten  und  an  der 
rechten  Seite  des  Textes  findet  sich  ein  durchschnittlich  3  Finger  breiter 
Rand,  so  dass  durchschnittlich  nur  18 — 20  Zeilen  auf  jeder  Seite  stehen. 
Die  Schrift  ist  im  Ganzen  ziemlich  deutlich  und  fast  durchgehends  in 
deutscheu  Buchstaben  geschrieben,  die  bekanntlich  im  16.  Jahrhundert 
den  lateinischen  noch  sehr  ähnlich  sind;  nur  hier  und  da  —  offenbar 
ohne  Princip  —  finden  sich  auch  deutlich  die  lateinischen  Schriftzeichen. 
Unser  Abdruck  verzichtet  darauf,  diese  Verschiedenheiten  nachzubilden, 
giebt  aber  im  Uebrigen  die  Handschrift  einschliesslich  der  Intorpunction 
und  Orthographie  bis  ins  Einzelnste,  getreu  wieder. 


I  Chorographia  |  tewsch.  |  Durch  Georgia  Joachimü  RheticCi         |  f.  i  a. 
I  MathematicQ,  vnd  der  |  Vniuersitet  Vitenberg  Pro-  |  fessorem 
zwsamengebracht  |  vnd  an  den  tag  geben.    |   MDXLj. 

I  Dem   durchlewchtigen,    hochgebornen    fursten    vnd   herren,    if.2a- 
herren  Albrechten  marggrauen  zw  Brandenburg,  In  Preussen,  zw 
Stetin  Pomren ,  der  Cassuben  vnd  Wenden  herzogen ,  Burggrawen ' 
zw  Nurenberg,   vnd   fursten   zw  Rügen  meinem  gnedigen  herren. 

Durchlewchtiger  hochgeborner  fürst,  E  F  G  seien  mein 
geflisne  dienst,  alle  zeit  zuvoran  berait.  Gnediger  her,  wie  durch 
sanderliche   schikung  Gottes   alle  andre  lobliche  kunst  zw  vnsren 


134  HiBtoriBcb-literariscbe  Abtheilang. 


^^^\f\fyß-^f 


zeitten   herfnr  komen,   vnd  Oott  der  herre,   neben  Beinern  Wort, 

|f.  2b.  aach  durcb  sein  gescbopf  vnd  Creatnr  |  wil  erkant  werden,  wie 
dan  die  alten  rechten  pbilosopbi  bekennet  baben,  Das  die  natnr 
der  schönste  Spiegel  Gottlicher  maiestet  seye,  darinnen  Gottes 
macht  vnd  gegen wertikait  gewaltig  vnd  sichtlich  erkennet  wert 
Also  befinde  Jch  warlicb,  das  er  die  hohen  kunst  welche  man 
Matbematicas  nennet  nicht  will  lenger  dahinden  bleiben  lassen. 
Die  Geometiy  thut  sich  gewaltig  hemor.  Dan  Bnclides  ist  in 
seiner  aignen  sprach  an  tag  kamen,  so  finden  sich  anch  herbej 
Menelaus,  Theodosius,  Apollonius  vnd  der  hochberumbt  Archi- 
medes,  von  welchen  man  kurtz  vor  vnsren  zeitten  niseht  gewisses 
hat  zw  sagen  gewnst. 

|f.  3».  I  An  der  Astronomei  hat  es  auch  kainen  fei,  dan  es  ist  nun 

vorhanden  Piolemaeus  graece.  So  werden  wir  auch  durch  das  lob- 
lich opus  des  achbaren  vnd  hochgelarten  herren  Doctoris  Nicolai 
Copernicj,  meines  herren  Praeceptoris ,  ain  gewisse  rechenschafft 
haben,  der  Zeit  vnd  des  Jares,  auch  wie  die  Son,  der  Mond»  vnd 
alles  gestim  yren  lauff  haben,  vnd  in  was  mos  vnd  Ordnung  sej 
geschaffen  seyen,  an  welchem,  wie  wissentlich  bis  anher  grosser 
man  gel  vnd  fei  gewesen  ist.  Die  andren  als  Arithmetic  Music  etc, 
sindt  auch  zimlich  Jm  schwank.     Aber  die  Geographej  bleibt  noch 

|f.  3  b.  ligen,  vnd  ist  wänig  hoffnung  |  das  die  selbig  folkumlich  möge  er- 
newret  vnd  reformtrt  werden.  Dan  der  alten  scripta,  als  Ptolemaej 
weiwol  sey  verbanden  seint,  komen  sey  vns  doch  waenig  in  dem 
zw  nutz.  Zwm  tail  darumb,  das  mit  dem  fal  der  Romischen  Mon- 
archej,  vnd  hernach  aller  reich  verendrung,  auch  Tyranney  der 
Türken,  gemaines  der  Ohristenhait  erbfindes,  vil  fumemste  sthet 
verwust  seint,  als  man  jetz  nicht  waist  wo  Athen  in  Graecia  ge- 
standen ist,  welche  doch  das  hopt  Graeciae  war,  vnd  aus  welcher 
Xerxes  der  fast  gantz  Asiam  inhielt  gedemutiget  wardt.  So  wer- 
den dargegen  andre  stett  auffgebawen  vnd  die  alten  namen  deren 
so  noch  gebliben  seind  verlieren  sich  auch,  als  man  in  Germania 

lf.4».  waenig  gewisses  waiss  |  von  denen  so  Ptolemaeus  beschriben  bat. 
Zwm  andren  das  auch  etlich  lender  von  sich  selber  abnemen, 
zw  geringrung  kumen,  vnd  gleichsam  veralten.  Dagegen  vil  len- 
der  so  zw  Ptolemaei  zeitten  ytel  wildnussen  vnd  wüsten  gewesen 
sind,  vnd  daruon  man  wänig  zw  sagen  gewbt,  seind  jezen  gntte 
vnd  wol  erbawte  lender,  vnd  mit  Religion  vnd  loblicher  Policej 
*  verfasset,  wie  man  in  Septentrione  findet.  Endlich  haben  die 
gewaltige  segelationes  vnss  auch  gantz  wie  man  sagen  wil,  sw 
ainer  andren  vnd  newen  weit,  gebracht,  do  man  vor  gedacht  hat, 
wie  CS  alles  mit  wasser  befiossen  vnd  nur  ain  mer,  das  man  Oces- 
num  nennet,  waere. 
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Wan  nun  frid  vnd  rw  in  allen  landen  wie  zw  den  zeitten  I  f.  4b. 
Dinj  Angoflti  waere,  vnd  die  hocben  Potentaten,  wie  die  alten 
gethon  haben,  darzw  thetten,  das  man  ain  gewisse  verzaichnung 
der  lender  vnd  aller  weit  haben  knnnte,  so  mochte  wol  ain  hoff- 
nang  sein,  das  die  Geographej  auch  zw  vnsren  zeitten  gebessret 
wurde.  Dieweil  aber  anss  dem  nichtes  wnrt,  wie  auch  der  haili- 
gen  sohrifft  Propheceyen  zewgen,  so  mag  man  sich  beflaissen ,  das 
man  deren  lendren  so  man  gehaben  mag  gewisse  verzaichnnng  zw 
hanffen  brenge,  welches  ich  gantz  nöttig  achte.  Den  domit  Jch 
die  trefflichen  anch  ander  gemaine  vtilitates  der  Geographei  fallen 
lasse,  welche  E  f  g,  auss  hohem  fnrstlichem  |  yerstandt,  vnd  alss  I  f-&». 
ain  besnndrer  liebhaber  disser  hohen  knnsten  selber  zw  bewftgen 
waiss,  waere  warlich  gut  das  man  etwas  bey  der  lustigen  vnd 
nützlichen  Knnst  thete ,  von  wegen  der  hochloblichen  Kunst  welche 
zw  vnsren  zeitten  Astrologia  genant  wurt.  Dan  wo  man  ainer 
stat  longitndinem  vnd  latitudinem  nicht  waist,  ist  es  auch  vnmeg- 
lich  darauff  Eclipses,  Item  der  Sonnen,  des  mens,  planeten  vnd 
alles  gestims  motus  vnd  zw  dem  selbigen  ort  Ir  habitudines  zw 
rechnen,  auss  welchem  dan  gedachte  kunst,  von  wurkung  der 
natur  vnd  kunfftigem  ErudUas  coniecturas  zw  nemen  leret.  Welches 
ia  nutzlich  vnd  nicht  ain  kleine  Gottes  gab  ist,  wie  alle  rechte 
vemunfft  vnd  tegliche  erfarung  weist  vnd  mitbringkt.  |  Nach  dem  I  f*  &b. 
aber  die  Potentaten  gemainer  Christenhait  zw  vnsren  zeitten  mit 
hochen  wichtigen  hendlen  beladen  sindt,  die  Religion  betreffendt, 
frid  vnd  einikait  zw  erhalten^  Ciuilia  bella  zw  verhwtten,  vnd  dem 
Türken  widerstandt  zw  thwn,  ist  kain  ander  mittel  verbanden, 
disser  lender  darüber  man  gewisse  verzaichnnng  nach  rechter  art 
der  Geographej  haben  mag,  dan  das  sich  in  allen  lendren  hin  vnd 
wider,  leWt,  die  der  kunst  sich  befieissen,  mit  hilff  der  hochlob- 
lichen fursten  vnd  herren,  Chorographicas  (abulas,  sa  man  lands 
tafflen  nennen  mocht  mit  fleiss  coUigierten  vnd  an  tag  geben ,  da- 
mit sich  I  etwa  ain  rechter  grundlicher  Mathematicus  darüber  be-  1  '-6». 
geben  mochte,  vnd  in  des  Ptolemaei  Fustapffen  tretten,  vnd  die 
Geographei  wie  es  sich  erfordert,  wie  vmer  muglich  emewere. 
Aus  welchem  bedenken,  das  sich  gemainem  nutz  zw  gut  dester 
mehr,  so  den  knnsten  genaigt  sindt  herbey  funden ,  habe  Jch  auss 
bit  mfer  gutter  frundt,  vnd  auch  E  f  g  hoffmalers,  Crispinio 
Harand,*  wiland  des  weitberimpten  Albrechten  Durers  discipulo, 
alle  art  vnd  weiss  nach  rechter  Art  der  Mathematic  zwsamen  ge- 
bracht, vnd  in  das  tewsch  verfast,  wie  die  Chorographicae  tabulae. 


*  Ueber  Erispin  Herranth  vergl.  meine  Schrift:  Die  Portraits  des 
N.  Copernicos.    Leipzig  1876.    8.  6  flgg. 
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oder  lands  tafflen  gemacht  mögen  werden.  Vnd  damit  es  menk- 
I  16b.  Hohem  zw  mehrem  nutz  |  vnd  fordrung  raichen  mochte,  habe  Jeh 
auch  von  rechtem  gebrauch  des  Magneten  vnd  schipper  compas 
grundtlich  zw  machen  hinzwgesatzt,  Jn  welchem  wie  kundpar 
bis  anher  mangel  gnug  befanden  wart. 

Dis  mein  klain  vnd  erst  werk,  so  Jch  in  tewscher  sangen 
lass  aussgen,  habe  Jch  vornemlich  E  t  g  zw  zeschreiben  vnd  zw 
dedicieren  bedacht.  Dan  dieweil  Jch  E  f  g  von  dissen  kunsten,  vnd 
was  die  Mathematic  betrifft,  nebendt  andren  geschefften  reipab:, 
wie  wir  von  Julio  Caesare  vnd  Carole  Magno  lesen,  hab  hören 
loblich  wol  vnd  grundlich  reden,  dardurch  E  f  g  genaigter  vnd 
genediger  wille  zw  dissen  kunsten  vnd  Jren  Cultoribas  zw  spuren 
i  f. 7a.  ist,  bin  I  Jch  der  Hoffnung  E  f  g  werde  dis,  wiewol  klain  dienst* 
lieh  erzaigung  meines  dankbaren  willens,  der  fürstliche  veremng, 
so  mir  E  f  g  gantz  genediklich  bewissen  hat,  von  mir  in  gnaden 
auffnemen.  Vnd  hoffe  das  nachdem  E  f  g  disses  buchlin  zw  ainem 
Patrone  haben  wurdt ,  so  wurde  es  mehr  gebraucht  vnd  angenemer 
sein.  Vnd  thw  mich  hiemit  E  f  g  dienstlich  vnd  vnderthenig- 
liehen  beuelchen,  welche  Gott  der  allmechtig  alle  zeit  genediglich 
bewar.     Datum  zwr  frowenburg  im  Augusto  des  MDXLj  Jars. 

dienstwilliger  vnd 
geflissner  diener 

Oeorgius  Jo(achimus) 
Rheticus  Ma(thema)ticu6.* 

I  f.7b.         I  Was  do  seye  Geographia  vnd  Chorographia,  vnd 
durch  wie  uilerlai  art  man   Chorographicas  tabulas 

machen  konde.     cap:  j. 

EsB  wurt  in  der  physic  vnd  Astronomej  erwisen,  wie  das 
gantz  erdrich  sam  ain  runde  kugel  seye,  glich  wie  wir  teglich 
vor  äugen  sehen ,  das  Son  vnd  Mon  auch  alsso  in  die  runde  von 
Gott  geschaffen  sind.  Dieweil  nun  die  alten  philosophj  sich  alss 
hohe  verstendige  lewtt  vmb  Gott,  seine  werk  vnd  Creaturen  be- 
kumret  haben,  vnd  die  so  weit  in  muglich  zw  erkundigen  beflis- 
sen, haben  etlich  der  Elementen,  vnd  was  von  den  selbigen  hie 
ist  aigenschafft  vnd  tugent  gesucht,  dannen  her  dan  die  Medicin 
I  f.  9a.  geflossen  ist.  Etlich,  dieweil  menschliche  |  vemunfft  niet  vnuersucht 
lest,  haben  sich  mit  hilpf  der  Geometrej  bemwt,  vnd  entlich  da- 
hin bracht,  dass  sey  ain  gewisse  rechenschafft  betten  des  Loffe^ 
der   Sonnen    vnd  Mons   darauss   mau   zuvor   die  flnstemusse   vnd 


*  Das  Eingeklammerte  ist  am  Bande  durch  den  Budibinder  fortgeschnitten. 
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andre  mehr  himlische  zaichen,  so  sich  von  wegen  deren  motibus 
zwtragen,  mochte  wissen.  Nach  dem  aber  solliche  Jre  rechen- 
schafft ,  von  wegen  der  rnndikait  des  erdrichs ,  welches  allenthalben 
glichsam  in  der  mitten  befanden  wnrt,  nicht  konde  zwtragen: 
Alss  die  in  Asia  oder  anffgang  der  Sonnen  sehen  spetter  ain  finster- 
nuss  dan  die  in  nidergang  alss  in  Hispania.  —  Vnd  so  do  nord- 
werds  ligen,  sehen  vil  gestim  nicht,  so  Snd  werds  zw  sichten 
knmen,  gleichwie  in  septenlrione  die  sommertag  auch  lenger  sind 
alss  dort.  |  Derhalben  haben  die  Mathematici  auch  darnach  !  f.  sb 
trachten  müssen,  wie  sey  das  erdrich  mit  dem  Hymel  verainig- 
ten,  vnd  ains  dem  andren  zwsagte.  Diss  halte  Jch  vor  den 
rechten  vrsprang  der  Geographej.  Dan  disse  kunst  bildet  oder 
malet  für  sich  das  gantz  erdrich  glich  wie  ain  kngel,  setzt  darin- 
nen ain  land  vnd  konigreich  nach  dem  andren,  wie  man  dnrch 
erfarnng  vmer  hat  mögen  darzw  kamen ,  nach  dem  ain  ytlich  gegen 
dem  andren  nord  •  ost  -  west  -  oder  sad  werdt  liget.  Jedoch  bleibt 
sej  nicht  bey  dissem  schlech  alain,  wie  Strabo,  Pomponias  mela, 
vnd  der  geleichen  thnnd,  snnder  drit  ain  waenig  neher  zwr  sach, 
vnd  findet  letschlich  ain  waiss  vnd  |  art,  derdarch  man  ainer  i  t9&* 
ytlichen  stat,  order  ort  stelle  gewiss  habe  wo  sey  in  der  kagel 
lige,  (wie  damon  etwas  hernach  gemeldet  wart).  Dardarch  bald 
abzwnemen  ist,  wie  man  von  dissen  oder  Jenen  landen  die  finster- 
nassen, gestim  vnd  himlische  zaichen  sehe.  £s  ist  wol  abzw- 
nemen wie  die  Geographej  erstlich  gering  ding  sey  gewesen,  dem- 
nach die  Astronomej  vnd  Mathematic  ye  .vnd  ye  bey  waenigen 
befanden  wart,  vnd  sey  grosse  erfarnnss  wil  haben,  anch  nicht 
in  aines  oder  andren  menschen  leben  sthet.  Aber  dis  wart  nebent 
den  perigrinationibas  so  die  kofflewt  vnd  sollicher  kanst  liebhaber 
gethon  haben  wie  Ptolemaens  Marinnm  anzewht  meins  bedankens 
sehr  darzw  geholffen  |  haben,  das  sich  die  konig  vnd  potentaten  1  f. 9b. 
darzw  beflissen  seind  dass  sey  die  lender  erknndigen  liessen,  wie 
man  das  selbig  in  den  historijs  offtmals  vnd  sanderlich  Alexandrj 
magnj  findet,  vnd  innen  dieselbigen  nach  aller  gelegenhait  Hessen 
farmalen,  gleichsam  ain  rechte  der  land  so  sey  gewissenschafft 
haben  mogten  contrefetnr.  Disse  der  lender  vnd  aines  ytlichen 
in  sanderhait  contrafetaren  haben  die  alten  Chorographiam  genen- 
net, wie  bald  im  anfang  der  Geographej  beim  Ptolemaeo  zw  sehen 
ist.  Anss  welchen  aach  hewt  bej  tage  die  Geographej  wart  zw 
mehrem  tail  so  weit  maglich  massen  gebessert  werden.  Die  Ma- 
thematic aber  wart  ain  waenig  bey  den  alten  gemainer  gewesen 
sein  alss  zw  vnsren  zeitten,  daramb  i  findeut  wir  nicht  bej  inen  |f.  loa. 
wie  die  Chorographicae  tabulae  zw  machen  seyen.  Albrecht  Darer 
leret  in  seinen  bachem,  wie  man  ain  landschafft  die  ainer  in  das 
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gesiebt  bringen  kan  abconterfaitten  solle.  Wie  sich  etlich  an  der 
landschafFt  vmb  wien  bewissen  haben.  Das  selbig  vnd  dergelei- 
chen,  so  ancb  zwr  Chorographej  dienet,  wil  ich  den  malren  be* 
folhen  haben. 

Dieweil  man  aber  «nicht  ain  gantz  lande  zwmal  in  dass  Ge- 
sicht bringen  mag,  so  will  ess  etwas  weitters  erfordren,  wie  die 
Chorographicae  iabulae  anss  rechtem  grnnd  anff  ain  land  sw  reissen 
seje,  darinnen  die  rechte  gelegenhait  aller  stetten,  flecken,  flies- 
sen  etc  gehalten  werde.  Vnd  seind  nemlich  fiererley  weiss  vnd 
I  f.  10b.  art  die  Chorographicas  oder  lands  tafflen  zw  machen.  |  Erst- 
lich durch  aines  ytlichen  stat  oder  ort  Longitndinem  vnd  latitudi- 
nem,  wie  man  die  Geographicas  labulas  machet,  aber  disse  weiss 
mus  man  den  Mathematicis  lassen,  die  solliches  mitlisch  der  Geo- 
metrej,  Arithmetic  vnd  Astronomej  volfnren  knnden.  Die  ander 
drey  weiss  oder  art,  welche  wir  auff  dass  kurtzist  zw  beschreiben 
fnrhaben,  kan  auch  ain  ytlicher  gemain  verstendiger  brancben. 
Die  erst  bedarff  nicht  mehr  als  ain  itinerarinm  des  landes,  das  ist 
wie  vil  meilen  es  von  ainer  stat  zw  der  andren  seye  vnd  wie  weit 
ain  ort  anff  das  gerichtist  von  dem  andern  lige. 

Die  ander  weiss  geht  zw  durch  ain  Jnstrnment  oder  Compas 
so  sunderlich  darzw  verordnet  vnd  gemacht  wurt. 

Zwm  dritten  sindt  die  Chorographicae  iabulae  auch  zw  machen 
|f. IIa.  anff  dass  |  ainfeltigist ,  durch  die  strich  des  Compas  sampt  dem 
Itinerario,  vnd  durch  disse  weiss  werden  die  sehe  oder  Compas 
Charten  gemacht. 

Von  der  ersten  mainung  die  Chorographicas  iabulas  zw 

machen.     Caput  Ij. 

Disse  erste  weiss  ain  land  zw  beschreiben  ist  sehr  leicht, 
Erstlich  muss  man  auff  das  land,  so  man  beschreiben  wil,  ain 
gewisse  wie  vmer  muglich  verzaichnung  haben,  wie  weit  ess  den 
nechsten  weg  von  ainer  stat  zw  der  andren  seye.  Darnach  nimpt 
man  ain  Pergsmen  oder  chartam  darauff  man  dass  land  mit  aller 
gelegenhait  reissen  wille,  vnd  reisst  auff  ain  seitten  ain  grade 
linien,  die  man  nach  gwt  gedunken  in  etlich '  gleiche  tail  tailet, 
welche  im  meilen  bedewten.  Disse  tail  müssen  aber  alsso  sein, 
|f.  IIb.  I  domit  man  des  landes  weitte  vnd  braite  auff  gedachtem  Per- 
gamen  haben  möge,  vnd  dasellbig  nach  begeren  auffreissen.  Weitter 
verzaichne  Jch  mir  die  vier  hoptwinde,  vnd  nime  für  mich  ain 
stat  oder  haus  daruon  Jch  anfachen  wil  alss  j4,  disse  sets.e  Jch 
ongefurlich  auff  die  chartam  wo  mich  gedaucht  dass  sey  in  dem 
lande  lige.  Darnach  sey  ein  stat  B  nach  der  landstreckung  oi\- 
gefurlich  auff  Südwest  zw  swd  von  dem  A  IX  meil  wegs  gelegen. 
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Disse  IX  meilen  nime  Jcb  mit  dem  cirkel  aass  gedachter  scala 
miliarium  vnd  trag  solliche  anff  die  chartam  nach  der  landstreknng 
so  habe  Jcb  wie  A  ynd  B  gegen  ainander  ligen.  Die  drit  stat  C 
mnsse  Jcb  setzen  dass  sej  gegen  der  stat  A  vnd  B  recht  lige. 
Das  Itinerarinm  zaigt  mir  an  dass  sey  |  vom  A  lige  XV  meil  on-  if.  12  a. 
gefarlicb  gegen  nordwest,  derhaiben  nim  Jcb  mit  dem  Cirkel  XV 
meilen  vnd  setz  den  ainen  fnss  in  das  A^  mit  dem  andren  reisse 
Jcb  ain  blind  Cirkel  drom  gegen  nordosten.  Vnd  dieweil  C.  von 
dem  B  auf  XVIIj  meilen  ligt,  so  nime  Jcb  XVIIj  meilen  auch 
mit  dem  Cirkel  vnd  setz  den  ainen  fns  in  dass  B  mit  dem  andren 
reisse  Jcb  ain  ander  Cirkel  drom ,  dass  er  das  vorig  durchschneide, 
vnd  wo  das  Creutz  hinfeit  da  ligt  die  stat  C«  Weitter  es  lige  ain 
stat  bans  oder  flek  mit  namen  D  von  A  ongeferlich  nach  der 
landstreknng  anff  IX  meilen  gegen  nordnordwest  zw  nördwest  da 
reisse  Jcb  wie  gesagt  das  erst  Cirkel  drom,  von  B  aber  lige  sej 
XV  meilen  daramb  wan  ich  die  mit  dem  Cirkel  nime  vnd  |  setz  ttub. 
den  ainen  fns  in  das  B^  mit  dem  andren  reisse  Jcb  das  ander 
Cirkel  drom  alsso  das  ess  das  erst  durchschneide  vnd  verzaichne 
den  puncten  />•  Die  stat  E  kan  Jcb  auch  hinein  verzaichnen, 
dieweil  Jcb  weiss  dass  sey  von  A  auf  II  Ij  meilen  gegen  nornord- 
ost  ligt,  vnd  vom  B  auff  XIIIj  meilen.  Dass  bauss  F  findet  sein 
stell  auch,  dan  ess  liget  vom  A  XI  meilen  vnd  ain  halbfiertail  auf 
Südsüdost  vnd  vom  B  IX  meilen.  Die  Stat  G  ist  auch  gut  zwuer- 
zaichneu  dan  sey  liget  von  A  IIj  meilen  auff  sud  zw  osten  on- 
gefnrlicb  vnd  von  B  VIIj  meilen.  Auff  disse  weiss  vnd  art  mag 
man  leichtlich  alle  sthet,  beuser,  geringe  auch  fumemiste  orter 
aines  ganzen  landes  aufiP  die  Chartam  verzaichnen.  |  Dissem  ge-  |f.  13». 
satzten  exempel  nach,  ist  nit  von  notten,  dass  man  von  zwaien 
stetten  alain  anzwheben  ain  gantzes  land  beschreibe,  sunder  man 
mog  nemen  zwo  steht  etc.  wo  man  wil  im  lande,  vnd  nachdem  ess 
am  bequemischten  ist  die  vmligenden  sthet  nach  diser  weiss  ver- 
zaichnen, alss  wan  ich  wolt  vom  E^  G^  oder  welche  zwo  ess  weren, 
die  andren  alle  nachainandren  setzen,  vnd  vmerdaren  ains  an 
das  ander  henken ,  glich  wie  man  Jm  ziehen  von  ainer  stat  zw  der 
andren  kumpt,  biss  dem  land  an  ain  ende.  Das  Jcb  aber  der 
strich  oder  wind  des  Compas  hie  berin  gehrauch,  thun  Jcb  alain 
darumb  das  man  die  Cirkel  drom  dester  kurzer  machen  dorfte,  vnd 
das  kreutz  so  fil  dester  gerinklicher  finde,  sunst  waere  ess  eben 
genug  das  man  wiste  wie  sich  die  drit  stat  von  den  zwaien  gegen 
den  bobtwind  hielte.   |   (Fig.  1.)  |f.i3b. 

Ess  ist  auch  bierin  zw  merken  das  die  zwai  Cirkel  drom  ain 
andren  nicht  al wegen  durchsnaiden ,  sunder  etwa  nur  alain  zw  rur 
an   ainander   fallen.     Diss  geschieht  wan  die  sthet  oder  orter  in 
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ainer  geraden  linien  ligen  vnd  kainen  triangalnm  mit  ain  andren 
machen ,  so  feit  die  dritt  sthat  aoff  den  pnncten  do  sich  die  zwei 
circkel  drom  zw  hauffs  mren. 
|f.  14  a.  I  Entlieh   aher  nach  dem  anff  die  Charten  die  pnncten  aller 

sthet,  hewser,  fleken  vnd  was  man  wil  vermerkt  haben,  gezaich- 
net  hat,  so  siudt  die  Ausser,  wasser,  tiefif,  ström  ,  see,  tich  etc. 
mit  aller'  irer  vrsprnng,  kmmen  vnd  gantzer  gelegenhait  leichtlich 
hinein  zw  setzen.  Dan  man  malet  vnd  zewch(t)  sey  aoff  die 
pnncten  der  sthet  oder  orter  do  sey  seind  oder  Jren  Ans  hin  haben, 
weit  oder  nach,  wie  ess  erfordret  durch  das  gantz  land  hinanss. 
Dessgleichen  die  wildnnssen  weld  viid.berg,  auch  nach  vnd  (nach) 
sich  wil  schiken  zw  den  verzaichneten  pnncten.  Ess  wil  sich  auch 
erfordren.  Ja  von  oöten  sein  wan  mau  ain  fleissige  Chorograpfacam 
iahulum  machen  wil,  dass  die  landschafften,  fnmemiste  sthet  vnd 
orter  so  weit  muglich  contrafaitirt  seyen ,  vnd  besnnder  die  lands 
knndignng  von  der  sehe.  Aber  was  solliches  ist,  befelche  Jch 
aines  ytlichen  fleiss. 

|f.  i4b.  I  Von    der  andren  Art  chorographicas  iabulas-^w 

machen,     cap:  IIj. 

Disse  weiss  oder  art  lest  sich  ansehen,  als  waere  sey  schwerer 
alss  die  vordrige.  Aber  sey  ist  gleich  so  ring,  vnd  im  gmnd 
nicht  andrist  wie  die  vordrige.  Dan  wie  man  nach  der  vorigen 
art,  auss  den  seitten  aines  triangels,  das  ist  von  den  dislantijs 
locorumy  wie  weit  ess  von  ainem  ort  ist  zw  dem  andren,  die  tri- 
angulos  beschlossen  hat,  vnd  endlich  wie  sich  es  erfordret,  die 
dritten  stat  gesetzet,  also  hie  durch  erkundigung  der  Winkel  des 
triangels,  wurdt  er  beschlossen,  vnd  alwegen  des  dritten  orte« 
punct  vermerkt. 

Das  Jnstmment   aber   dadurch   man   gedachte  angnlos  findet, 

I  f.  isa.  hat  nicht  sunderliche  grosse  arhait  anff  sich  zw  machen.  |  Alain 
dieweil  das  holtz  von  seiner  art  nicht  lest,  vnd  schweult  oder 
wechst  nach  des  luftes  endrung,  man  versuche  es  mit  Jm  glaicb 
wie  man  welle,  so  erfordret  ess  die  not  dass  man  gutte  instrumenta 
mathematica  von  Messing  oder  ander  metal  mache.  Derhalben  mag 
man  hierzw  nemen  ain  schon  geschlagen  mossing  dass  fein  glat 
gehoblet  vnd  in  die  brait  auch  lenge  ongefurlich  ainer  eilen  seye, 
Jedoch  ye  grosser  so  vil  ist  ess  dester  besser  vnd  gewisser.  Dis- 
ses  Blech  sol  man  senken  in  ain  gut  wol  aussgetruknet  nussböme 
holtz  oder  anders  das  sich  am  wänigsten  nach  dem  wetter  endret, 
vnd  alsso   darein   leymen   oder  kitten,   dass  es  auff  das  fleisigest 

I  f-  15b.  iustirt  wärde.  Nach  disser  zwrustung  ist  das  erst  |  das  man  das 
centrum  oder  mittelpuncten  des  gantzen  blattes  suche,    vnd  alss* 
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dan  ainen  compas,  sampt  vssgetailtem  Cirkel,  so  gross  er  werden 
mag  anff  dem  mosingeblatte,  in  form  vnd  gestalt  wie  hemnde  ver- 
zaiohnet  ist  anfreisse.     (Fig.  2.) 

I  Zwm  andren  mnss  mUn  anch  wie  man  anfif  dem  mken  dess  liißa. 
Astrolabij  pfleget  ew  machen,  ain  linial  mit  absehen  daranff  legen.  So 
hat  man  entlieh  ain  sehr  gut  Instrument,  welches  zw  villen  dingen 
nutz  ist.  Vnd  besnnderlich  wan  ess  allenthalben  gleich  dik  wnrt 
zwberait  vnd  recht  mnd  gemacht,  das  man  ess  fein  henken  kan, 
alss  das  die  linea  L  N  schnnrgrad  glichsam  in  ainer  blcTwag  vnder- 
sich  sthe«  Anders  aber,  was  man  hierbey  dass  instmment  zw 
machen,  bedenken  md  folgen  mnsse:  wan  man  ess  recht  in  die 
band  nimpt  flndt  sich  wol  selber,  vnd  der  gebrauch  dess  Instru- 
ments bringt  ess  auch  mit  sich.  Darumb  achte  Jch  on  not  hie- 
herinnen  vil  mehr  vmbsthend  anzwzaigen. 

j  Wan  man  nun  auff  disse  art  ain  land  auf  ain  chartam  reis-  1 1  in  b. 
Ben  wolt:  Erstlich  wie  man  nach  voriger  art,  hat  müssen  ain 
register  haben  wie  vil  meilen  ain  stat  von  der  andren  lige,  also 
muss  ainer  mit  disseni  Jnstrument  dass  gantz  land  durchziehen, 
vnd  Je  die  furnemisten  stet  hewser  etc  des  landes  damit  nemen, 
wie  vnd  nach  wass  strich  dargegen  alle  vmligenden  stet  oder  wass 
do  vor  orter  seyen.  Darnach  auss  sollicher  verzaichnung  erst 
triangulos  so  darzw  von  notten  schliessen ,  vnd  aller  sthet  puncten 
recht  verzaichnen.  Vnd  letschlig  wie  gesagt  die  chartam  mit  den 
fliessen ,  strömen ,  allerhand  wasser,  anch  berg  vnd  wildnussen  etc. 
ausmalen. 

I  Jch  wil  setzen  das  ain  stat  A  seye,  darin  steige  Jch  auff  |f.  17  a. 
ain  hoche.  aks  ainen  thurm,  dass  Jch  frey  allenthalben  frey  umb 
mich  sehen  kan.  Da  legte  Jch  das  Jnstrument  für  mich  auff 
ainen  tisch  oder  ebnen  stain,  vnd  vnderleg  ess,  domit  ess  gleich 
recht  eben  in  der  bleywag  lige,  vnd  LN  m  der  mittaglinien  sthe. 
auch  L  nord,  Afwest,  N  Bui  getracht  halte,  vnd  so  weit  muglich 
nicht  vmb  ain  hör  feile.  Darnach  nime  Jch  in  dass  gesiebt,  bei 
hellem  tag  alle  die  sthett,  hewser,  dorffer,  vnd  was  Jch  verzaich- 
net  wil  haben.  Oder  lasse  mir  in  der  nacht  mit  fewr  ain  zaichen 
geben  welches  man  dan  sehr  weit  sehen  kan,  wie  die  historien 
wunderlich  daruon  zewgen.  |  Dass  Linial  mit  den  absehen  richte  1 1  iib. 
Jch  das  gegen  der  vorgenomnen  stat  mit  dem  buchstaben  T  stände, 
vnd  verzaichne  alle  Winkel  der  vmliegenden  stet  IST  oder  NST, 
ess  sey  gegen  ost  oder  west.  Disse  winkel  mag  man  wol  in 
tewscher  Zwngen  Strichwinkel  nennen.  Dan  wan  Jch  waiss  wie 
gross  der  winkel  ist  IST  oder  NST  gegen  ost  oder  west  ainer 
stat  so  habe  Jch  den  aigentlichen  strich  darauff  sey  ligt.  Dan 
nicht  alain  die  wind  der  Schiffer  compas,  strich  mögen  genempt 

HUt-Ut  Abthlg.  d.  Zeiischr.  f.  Matb.  u.  Pbyt.,  XXI,  5.  11 
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werden,  snnder  auch  alle  die,  8o  swischen  den  XXXIj  eompas 
winden  fallen.  Die  grosse  aber  des  Strichwinkels  zaigen  die  tail 
oder  gradns  an  von  nord  vnd  snd  gegen  Ost  oder  West,  anff  den 

1118».  strik  so  aigentlicb  auff  diss  oder  Jene  slat  geht.  |  Weitter  die  vm- 
ligenden  stett  oder  fnmemiste  orter  der  stat  Ä  seindt  B^  (7,  i),  F, 
F,  G,  Der  strikwinkel  von  Ä  anff  B  ist  gross  35  tail  fiST  geg«B 
west,  der  strich winkel  von  A  anf  das  C  haiBt  LST  gegen  west 
vnd  hall  L  (50)  tail.  Der  auff  dass  D  haist  anch  aisso  vnd  ist 
XXXV  taiL  Der  anff  das  E  haist  LST  gegen  ost,  vnd  ist  XX 
tail,  die  anff  F  vnd  Q  haissen  HST  gegen  Osten.  Der  erst  ist 
XX  tail ,  der  ander  XV.  Disse  Strichwinkel  zaiohne  Jch  mir  anff 
in  ain  Begister. 

Ich  hab  in  dissem  exempel  der  bnchstaben  gebraucht,  nach 
gewonhait  der  Mathematic,  domit  man  recht  Jnneme  was  man 
durch  den  strich  winkel  versthen  solt,  sunst  im  gemainen  brancb 
ist  nicht  von  netten  der  bnchstaben.     Alss  nach  dem  Jch  hab  alle 

|f.  18b.  Strichwinkel  |  der  vmligenden  stet  dess  Ä^  so  ziehe  Jch  in  aine 
der  vmligenden  ess  seye  welche  ess  welle,*  vnd  bring  die  vorigen 
wider  in  das  gesiebt,  sampt  andren  so  fillichtet  da  bey  ligen ,  vnd 
nim  wie  sich  gehurt  mit  minem  Jnstrument  in  allen  die  strichwin- 
kel,  in  mein  register  zwverzaichnen.  Jch  setz  dass  Jch  meiner 
gelegenhait  nach  in  der  stat  B  mein  ander  stet  hab  nemen  wellen, 
so  befinde  Jch  das  der  Strichwinkel  von  A  auff  das  B  helt  wie 
vor  XXXV  tail,  aber  ist  hie  glich  der  gegen  strich  vnd  haist 
LST  gegen  Ost,  den  verzeichne  Jch  vmb  kurze  willen  alsso,  der 
strich  vom  B  auff  das  A  ligt  von  Nord  anff  Ost  XXXV  tail ,  vnd 
alsso  fort  wie  die  form  des  registers  ausweist. 

Das  Register  der  Strichwinkel  des  vorgenomnen  lande. 

|M9a.  I  Die  strich  winkel  der  stat,  so  man  in  das  absehen  bringen 

mag  in  der  A. 

5    —    —    Swd  auff  west  XXXV 

C     —    —    Nord  auff  west  L 

Vom  -rf  der  J  />  ligt  von  Nord  anff  west  XXXV 

strich  auff   )  je:    —    —    Nord  auff  ost     XX 

F   —    —    Swd  auff  ost     XX 

6?    —    —    Swd  auff  ost     XV 

Die  Strichwinkel   der  stet,   so  man  in   das   absehen  bringen 

mag  in  der  stat  B 

A von  Nord  auff  Ost    XXXV 

^       ,        m  C   —  —  von  Nord  auff  west  XIX 
Von  dem  1 
jl   ,  }  D     lig^     gleich  in  nord  — 

^  .  ,  ^"^^  1  Ä  —  —  von  Nord  auff  ost     XXIX 

Strien  aun  J   _,  «    ,  .  ,  ^^ 

F von  Swd  in  ost         LXXIIj.I  fiertel 

G von  Nord  in  ost        Lj*IIj  fiertel. 
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Wo  man  auff  die  lender  sollkhe  stricbwinkel  verzaichnet  bette, 
waere  es  ain  treffenlicher  behilff  ainem  Matbematico  die  Qeograpbej 
zw  reformiren,  dnrcb  hi\S  der  iriangulis  sphaericis,   |  Dammb  waer    |f.  i9b. 
es  lobHcb   vnd    nntzlicb  das  man  neben  den  chorogräphicis  tahulis 
flolcbe  register  der  stricbwinkel  anoh  ausgebn  Hesse. 

Vorgesstztes  exempel  der  stricbwinkel  mttste  Jcb  alsso  in  das 
werk  bringen.  Erstlicb  nime  leb  das  Pergamen  od^r  die  Cbartam 
far  mich,  daranff  Jcb  vermain,  das  gantz  land  86  Jcb  vorbab  zw 
verzaicbnen,  md  erwelle  mir,  welcbe  seitten  nord  West  swd  vnd 
ost  sein  sollen.  Damacb  sich  Jcb  ongefarlich  ab  wo  die  stat  A 
im  land  ligen  werde,  da  setze  Jcb  ainen  pnncten,  vnd  reiss  dammb 
nach  gefallen  ainen  blinden  cirkel  krais,  den  tail  Jcb  wie  sichs 
geburt  in  die  vier  hoptwind  vnd  zewcb  dnrcb  die  pnncten  Nord  vnd 
swd  die  mittag  linien  mit  ainem  blinden  strich.  |  Nach  dissem  trag  i  f.  30a. 
Jcb  aa08  dem  Jnstrnment  alle  stricbwinkel,  wie  Jcb  sej  Jm  re- 
gister verzaichnet  find,  mit  blinden  strichen,  anff  maineu  blinden 
cirkel  Craiss  so  habe  Jcb  sechs  strich  vmb  das  Ay  mit  Namen  AB^ 
AC,  AD,  AE,  AF,  AG.     (Fig.  3.) 

I  Weitter  dieweil  Jcb  von  der  stat  ß  anff  gedachte  stett  die  if:20b. 
Strichwinkel  habe ,  vnd  waiss  das  von  A  bis  an  das  Ort  B  IX  meil 
wegs  sind  so  nime  Jcb  anff  dem  selbigen  strich  so  vil  gelicber  tail, 
in  soUicher  grossen  das  ich  vermain  das  gaiitz  land  atif  vorge- 
nomne  Cbartam  zw  bringen,  vnd  setz  den  pnncten  der  stat  B 
nider.  Damacb  reisse  Jcb  vmb  das  B  anch  ain  blinden  cirkel  mit 
austailnng  der  vier  hoptwind,  wie  erst  angezaigt,  so  findt  es  sieb, 
das  die  erste  stat  A  ligt  gegen  B  im  strich  so  von  nord  gegen 
Osten  anff  XXXV  tail  ligt.  Darnach  zewcb  Jcb  den  strich  von  B 
anff  das  C  welcher  sich  strekt  von  Nord  anff  west  XIX  tail ,  vnd 
merk  wo  disse  blinde  linien  binfelt  vnd  zeschneidt  den  blinden 
strich  so  von  dem  A  auf  das  C  sich  zewoht,  in  das  Crewtz  setz 
Jcb  den  pnncten  C,  |  vnd  hab  alsso  ainen  triangel  geschlossen,  |f2u. 
vnd  die  drej  stett  ABC  recht  gegen  ain  andren  in  die  cbartam 
gesetzt.  Also  finde  Jcb  fein  nachainandren  gedachter  stet  pnnc- 
ten im  krewtz,  do  die  strich  anff  ain  ander  fallen,  welcbe  sich 
von  dem  A  vnd  B  anff  ain  ytlicbe  in  sunderbait  ziehen  Vnd 
wan  Jcb  wil  wissen  wie  vil  milen  aine  von  der  andren  lige,  es 
sejen  welcbe  es  wellen,  so  nime  Jcb  mit  dem  cirkel  wie  weit  die 
pnncten  von  ain  ander  ligen,  vnd  siehe  wie  vil  milen  anff  der 
sciUa  miliarium  die  selbig  weitte  belege,  so  habe  Jcb  wie  wit  aine 
von  der  andren  lige  die  schnür  grad  Strasse,  wie  in  vorgesatzter 
Figur  zw  sehen  ist.  Wan  aber  etwa  ain  stat  als  H  in  dem  strich 
AB  lege,  vnd  Jcb  Jren  pnncten  durch  die  stricbwinkel  weit 
setzen   bo  muste  Jcb  auss  ainer  andren  stat  die  zwr  seitten  auss 

n* 
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lege  dass  absehen  nemen,  ynd  alsdan  wie  angesait,  die  pancten 
nidersetzen. 

|f. 21b.         I   I^io  dritt  art  Ckorographicas  tabulas  zw  machen. 

Capnt  IIIj. 

Zw  disser  art  moss  man  haben  aines  landes  itinerarinm,  sampt 
den  strichwinklen  9  vnd  geht  sehr  schlecht  zw.  Erstlich  rastet 
ainer  im  zw  ain  Pergamen  mit  gemainer  verzaichnnng  der  hopt- 
windt,  ynd  reisst  im  zwr  seitten  auss  ain  scalam  müiarium.  Dar- 
nach  setze  er  nider  ain  stat  nach  gntgedonken  welche  er  wil  vnd 
reisst  darnmb  ainen  blinden  cirkel  kraiss,  tragt  daranff  mit  blin- 
den strichen  alle  striohwinkel  der  Tmligenden  orter.  Entlich  geht 
ehr  von  der  erst  nidergesetzten  stat  als  vom  centro  anff  alle 
strich  hinaus  zw  ytlicher  stat  mit  so  vil  milen  als  sey  dan  von 
der  stat,  das  sein  centrnm  ist  liget,  vnd  setzt  Jre'puncten  nider, 

If.  22  a.  vnd  fert  alsso  fort  ains  an  das  |  andre  zw  henken  biss  alle  pnne^ 
ten  gesetzt  werden.  Diss  ist  ain  sehr  gemaine  weiss,  snnderlich 
bein  schippren ,  aossgenomen  dass  sey  sich  alain  mit  den  XXXIj 
strichen  des  compas  behelffen,  vnd  fragen  auch  nit  weitter,  dan 
nach  dem ,  was  sey  von  der  sehe  sehen  können ,  vnd  wes  sey  sich 
gednnken  lassen  Jnen  von  notten  sein  zw  wissen. 

Die  Portugaleser  kumen  aber  den  dingen  ain  wänig  fleissiger 
nach.  Erstlich  so  reissen  sey  ainen  blinden  cirkel  anff  das  Per- 
gamen  alss  gross  sey  in  haben  mögen,  den  tailen  sey  in  XVj 
gleiche  tail ,  vnd  halten  innen  ytlichen  deren  puncten  fnr  ain  com- 
pas, so  schikt  sich  fein  dass  alle  strich  des  compas  die  ainen 
windt  bedewten  parallelen  oder  glichloffend  linien  werden,  vnd 
dass  man  rinklich  sey  alle,  vnd  gewiss  ziehen  kan  alsso  das  in 
der  mitte  der  XVIj  compas  sich  selber  gibt. 

|f.23b.  I  Nach  dem  die  chart  alsso  bezogen  ist  mit  den  winden,  so 

reissen  sey  ainen  hoptstrich  von  nord  in  swd,  das  ist  ain  mittag 
linien,  die  do  gehe  dnrch  die  stel  do  sey  die  msulas  foriunaias 
hin  setzen  wellen.  Disse  liniam  tailen  sey  in  etlich  gleiche  tail, 
welche  inen  gradns  des  polj  hohen  bedewten,  vnd  ain  ytlicher 
XVIj  lencas  das  sind  so  vil  kleiner  tewscher  meilen  thwe.  Vnd 
fachen  an  von  aeqninoctial  gegen  norden  die  latitndines  zw  zellen. 
Latitndo  ist  dass  stuk  oder  gradns  der  mittaglinien  aines  ytlichen 
ortes,  so  zwischen  in  vnd  dem  aeqninoctial  begriffen  wnrt.  Dise 
ist  alweg  der  Eleualio  poli  geleich,  wie  in  der  Astronomei  demon- 
striret  wnrt.  Darnmb  wan  man  das  ain  hat  so  hat  man  dass  ander. 
Disse  latitndines   der  lande  haben  sey  in  iren  registren  gefasset 

|f.  tsa.  I  ▼i^d  darnach  setzen  sey  anch  ain  ytlich  land  vnd  fnmeme  orter 
hoch  vnd  nider  mit  hilff  des  Itinerarij  vnd  der  strichen,  wie  dar- 


Die  Chorograpfaie  des  Joachim  Rheücns.  145 

lieh  in  iren  compaB  Charten  zw  sehen  ist.  Dieweil  sey  aber  so 
gemain  sindt ,  so  wil  Jch  ess  auch  hie  bey  der  kurze  beliben  lassen. 
Vil  schiffeif  so  anss  Preassen  in  England  ynd  Portugal  seglen» 
brauchen  gemainklich  nicht  alain  der  latitndinibus  nicht,  snnder 
achten  sey  auch  kainer  see  Charten,  noch  rechtfertigen  compas. 
Den  sey  beromen  sich  sey  tragen  die  knnst  alle  im  köpf.  So 
lang  es  wol  gereht,  so  geht  es  wol  hin,  aber  sey  verlieren 
laider  offt  der  knnst  Jm  kopff,  dass  sey  Jr  in  der  nott  nicht 
finden  konen,  vnd  mit  lewtt  vud  gntt  fitzen  bleiben.  Mich  ge- 
denkt es  schade  gar  nicht,  wan  etlich  schon  |  mehr  bescheids  von  |i23b. 
denen  dingen  wisten.  Das  weiss  Jch  wol,  das  die  Portngaleser 
vnd  Hispanier  on  der  Eleuationib(us)  poli,  vnd  rechten  grnnd  des  com- 
pas, Jre  gewaltige  segelationes  nicht  betten  konden  vol  füren, 
auch  nicht  erhalten  mochten. 

Wie  man  die  mittag  linien  auf  ainer  ligenden  ebne 

finden  solle,     cap:  V. 

Im  dritten  Capitel,  do  angezaigt  wurt  wie  man  die  strich- 
winkel  nennen  möge ,  vnd  in  ain  register  bringen ,  sthet  dass  man 
des  Jnstmments  linien  LN  in  die  mittag  linien  legen  solle,  dass 
L  Nord,  vnd  N  swd  halte.  Dammb  ist  von  notten  anzwzaigen 
wie  die  selbig  mittaglinien  zw  finden  seye. 

I  Wan  man  ainen  gewissen  compas  bette  aines  Sonnen  Zai-  |f.  24». 
gers,  daranff  man  sich  verlassen  dorffte,  so  waere  die  sach  schlecht. 
Dan  man  setzte  den  compas  an£P  den  tisch  oder  stain ,  do  man  sey 
wissen  wolt,  alsso  das  das  Znnglin  recht  inhielt,  darnach  zwhe 
oder  riss  man  ain  liniam  parallelam  der  mittag  linien  dess  com- 
passes,  so  waere  die  sach  angericht.  Ess  sindt  aber  die  Maister 
die  die  compass  machen  vnglich  geschickt,  dammb  ist  den  com- 
passen  nicht  wol  zetrawen,  snnder  man  mnss  nach  rechter  knnst 
der  Astronomej  die  mittag  linien  finden  alsso.  Erstlich  siehe  Jch 
darnach  dass  die  ligende  ebne,  sey  seye  anff  ainem  stain  oder 
holtz,  daranff  Jch  die  mittaglinien  suchen  wille,  recht  nach  der 
bley  oder  wasserwag  lige.  Damach  senke  Jch  |  ainen  s(pum,  gno-  |f.  24b. 
monem  oder  Stifft,  winkel  grad  in  die  ligende  ebene,  vnd  reiss 
etlich  cirkel  nach  gefallen  vmb  den  stifft,  alss  dass  Jr  centrum 
des  stifPtes  centrum  seye,  do  die  ligende  ebne  den  stifft  zerschneidt. 
Damach  merke  Jch  mit  fleiss  wo  der  schatten  sich  auff  der  ge- 
dachten cirkel  ainem  ende  vormittag,  vnd  in  mitten  des  endes 
vom  schatten  verzaichne  Jch  ainen  puncten  auf  gedachten  cirkel. 
Alsso  thue  Jch  nachmittag  auch,  wan  er  eben  auff  den  selbigen 
cirkel  fallet.  Disse  zwen  puncten  zwch  Jch  mit  ainer  graden 
linien  zwsamen ,  vnd  taile  sey  in  zwai  gliche  tail  darnach  so  zewch 
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Jch  vom  Centro  anff  den  gefundenen  mittelpancten  «in  linien, 
so  habe  Jch  auff  der  vorgenomne  ligende  ebne  die  mittaglinieD 
meinem  begeren  nach.  * 

i  f.  35».  I  Ain  ander  weise  darew,  kamp(t)  doch  mit  gedachter  vberain. 

Wan  Jch  vormittag  wan  Jch  wolt  die  hohe  der  Sonnen  ob  dem 
Horizont  mit  ainem  Jnstniment  nemen,  vnd  liesse  in  der  weil 
versaichnen  dess  schatten  in  des  mittelpnncten,  er  fielle  hin  wo  er 
wolt,  Alsso  auch  nach  mittag  bette  Jch  fleissig  acht  daraoff,  wan 
die  Son  im  absteigen  wider  so  hoch  stunde  alss  vor  vnd  neme 
den  andren  puncten«  Darnach  wie  erst  gesagt  findet  sich  die 
mittag  linien  auch.  Die  zwen  schatten  puncten  sind  audi 
zw  finden  wan  man  ainen  gutten  zaiger  bette  der  wol  gericht 
wftr»  vnd  recht  schlüge,  so  nime  Jch  den  ersten  puncten  ess  sey 
vmb  welche  stund  ess  welle  vor  mittag ,  alss  indem  dass  dieglock 
IX  schlecht  so  siehe  Jch  nach  dem  schatten  vnd  verzaichne  den 
ersten  puncten. 

I  f.  }5b.  I  Damach  sich  Jch  wie  vil  stund  ess  noch  biss  auff  den  mit- 

tag seye,  alss  so  Jch  aewne  nim,  drej.  Derselben  wan  es  drej 
nach  mittag  schlecht,  so  nime  Jch  den  andren  auch.  Ess  suche 
ainer  die  mittaglinien  auff  disser  drej  weiss  aine  welche  er  welle, 
die  erst  ist  die  schlechtist  vnd  gewiss ,  die  andre  wan  das  Jnstm- 
ment  domit  der  Sonnen  hohe  geaomen  wurt  gross  ist,  |noch  ge- 
wisser.    Die  dritt  nachdem  der  Zaiger  ist. 

Dass  man  aber  disser  arbait  nicht  stetiges  bedorffe,  sunder 
sich  schlecht  aines  gutten  compa«  gebraudien  konde,  ist  von  not^ 
ten,  das  man  wisse  in  dem  Magneten  den  nord  kant  suchen, 
vnd  aigentlich  probiren  vnd  erfaren  wass  sein  ausschlag  von  der 
mittaglinien  seje,  dass  ist  was  er  für  aineu  Strichwinkel  von 
nord  auff  ost  oder  west  von  natur  gebe,  wie  folgendes  capitel 
ansaigen  wurt. 

|i36a.    I  Wie   man  die  Magneten  probieren  vnd  die  schipper- 

compas  recht  machen  solle.     Cap:  Vj. 

Man  findet  bey  den  alten  nichtes  von  den  höchsten  vnd  nutz* 
lichisten  tugenden  des  Magnetes.  Derhalben  wäre  es  auch  Jnen 
vnmuglich  solliche  gewaltige  segelationes  zwfuren,  deren  man  sieb 
zw  vnsren  zeitten  gebraucht. 

Was  Jch  vom  Magneten  Jn  erfarung  hab  ist  diss.  Wan  mir 
ain  Magnet  zw  banden  kumpt,  so  nime  Jch  ain  aimer  oder  awber 
voller  Wasser  vnd  leg  den  Magneten  in  ain  klain  oder  gross  hnl- 
zen  schusselin ,  darnach  der  Magnet  gross  ist  vnd  setz  in  anff  das 
Wasser  dass  er  nicht  vndergange,  vnd  glichwol  das  hoUa  nicht 
I  f.  26b.  zw  I  vil  sey   domit  er  es  bezwingen   konde.    So  befinde  Jch  ain 
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sehr  schon  Bpeetakel  der  natar,  dan  er  wendet  sich  vnd  die  Schüs- 
sel vmerdaren  so  lang  herumb  biss  des  stains  nord  kand  in  nord 
sthet  vnd  swder  kand  in  swd.  Da  beleiht  ehr.  stil  sthen,  man 
wende  Jn  wie  man  welle. 

BBe  ist  zw  vethwtten  dass  in  der  nebe  Icain  eysen  dabey  sej 
der  die  brob  mochte  felschen.  Hat  man  noch  ainen  Magneten, 
ynd  holt  den  Nord  kand  gegen  den  Nord  kand,  dess  der  anff  dem 
Wasser  schwebt,  so  weist  er  in  von  sich,  md  zewcht  swd  an  sich. 
Dan  alun  nord  ynd  swd  in  swaien  Magneten  gesellet  vnd  halt 
sieh  sw  hanffen.  Wie  an  dem  abcwnemen  ist,  wan  ain  mnder 
Magnet  in  dem  strich  ost  vnd  west  |  das  ist  an  mitten  von  ain  1127». 
andren  geschnitten  ward.  Jn  der  halben  kngel  des  nord  kand 
das  vnd«rtail  im  schnidt  wnrde  swd  halten,  in  der  andren  aber 
halben  kaglen  nord,  Alsso  wnnderbarlich  ist  Gott  der  herre  Jn 
seinen  werken. 

Zwm  dritten  wan  man  ain  noAeA.  anff  den  Magneten  legt,  vnd 
sey  der  lenge  nach  anff  nord  vnd  snd  ligt,  so  belibt  sey  ligen, 
wo  nicht  so  wnrfft  sey  sich  frey  hemmb  vnd  legt  sich  dem  strick 
nach  sey  werde  dan  von  vnebne  des  stains  anl^ehalten.  Wan 
der  stain  sehr  vneben  waere  so  legte  Jch  die  nodel  anff  ainen 
ebnen  tisch  vnd  hwbe  den  stain  noch  baid  lenge  daranff,  so  wnrffe 
sich  die  nodel  anch  vmb  nach  nord  vnd  swd.  vnd  anss  der  regel 
nord  zewch  swd  an  sich,  ist  dnrch  dass  znnglin  |  des  Compas  ain  |t37b. 
Magnet  eben  so  wol  zw  probieren.  Diss  sind  aber  alle  nur  ge- 
maine  proben  dass  man  wisse  welcher  tail  im  stain  in  nord  stände. 

Nach  dem  Jch  nnn  waiss  vnd  ken  den  nordt  kant  am  Mag- 
neten, vnd  wil  sehen  ob  er  gwade  mit  der  mittaglinien  Inhalte, 
oder  wan  er  nidit  Inhalt,  wie  gross  der  anssschlag  sey:  So  lasse 
Jch  mir  ain  blatt  von  mossing  in  die  fiemng  die  selten  von  Yj 
oder  VIj  zollen  lang  machen.  Disses  kitte  Jch  auff  ain  gut 
vnwanderbar  holtz,  vnd  iustire  dass  ess  allenthalben  bey  ainem 
bar  gleich  dick  seye,  vnd  recht  in  die  fiernng.  Damach  suche 
Jch  dass  centmm  vnd  reisse  darauff  dass  Jnstrument  in  form  vnd 
gestalt  wie  Jm  dritten  Capitel  angezaigt  ist.  Auss  dem  centro 
fare  Jch  |  ain  scharpfes  mossings  stefftlein  wie  in  ainem  compas.  |f.  I8a. 
Weitter  so  lasse  Jch  mir  ain  znnglin  machen  alss  in  ainem  com- 
pas von  an  V  oder  Vj  zollen,  alsso  wan  Jch  ess  auff  das  stefftlin 
setze,  dass  ess  die  tail  oder  gradus  des  vsristen  limbi  erreiche, 
vnd  domit  mich  der  Infft  oder  windt  am  probieren  nicht  hindre, 
so  lasse  Jch  mir  ainen  hulzin  ring  dreyen  ain  es  zoUen  hoch 
vngefurlich ,  vnd  mach  oben  drein  ain  glas,  disflen  ring  setze  Jch 
auff  das  gemacht  Instrument,  dass  das  znnglin  seinen  freyen  gang 
habe,  vnd  ehr  vom  limbo  nicht  bedeke.    Daraus  wol  abzunemen  wie 
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gross  der  ring  sein  solle.  Nach  sollicher  swrustang  wan  Jch  aioen 
if.  28  b.  Magneten  probieren  |  wil,  so  suche  Jch  erst  die  mittaglinien  anff 
das  fleisigst  nach  der  lär  des  vorgesetsten  capitels,  ynd  setz  dess 
Instrumentes  Linien  LN  wie  sich  ess  gehurt  darauff.  Damach 
bestrich  Jch  mit  dem  Nord  kand  das  spizig  tail  des  zunglins, 
oder  mit  sud  kand  dass  ander  tail ,  vnd  setz  ess  auff  das  stefftlin 
wie  in  ainen  Sonnen  compas,  vnd  wardt  biss  ess  sich  zw  rw 
stellet,  so  zaiget  ess  mir  von  stund  den  aussschlag  Yud  dass  spi- 
zig tail  findt  sich  in  swd.  Dan  ess  verwechslet  sich,  was  mit  swd 
bestrichen  wurd  helt  nord,  vnd  mit  nord  swd»  glich  wie  angezalgt 
alss  wan  zwen  stain  an  ain  andren  gestanden  waeren. 

Man  findet  die  den  strich  nord  md  swd  recht  halten.  Doc 
tor  Joannes  Colimitius  Tanstetter,*  professor  der  Mathematic  zw 
|f.  29  a.  Wien  vnd  Ro.  kö.  M^  |  leibartaet  hat  ainen  der  ain  waenig  mehr 
aussschlug  als  IIIj  tail.  Petrus  Apianus  Mathematicns  der  Vni« 
uersitet  Jngobtat**  hat  ainen  der  schlegt  X  tail  auss.  Herren 
Georgen  Hartmannes***  Mathematici  Norenbergensis Magnet,  weicht 
bej  Xj  gradus  von  nord  auff  ost.  Ich  hab  alsso  ainen  zw  Danaik 
probiert  t  der  mehr  als  XIIj  gradus  auss  dem  weg  trug.  Ain 
compas  strich  aber  helt  Xj  vnd  j  fiertail  aines  gradus.  Welcher 
nun  dissen  aussschlag  nicht  zw  suchen  Waiss,  der  richtet  compas 
zw  die  vmb  ain  strich,  Ja  zwn  zeitten  vmb  zwen  auss  dem  weg 
für  vnd  für  tragen,  wan  sey  ess  nicht  flikten  mit  dem  hinden  vnd 
vomen  bestreichen.  Derhalben  wan  Jch  wolt  gewisse  schipper 
compas  machen  so  probiert  Jch  erstlich  auff  dass  fleissigist  den 
|f.  20b.  Magneten,  domit  Jch  sey  bestrichen  wolt,  wie  |  angezaigt,  vnd 
schliffe  mir  den  stain  spizig  auff  sewd  kandt,  domit  Jch  eben  nord 
auff  den  Compas  bette.  Dam  ach  machte  Jch  die  Scheiben  mit 
allen  strichen,  nach  dem  gemainen  brawch,  vnd  do  der  aussschlag 


*  Johannes  Georgius  Tannstetter  von  Thannau,  geb.  1480  zuRhain 
(daher  GollimitiuB)  in  Bayern,  war  Dt,  ort,  et  med.,  Professor  der  Mathematik  und 
Astronomie  zu  Wien  (seit  1609),  im  J.  1612  Rector  der  dortigen  Universil&t,  dann 
Leibarzt  des  Kaisers  Max,  I.;  f  1630  zu  Wien.  Seine  Schriften  vergl.  bei  Jö eher 
and  Foggendorff. 

**  Peter  ßienewitz  (Apianus),  geb.  1600  in  Gtoltschen  bei  Leisnick  im 
Meissenschen  Gebiete,  stadirte  in  Leipzig,  ward  1627  Professor  in  Ligolstadt,  1541 
von  Kaiser  Karl  V.  geadelt;  f  21.  April  1662.  VergL  Ch.  S.  Schwarz,  Scheäiasma 
de  vüa  Apiani,  1724.    Desgl.  JOcher  n.  Poggendorff. 

***  Georg  Hartmann,  geb.  1480,  später  in  Born,  dann  Vicar  an  derSebal- 
duskirche  zu  Nürnberg,  wo  er  1646  starb,  gilt  als  Entdecker  der  Indination ,  des 
Magnetismus  der  Lage  und  der  vertheilenden  Wirkmig  des  Magneten.  Vergl 
Dove,  Bepertorium  der  Physik,  II,  129;  Voigt,  Briefwechsel  des  Herzogs  Al- 
brecht, S.  277,  und  Spie.  Cop.  S.  106. 

t  Vielleicht  bei  Jobann  von  Werden.    VergL  Spie,  Cop.  S.  221. 
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von  Norden  ab  maines  stains  binfielle  do  steche  Jch  die  Scheiben 
durch,  dass  die  spitz  mit  dem  ysnen' drotten,  die  man  bestricht 
glaich  vnder  das  löchlin  fielen.  So  wurden  die  compas  gewiss, 
vnd  hielten  die  strich  alwegen  recht  nach  der  chorographej.  Worzw 
ess  Yon  notten ,  das  man  rechte  compas  habe ,  ist  niemat  verborgen, 
ess  findet  sich  auch  o£ft  von  selber.  Jch  wolt  aber  das  ess  in 
allen  konigreichen ,  furstenthumen  vnd  stetten  so  an  der  see  ligen, 
alsso  bestelt  waere,  das  niemat  kainen  compas  solte  oder  müste 
machen,  er  wiste  dan  den  rechten  grund  auch  kain  schiffer  sich 
andrer  gebrauchen.  |  vnd  diss  erstlich  gemaines  nutzes  halben,  I  f.  so». 
darnach  von  wegen  der  lobUchen  kuust  der  Chorographej,  das  man 
rechte  compas  tafflen  haben  mochte. 

Was  weitter  die  krafit  vnd  tugenden  des  Magneten  betrifiPt, 
ist  wunder  das  man  zw  vnsren  zeitten  nicht  weitter  sucht,  dieweil 
man  doch  sieht,  dass  alwegen  Gott  der  herre  ainem  Ding  mehr 
alss  nur  ain  tugend  vnd  aigenschafft  mittailet.  Ainer  mit  namen 
Petrus  Perigrinus  de  Marecurt*  nicht  lengst  vor  vnsren  Zeitten 
hatt  sich  in  dem  bemwet,  welches  Schriften  Jch  bej  dem  Achbaren 
vnd  hochgelarten  herren  Achilli  Oassaro  Lindoensi**  der  Medicin 
Doctori  vnd  Mathematico  gesehen  hab.  |  Diser  nebend  andren  |i90b. 
treffenlichen  vnd  hohen  tugenden  dess  Magneten  vermeldet,  wie 
der  stain  die  aigenschafft  des  himels  habe,  alsso  wan  er  fn  die 
rechte  runde  gebracht  wurt,  vnd  zwischen  seinen  polis,  das  sind 
nord  vnd  swd  kaut,  wie  sich  ess  erfordret,  noch  dem  das  land 
hoch  ligt,  recht  auffgehenkt  wurt,  so  solle  ehr  sich  von  wegen' 
der  aigenschafft,  so  Jm  Gott  gegeben  hatt  selber  teglich  in  XXIIIj 
stunden  herumher  geben,  wie  die  Son  in  tag  vnd  nacht  ainmal  das 
erdricht  vmblofft.  Ehr  zaigt  auch  ahn  wie  man  allen  dingen  nach- 
kumen  solte  Jn  zw  dissem  gebrauch  zw  bringen.  Wo  dissem 
nach  die  erfamns  solliches  wurde  bezewgen  so  konde  man  warlich 
kain  gewisser  noch  gewaltigers  horo  |  logium  auff  erdrich  finden  1 1  si  f^- 
alss  die  natur  gemacht  hette.  Auch  wan  ain  verstendiger  ain 
Magneten  alsso  zwgerust  hette ,  vnd  in  der  see  verworffen  wurde, 
das  ehr  in  etlich  monden  weder  land  noch  grund  fände,  Son  noch 
Mon  sehe,  so  wurde  er  denochter  wissen,  wo  er  in  der  weit  waere, 
vnd  ongefurlich  wie  weit  vom  land.     Es  sindt  mir  etlich  rumredig 


*  Ueber  P.  P.  de  Mareconrt  vergl.  den  Aufsatz  von  P.  Timoteo  Ber- 
telli  im  BtOletino  Boncompagni,  1868,  Bd.  I  S.  1— 32,  65—99  mid  319—420, 
besonders  die  erste  Abtheilnng  8.  Iflgg.,  welche  den  Titel  führt:  8opra  Pietro 
JPeregrino  di  Maricourt  e  la  s%m  epistola  de  magnete,  Maricourt  schrieb  im 
Jahre  1269,  also  immerhin  fast  300  Jahre  vor  Bheticus. 
*•  Vergl.  über  Gassarus  Spie,  Cop,  S.  209. 
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Schiffer  farkmnen  die  von  sich  dergeliohen  vil  mmbten,  «beieaB 
ist  nichts ,  alain  ainer  der  Greogtaphei  vnd  Mathematic  erfaren,  kaa 
ess  thnn,  vnd  doch  nicht  er  habe  dau  die  Son,  oder  das  gesdm, 
vnd  andren  behelff.  Derhalben  waere  ess  ain  sehr  loblich  ding, 
I  f.  31  b.  das  man  den  kosten  daranff  wendet ,  vnd  |  Hesse  erfaren ,  ob  der 
Magnet  so  hoch  durch  Gott  von  natnr  vnd  aigenschafft  begäbet 
waere. 


Reoensionen. 


Zur  Analysii  der  Wirkliohkeit.  Philosophische  Untersnehungen  Toa 
O.  LiEBMANM  (Prof.  a.  d.  Univ.  Strassburg).  Verlag  von  Trüboer 
in  Strassburg.     1876. 

Auf  den  ersten  Blick  wird  es  vielleicht  die  Leser  unserer  Zeitsehrift 
überraschen,  hier  ein  Werk  angezeigt  jbu  finden,  welches,  seinem  Titel 
nach,  ein  philosophisches  im  engern  Sinne  des  Wortes  su  sein  seheint 
Das  scheint  aber  auch  nur  so,  denn  schon  eine  flüchtige  Mnaterung  der 
Inhaltsangabe  zeigt,  dass  die  Untersuchungen  des  Verfassers  sieh  grossen- 
theils  auf  demjenigen  Gebiete  bewegen,  das  man  nach  J.  Becker's 
Vorgange  als  das  Grenzgebiet  zwischen  Mathematik  und  Philosophie  be- 
zeichnet hat.  Unter  den  etwa  20  Abhandlungen,  ans  welchen  das  Werk 
besteht,  begegnen  wir  z.  B.  folgenden:  Ueber  die  PhftnomenalitSt  des 
Raumes;  über  subjective,  objective  und  absolute  Zeit;  über  relative  und 
absolute  Bewegung;  zur  Theorie  des  Sehens;  Gausalität  «nd  Zeitfolge; 
über  den  philosophischen  Werth  der  mathemalischen  Naturwissensekaft 
—  also  Untersuchungen,  welche  das  Gebiet  der  Mathematik  berfikren; 
einige  andere  Capitel  beschäftigen  sich  mit  naturwissenschaftlichen  Fra- 
gen (das  Atom,  Piatonismus  und  Darwinismus,  Greogonie,  Instinet,  Men- 
schen- und  Thierverstand)  und  nur  wenige  Abschnitte  (z.  B.  über  Ideal 
und  Wirklichkeit,  das  ästhetische  Ideal,  das  ethische  Ideal)  könnten  ab 
rein  philosophische  bezeichnet  werden.  Bei  dem  Misscredit,  in  welchen 
die  Philosophie  durch  die  Extravaganzen  Sehelling^s  und  HegeTs 
bei  allen  Mathematikern  gerathen  ist,  muss  Referent  besonders  hervor- 
heben, dass  der  Verfasser  sich  durchweg  als  ein  Mann  von  gediegenen 
mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Kenntnissen  zeigt,  dem  über- 
dies eine  musterhaft  klare  und  präcise,  nicht  selten  auch  recht  witzige 
Ausdrucksweise  zu  Gebote  steht.  Es  würde  in  der  vorliegenden  Zeit- 
schrift zu  weit  führen,  wenn  Referent  den  Gedankengang  und  die  Fol- 
gerungen des  Verfassers  eingehend  besprechen  wollte ;  er  beschränkt  sich 
daher  auf  eine  allgemeine  Bemerkung. 


Becensioiie^.  ]  6  } 

Wenn  e$  auf  die  Lösung  ein^  phyBikalischen  Problemes  ankommt, 
80  besteht  der  erste  nnd  erfolgreichste  Schritt  darin ,  die  Aufgabe  mathe- 
matisch zu  fassen,  d.  h.  sie  auf  ein  mathematisches  Problem,  wie  z.  B. 
auf  eine  DifiPerentialgleichung ,  zurückzuftlhren ;  diese  Beduction  ist  aber 
im  Grunde  Nichts  weiter  als  eine  präcise  Fragstellung.  Nicht  selten 
ergiebt  sich  hierbei  schon  frühzeitig  die  Entscheidung  über  die  Lösbarkeit 
oder  Unmöglichkeit  der  Aufgabe,  und  es  wird  Niemand  den  Werth  einer 
solchen  Entscheidung  in  Abrede  stellen.  Dasselbe  Verfahren  wendet  nun 
der  Verfasser  an;  seine  Untersuchungen  gehen  in  erster  Linie  darauf 
aus,  die  behandelten  Probleme  auf  sehr  bestimmt  formulirte  Fragen  zu 
bringen,  wobei  ihm  jedenfalls  die  classische,  einen  Wendepunkt  in  der 
Geschichte  der  Philosophie  hezeichnende  Frage  Kantus:  „Wie  sind  syn- 
thetische Urtheile  a  priori  möglich?^'  als  Ideal  vorgeschwebt  hat.  In 
manchen  Fällen  deutet  der  Verfasser  die  Schritte  an ,  welche  zur  völligen 
Lösung  des  Problemes  noch  erforderlich  sein  werden;  in  anderen  Fällen 
zeigt  er  die  Unlösbarkeit  der  Aufgabe  und  behütet  uns  damit  vor  un- 
nützen Grübeleien  oder  Phantastereien. 

Beferent  hat  das  Werk  mit  stets  wachsendem  Interesse  gelesen  und 
mit  einer  Befriedigung  aus  der  Hand  gelegt,  wie  sie  ihm  nur  sehr  wenig 
philosophische  Schriften  neuerer  Zeit  gewährt  haben;  er  glaubt  daher. 
Freunden  exacter  Naturphilosophie  das  Werk  bestens  empfehlen  zu  können. 

SCHLÖMILCH. 

Letites  Wort  über  die  Bibliotheca  Historico- naturalis 
(aus  einem  Briefe  von  M.  Gubtzb  in  Thom  an  M.  Cantob). 

Sie  werden  sich  noch  der  Worte  erinnern,  die  Sie  mir  erwiderten, 
als  ich  Ihnen  das  Referat  Über  die  Bibliotheca  Bisiorico- naturalis  über- 
sendete und  es  in  Ihre  Hand  legte,  ob  Sie  dasselbe  zum  Abdruck  bringen 
wollten  oder  nicht:  „Warum  soll  man  denn  nicht  auch  einmal  grob  sein 
dürfen?"  Nun,  das  bin  ich  gewesen  und  mit  Becht,  und  da  hat  nun 
(nicht  der  Verfasser  der  Bibliotheca)  der  Verleger  wahrscheinlich  gedacht, 
auf  einen  groben  Klotz  gehört  ein  grober  Keil,  und  hat  nun  im  zweiten 
Hefte  des  Jahrganges  1875,  das  soeben  ausgegeben  i^t,  gegen  meine 
Beurtheilung  seines  Verlagswerkes  in  einer  Weise  geantwortet,  der  man 
den  Aerger  über  die  in  derselben  enthaltenen  Wahrheiten  zu  deutlich 
ansieht ,  als  dass  man  die  etwas  wunderbar  gewählten  Epitheta  sonderlich 
beachten  möchte.  Da  mir  darin  aber  Sachen  untergelegt  werden,  die 
ich  nicht  gesagt  habe;  sondern  von  denen  der  Herr  Verleger  der 
Bibliotheca  wünschen  mag,  dass  ich  sie  gesagt  haben  möchte,  so 
eriaube  ich  mir,  im  Nachfolgenden  eine  kleine  Besprechung  dieser  „Zu 
gefälliger  Beachtung."  überschriebenen  Erklärung  Ihnen  hier  anzu- 
fügen.   Ich  glaube  dieses  am  einfachsten  zu  erreichen,  wenn  ich  Ihnen 
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den  Artikel  hier  abschreibe  und  meine  Randbemerkungen  nachtrftglieh 
hinzufüge. 

jyZxL  gefftlliger  Beaehtang! 

Auf  die  ebenso  hochtrabend -hämischen/)  als  auf  völliger  Unkennt- 
niss  der  buchhändlerisch  -  bibliographischen  Verhältnisse^)  beruhenden 
wiederholten  Angriffe  eines  unberufenen  Kritikasters  aus  der  ultima 
Thule^  bemerken  wir  hier  ein  ftlr  allemal,  dass  wir  in  unseren  sämmt- 
liehen  wissenschaftlichen  Catalogen  von  der  gesammten  ausserdeutschen 
Journalliteratur  nur  das  verzeichnen,  was  die  ausländischen  Verleger 
in  den  Bibliographien  ihrer  resp.  Länder  anzuzeigen  selbst  fSr  gat 
finden,  also  z.  B.  von  den  französischen  Journalen  stets  nur  die  erste 
Nummer  eines  neu  erscheinenden  Blattes^).  Denn  einmal  hat  es  ab- 
solut keinen  Werth  und  kein  Interesse,  jedes  unserer  Halbjahrshefte 
mit  sich  stets  wiederholenden  Titeln  zu  füllen^);  zweitens  ist  man  ohne 
jede  positive  Nachricht,  ob  ein  Journal  nicht  etwa  eingegangen  ist*); 
und  endlich  ist,  so  lange  nicht  ein  gut  redigirter,  durchaus  vollstän- 
diger Catalog  über  alle  in  der  gesammten  Weltliteratur  erscheinenden 
wissenschaftlichen  Zeitschriften  existirt,  eine,  wenn  auch  immerhin 
ziemlich  bedeutende  Auswahl,  d.  h.  etwa  das,  was  uns  z.  B.  hier 
am  Orte  zu  Gesichte  kömmt,  von  keinem  Interesse^). 

Was  ferner  die  von  uns  beliebte  möglichst  knappe  Form  der 
Jahres-Register  betrifft,  d.  h.  um  wo  möglich  einen  Titel  auf  den  engen 
Raum  einer  halben  Zeile  zu  bringen,  die  Weglassung  der  Vor- 
namen des  Autors  und  dafür  alphabetische  Anordnung  des  Stichwortes 
in  den  Titeln  gleichnamiger  Verfasser,  so  hat  in  den  26  Jahren  des 
Bestehens  unseres  Unternehmens  noch  Niemand  ausser  dem  gedachten 
Kritiker  irgend  welchen  Grund  zur  Klage  darin  gefunden').  Dass  wir 
im  Stande  sind,  Autorennamen  auch  alphabetisch  nach  den  Vornamen 
zu  ordnen,  glauben  wir  sonst  wohl  zur  Genifge  bewiesen  zu  haben ^); 
einstweilen  wollen  wir,  unbektlmmert  um  die  fortgesetzten  Rügen  jenes 
Herrn,  ruhig  in  unserer  bisherigen  Weise  fortfahren***).  —  Was  die 
gerügten  Auslassungen  einiger  namhaft  gemachter  Schriften  betrifft,  so 
waren  dieselben  in  den  vorhergehenden  Halbjahrshefte  bereits  mit- 
getheilt**).  Die  den  Titeln  aufgedruckte  Jahreszahl  ist  bekanntlich 
nicht  immer  massgebend,  meist  tragen  die  im  November  und  December 
erscheinenden  Bücher  die  Zahl  des  folgenden  Jahres**). 

Göttingen,  im  April  1876.  Vandenlioeck  &  Ruprecht** 

1)  Ob  der  betreffende  Artikel  und  die  in  Petzoldt's  Neuem  Anzeiger  er- 
schienenen in  hochtrabendem  Stile  geschrieben  sind,  mag  ich  nicht  beortheilen; 
dass  sie  nicht  in  hämischer  Weise  abgefasst  sind,  wird  jeder  Leser  mir  bezeugen« 
Sie  haben  Nichts  weiter  gethan,  als  in  rein  sachlicher  Weise  Uebelstände  der 
Zeitschrift  aufgedeckt,  und  der  beste  Beweis,  wie  richtig  ich  getroffen,  ist  der, 
dass  der  Jahrgang  1875  einen  bei  weitem  voUslAndigeren  und  vortheOhafteren 
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Eindrack  macht,  als  die  yorhergehenden.  —  2)  Ich  habe  nicht  gewusst,  dass  die 
Bibliotheca  hMt.-nai.  nur  für  Bachhändler  geschrieben  ist;  ich  glaube,  dass  Biblio- 
graphien, mögen  eie  Jahres-  oder  allgemeine  sein,  die  grösstmöglichste  Vollstän- 
digkeit anstreben  müssen,  und  wenn  auf  dem  Titel  eines  Buches  steht:  „Syste- 
matisch geordnete  üebersicht  der  in  Deutschland  und  dem  Auslande 
auf  dem  Gebiete  der  gesammten  Naturwissenschaften  und  der  Mathe- 
matik neu  erschienenen  Bücher*',  so,  glaube  ich,  ist  der  Herausgeber  Ter- 
pflichtet,  wenn  sich  ihm  die  Möglichkeit  bietet,  Yollständigeres  zu  liefern,  als  die 
im  Aaslande  sehr  schlecht  geleiteten  Buchhändlerbibliographien  geben ,  diese  Mög- 
lichkeit zu  ergreifen,  nicht  aber  sie  hochmüthig  zu  ignonren.  —  8)  Ob  wohl  wirk- 
lich eine  Wahrheit  dadurch  zur  Unwahrheit  wird,  dass  sie  nicht  aus  Leipzig,  dem 
Centralpunkte  der  deutschen  Buchhändler,  oder  aus  irgend  einer  Universitätsstadt 
datirt,  sondern  aus  dem  kleinen  Neste  an  der  russischen  Grenze,  und  ob  wohl 
nur  Buchhändler  über  den  Werth  einer  Bibliographie  richtig  artheilen  können, 
bei  der  der  Nichtbuchhändler,  wenn  er  darnach  über  ein  bestimmtes  Buch  sich 
informiren  will,  über  Hunderte  von  Lücken  stolpert,  die  er  in  der  Lage  wäre  aus- 
zufüllen und  wozu  er  dem  Herausgeber  sogar  freiwillig  seine  Dienste  angeboten 
hat?  —  4)  Das  ist,  mit  Verlaub,  auch  nur  das,  was  ich  verlangt  habe.  Aber  eben 
diese  ersten  Jahresnummem  sind  nicht  aufgeführt.  Dass  übrigens  die  Bihliotheca 
Historica  und  die  Bibliotheca  PMlologica  diesem  Grundsatze  nicht  huldigen,  lehrt  ein 
Einblick  in  jedes  beliebige  Heft  derselben.  Dort  findet  man  sogar  die  Inhaltsangabe 
jedes  einzelnen  Heftee,  was  auch  für  die  BiMiotheca  Hiatorieo-Natt^alis  sehr  zu 
empfehlen  wäre.  —  5)  Wo  habe  ich  das  verlangt?  Das  kann  man  aber  sicher  ver- 
langen, dass  wenigstens  von  jeder  deutschen  Zeitschrift  der  Titel  jährlich  ein- 
mal und  richtig  aufgenommen  wird.  Dass  dies  nicht  geschehen,  habe  ich  bewie- 
sen. —  6)  Ist  einfach  nicht  wahr.  A  sher  in  Berlin,  Tweetmey  er  in  Leipzig,  D  ürr 
ebendaselbst  geben  jährlich  ein  Verzeichniss  der  französischen,  englischen  und  ame- 
rikanischen Zeitschriften  mit  Angabe  des  Abonnementspreises  heraus;  was  diese 
Handlangen  können ,  das  kann  eine  Göttinger  Handlung  ebenso  gut.  —  7)  Also  es 
ist  von  keinem  Interesse,  eine  bedeutende  Auswahl  von  Zeitschriften  zu  kennen, 
nur  ein  durchaus  vollst&idiger  Catalog  genügt!  Nun,  weshalb  nimmt  denn  Herr 
M  etzger  dann  überhaupt  irgend  welche  Zeitschrift  in  seine  Bibliotheca  auf,  da  die 
paar  Namen,  die  er  Uefert,  doch  gewiss  noch  viel  weniger  Interesse  bieten.  Ich 
denke,  absolute  Vollständigkeit  —  das  ist  eine  alte  abgedroschene  Sache  —  ist  über  • 
haupt  nicht  zu  erreichen,  nicht  einmal  auf  dem  Gebiete  einer  Nation,  und  nun 
verlangt  Herr  V.  &  B.  sogar  absolute  Vollständigkeit  der  Weltliteratur!  —  8)  Auch 
das  beruht  auf  f^bsichtlicher  Verdrehung  und  Unwahrheit.  Ich  habe  nur  verlangt, 
und  das  ist  sehr  wenig,  dass  in  den  sehr  geringen  Fällen,  wo  AutorecL.  von  dem- 
selben Namen  confundirt  sind,  dieses  aufgehoben  werden  möchte.  Dass  dies  mög- 
lich ist,  ohne  die  Ausdehnung  der  Titel  auf  eine  halbe  Zeile  zu  alteriren,  lehrt 
ohne  Weiteres  der  Jahrgang  1872  derselben  Bibliotheca,  wo  diese  Unterscheidung, 
jedenfalls  nur  zum  Nutzen  des  Buches,  streng  durchgeführt  ist,  ohne  dass  dabei  auch 
nur  ein  einziges  Mal  die  halbe  Zeile  des  Anfangsbuchstabens  des  Vornamens  halber 
überschritten  wäre.  Jedenfalls  hat  aber  der  Verfasser  des  Registers  zu  1872  ausser  dem 
Referenten  diese  Unterscheidung  für  nöthig  gefunden,  die  übrigens  in  Mulden er's 
Bibliotheca  Historica  ebenfalls  streng  festgehalten  wird.  Auf  wessen  Seite  hier  die 
Wahrheit  liegt,  überlassen  wir  unbefangenem  Urtheil.  —  9)  Wir  auch^  geehrte 
Herren  V.  ft  E. ,  das  kann  jeder  einigermassen  Gebildete.  —  10)  Auch  das  beruht 
MUT  zum  Theil  auf  Wahrheit.  Bachet,  Bagutti,  Heis  &  Eschweiler,  Kunze, 
Papillen,  Pochet,  Eapisardi,  Zavaglia,  Cremona,  Frommhold,  Kut- 
ter, Lenormant,  Ernouf,  Peters,  Riolo,  Eysseric  &  Pascal,  Saint- 
Robert   von  den  wenigen  von  mir  genannten  Namen   sind  nicht   1873  auf- 
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gefolirt,  während  dies  für  Klein,  Köstlin,  Marianini,  PonceletondPostel 
allerdings  der  Fall  ist,  wie  ich  nachtaräglich  constatire.  Wenn  aber  die  Herren 
y.  &  B.  behaupten,  die  von  mir  gerügten  Anslassnngen,  die  ich  noch  dam  nur 
als  den  kleinsten  Theil  der  wirklichen  hingestellt  habe ,  seien  in  dem  yorhergeben- 
den  Hefte  bereits  mitgetheilt,  so  sagen  sie  wissentlich  die  Unwahrheit,  wenn  sie 
sich  nicht  klüglich  hinter  das  Wörtchen  einiger,  das  sie  eingeschoben  haben, 
verstecken  wollen.  6  von  den  als  fehlend  gerügten  Büchern  sind  aufigefShrt,  18 
nicht.  Ist  das  nicht  eine  grobe  Täaschnng  der  Leser  der  Btblioiheca  HitiorieO' Na- 
turalis ?  —  12)  Diesen  Beweis  hätte  sich  Herr  V.  k  R.  sparen  können.  Ich  kenne 
noch  ganz  andere  Vordatiningen.  Dü bring,  Kritische  Geschichte  der  Principien 
der  Mechanik,  erschien  z.  B.  im  Joni  1872  mit  der  Jahreszahl  1873,  imd  ist  diese 
Discrepanz  des  Datums  des  Titels  im  Jahrgang  1872  der  BüHiotheca  nicht  an- 
gegeben, was  eigentlich  nöthig  war. 

Sie  würden  mich  ausnehmend  verbinden»  verehrtester  Freund,  wenn 
Sie  diesen  Brief  genau  in  der  Form,  in  welcher  ich  Ihnen  denselben 
sende,  zum  Abdruck  bringen  wollten. 

Ihr  ergebenster 

Thorn)  5.  Juni  1876.  Maximilian  Curtze. 
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Adolph  Zeifling  als  Mathematiker. 

Von 
Dr.    S.    QÜNTHEB. 


Vor  nicht  langer  Zeit  verschied  zn  München  ein  Gelehrter,  der  dem 
gr^seren  Pnhliknm  wohl  hauptsächlich  als  geistreicher  Novellist  hekannt 
und  —  wie  es  Leuten  seiner  Geistesrichtnng  nnn  einmal  zn  gehen  pflegt 
—  anch  in  den  eigentlichen  Fachkreisen  nicht  zn  der  ihm  gehtlhrenden 
Anerkennung  durchgedrungen  war.  Wir  meinen  Adolph  Zeising,* 
den  geistreichen  Schöpfer  der  mathematischen  Aesthetik,  einen  Mann, 
der  den  zunftmässigen  Vertretern  der  Schönheitslehre  wohl  allzuviele 
mathematische,  d.  h.  fremde  Elemente  in  ihre  Domäne  hineintragen 
mochte,  während  er  doch  auf  der  andern  Seite  ebenso  wenig  darauf 
rechnen  durfte,  dem  Gros  der  Mathematiker  Interesse  für  das  mit  so 
grosser  Liebe  von  ihm  cnltivirte  Seitengebiet  ihrer  Wissenschaft  einzu- 
flössen.  Vielleicht  aber  erwächst  gerade  aus  diesem  Verhältnisse  die 
Berechtigung,  den  Lesern  dieses  mathematisch -naturwissenschaftlichen 
Fachblattes  mit  kurzen  Zügen  ein  Bild  von  den  so  eigenthtimlich  gearte- 
ten Bestrebungen  des  Verewigten  zu  entwerfen,  und  um  so  getroster 
nehmen  wir  für  uns  diese  Berechtigung  in  Anspruch,  als  wir  uns  bewusst 


*  Betreffs  des  äusseren  Lebensganges  des  Verstorbenen  sei  auf  den  aiisfähr- 
iichen  Nekrolog  verwiesen^  welchen  die  „Beilage''  der  Augsburger  allgem.  Zeitung 
brachte,  uns  genügt  es,  zu  bemerken,  dass  Zeising  am  24.  September  1810  zu 
Ballenttedt  geboren  ward  und  seit  einer  Reihe  von  Jahren  bis  zu  seinem  (am 
27.  April  d  J.  erfolgten)  Tode  als  anhaltischer  Gymnasialprofessor  a.  D.  in  Mön- 
chen lebte.  Er  war  Mitglied  der  „kaiserl.  leopoldinisch-karolinischen  Akademie 
der  Naturforscher^^,  welche  im  Sinne  ihrer  liberalen  Statuten  dem  fleissigen  For- 
scher durch  Aufnahme  grösserer  mit  Kosten  verbundener  Arbeiten  in  ihre  officiel- 
len  Pnblicationen  mehrfach  entgegenkam. 
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sind,  nicht  mit  unserem  Helden  durch  Dick  nnd  Dünn  zu  gehen,  sob- 
dem  Absicht  nnd  wirklichen  Erfolg  recht  wohl  zn  sondern. 

Schon  früh  hatte  sich  bei  -dem  eifrig  mit  ästhetischen  Untersuch- 
nngen  beschäftigten  Gelehrten  die  Deberzengung  festgesetzt  ^  es  mfisse 
ein  bestimmtes,  nach  Mass  nnd  Zahl  genau  angebbares  Kriterium  geben, 
welchem  zufolge  sich  der  Schönheitsbegriff  direct  präcisiren  Hesse.  Die- 
sem seinem  Funde  widmete  er  eine  erste  selbstständige  Schrift^),  welcher 
noch  viele  andere  mit  analogen  Tendenzen  nachfolgen  sollten.  Diese 
fundamentale  Idee  besteht  nun  darin,  dass  die  Theilung  einer  gegebenen 
Strecke  a  dann  den  befriedigendsten  Eindruck  auf  unser  Auge  und  6e- 
müth  mache,  wenn  dieselbe  im  Theilungspunkte  nach  dem  sogenannten 
goldenen  Schnitte  erfolge,  wenn  also  der  grössere  und  kleinere  Abschnitt 
(Major  und  Minor)  beziehungsweise  durch  die  Zahlen 

gegeben  seien.  Ob  nun  in  der  That  ein  solches  Mass  vorhanden  oder 
nicht,  darüber  werden  die  Meinungen  wohl  noch  für  lange  auseinander- 
gehen, —  uns  genügt  es,  zu  constatiren,  dass,  wofern  überhaupt  seine 
Existenz  zugestanden  wird,  Zeising^s  Postulirung  nach  übereinstim- 
mendem Urtheil  am  meisten  für  sich  hat.  Wir  möchten  noch  bemerken« 
dass  der  Versuch ,  ästhetische  Begriffe  direct  auf  die  geometrische  For- 
menlehre anzuwenden,  gerade  nicht  absolut  neu  genannt  werden  darf. 
Seitdem  AI  brecht  Dürer  seine  bekannten  constructiven  Regeln  für  die 
Herstellung  einer  möglichst  stjlgerechten  Buchstabenform  entworfen *), 
trifft  man  nicht  selten  auf  verwandte  Tendenzen,  und  noch  in  neuerer 
Zeit  könnten  wir  aus  Kunze^s  Geometrie  eine  Stelle  anführen,  wo  von 
dem  „Hechteck  der  schönsten  Form'*  die  Bede  ist^.  Allein  derartige 
Gedanken  und  Bestrebungen  stehen  eben  vereinzelt  und  Zusammenhangs* 
los  da,  und  Zeising  war  es  vorbehalten,  sie  zu  einem  Ganzen  zusam- 
menzufassen und  einheitlich  zu  gestalten. 

In  der  That  wusste  er  den  oben  skizzirten  einfachen  Grundgedan- 
ken sofort  gewaltig  zu  verallgemeinem,  indem  er  die  weitere,  nunmehr 
sehr  umfassende  Forderung  aufstellte:  Jeder  irgendwie  in  zwei  Theile 
zerspaltene  Gegenstand  unterliege  nur  dann  dem  ästhetischen  Princip, 
wenn  das  Ganze  zum  grossem  Theile,  wie  dieser  selbst  zum  kleinem 
sich  verhalte.  Und  nun  stellte  er  sich  die  Aufgabe,  allenthalben  auf 
dem  ungeheuren  Gebiete  der  Formen  die  Richtigkeit  seines  Grundgeseises 
am  speciellen  Falle  nachzuweisen ,  eine  Riesenaufgabe ,  welcher  er  in  der 
That  bis  zu  einem  unglaublichen  Grade  gerecht  geworden  ist.  um  d^ 
Umfang  des  Problems  zu  veranschaulichen,  ist  es  vielleicht  angezeigt, 
die  Worte  hier  wiederzugeben ,  mit  welchen  der  Autor  selbst  ein  späteres 
Werkchen  einleitete:  „Da  die  Frage,  um  die  es  sich  hier  handelt,  die 
gesammte    Anthropologie,    namentlich    die    Anatomie,    Physiologie  und 
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Ethnographie,  femer  die  Zoologie,  Botanik  und  Mineralogie,  die  Geographie 
und  Astronomie,  die  Mathematik,  Physik  and  Chemie,  kurz  alle  Gebiete 
der  Naturwissenschaft,  und  nicht  minder  die  gesammte  Aesthetik,  nament- 
lich die  Theorie  und  Praxis  der  Baukunst,  Bildhauerkunst  und  Malerei, 
der  Musik,  Poesie  und  Mimik  berührt,  so  liegt  es  in  der  Natur  der  Sache, 
dass  es  dem  Einzelnen  schlechthin  unmöglich  ist,  den  Gegenstand  nach 
allen  Seiten  und  Richtungen  hin  erschöpfend  zu  behandeln  . .  ..**  Indem 
hier  vom  Autor  selbst  das  Wesen  und  der  vielseitige  Charakter  der  zu 
erledigenden  Fragen  charakterisirt  ist,  könnten  wir  selbst  unsere  Schil- 
derung an  seine  Schematisirung  anzulehnen  uns  versucht  fühlen,  d«  h. 
wir  müssten  für  jede  der  oben  aufgezählten  Disciplinen  nachzuweisen 
suchen,  wo  und  wie  sich  das  Zeising' sehe  Gesetz  in  ihr  offenbare.  Es 
leuchtet  jedoch  ein,  dass  uns  ein  derartiges  Verfahren  weit  über  die  uns 
gezogenen  Grenzen  hin  ausführen  müsste,  und  so  schlagen  wir  denn  lieber 
einen  andern  Weg  ein :  wir  führen  dem  Leser  kurz  die  hauptsächlichsten 
Schriften  des  Verfassers  vor  und  analysiren  ihren  Inhalt,  soweit  er  für 
unsem  Zweck  herangezogen  werden  kann. 

Vorher  aber  halten  wir  es  für  eine  Pflicht,  eine  Verwahrung  dagegen 
einzulegen,  als  ob  wir  uns  von  vornherein  mit  sämmtlichen  Ergebnissen 
Zeising' scher  Forschung  identiflcirten.  Wir  halten  allerdings  dafür, 
dass  die  Grundidee  gesund ,  der  Fundamen talsatz  richtig  und  das  Recht, 
für  denselben  allüberall  Substrate  aufzusuchen,  principiell  unbestreitbar 
8^1,  aber  wir  meinen  nichtsdestoweniger,  dass  der  Erfinder  mit  sehr  be- 
greiflichem Idealismus  von  diesem  seinem  Rechte  häufig  einen  allzu 
unumschränkten  Gebrauch  gemacht  habe.  Ist  es  doch  bisher  noch  immer 
so  gegangen,  dass  der  eifrig  nach  einem  bestimmten  Factum  Suchende 
dasselbe  schliesslich  auch  da  auffand,  wo  der  Unbefangene  Nichts  zu 
sehen  vermochte,  und  es  ist  doch  nur  allzuschwer,  einer  vorgefassten 
Idee  ungeachtet  ausschliesslich  die  ELritik  walten  zu  lassen.  Es  wäre 
nicht  schwierig,  Analoga  für  ein  solch^  Vorkommniss  namhaft  zu  machen. 
Als  Piazzi  Smith  sich  von  der  Ueberzeugung  hatte  durchdringen  las- 
sen, dass  in  der  Cheops- Pyramide  eine  Verkörperung  des  geometrisch- 
astronomischen  Wissens  der  alten  Aegypter  vor  uns  stehe  fand  er  allent- 
halben die  unglaublichsten  Belege  für  seine  Ansicht;  als  Franz  Lihafzik 
in  dem  magischen  Quadrate  das  Bildungsschema  für  den  menschlichen 
Körperbau  erkannt  zu  haben  glaubte,  fügten  sich  anscheinend  ganz  un- 
gezwungen alle  Massverhältnisse  seinen  Berechnungen*  —  und  wieviele 


*  Lihafzik,  über  dessen  Bemühungen  wir  bei  einer  andern  Gelegenheit 
referirten^),  befolgte  bei  seinen  anthropometrischen  Untersuchungen  offenbar  eine 
ganz  ähnliche  Tendenz  wie  Zeising.  Fleiee  und  Mühe  haben  beide  Gelehrte  in 
reichstem  und  gleichem  Masse  angewandt;  der  unparteiische  Richter  aber  wird, 
was  auch  sonst  sein  Urtheil  über  das  —  möglicherweise  utopische  —  Endziel  sein 
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Beispiele  könnte  die  Geschichte  in  dieser  Hinsicht  noch  anfftihren.  Und 
diesen  fast  allen  erfinderisch  angelegten  Köpfen  anhaftenden  Fehler  ver- 
mochte anch  Zeising  nicht  g&nzlich  zn  vermeiden;  allein  dafür  ist  ja 
auch  noch  kein  abschliessendes  Ziel  erreicht,  der  ruhig  und  gemessen 
dem  oft  allzuhastigen  Schritte  des  Pfadfinders  nachgehenden  Forschung 
wird  es  mit  der  Zeit  schon  gelingen ,  die  Spreu  vom  Weize«  zu  trennen 
und  das  methodische  Fundament,  wenn  auch  nur  für  einen  Theil  der 
Resultate  des  Erfinders,  zu  bestätigen. 

Indem  wir  nun  von  dem  obengenannten  Erstlingswerke  einen  kurzen 
Deberblick  zu  geben  versuchen,  folgen  wir  der  Eintheilung  des  Verfas- 
sers. Als  erste  Aufgabe  betrachtet  er  es,  an  den  Normalmaassen  der 
menschlichen  Figur  das  stete  Auftreten ,  der  Theilung  nach  dem  äussern 
und  mittlem  Verhältnisse  darzulegen  und  so  der  bereits  von  Dürer^) 
ins  Leben  gerufenen  anatomischen  Proportionslehre  einen  festen  Unter- 
grund zu  verleihen.  Als  charakteristisches  Beispiel  sei  die  Thatsaehe 
angeführt,  dass  einem  mit  herabhängenden  Händen  (in  militärischer 
Stellung)  dastehenden  Menschen  durch  das  Handende  die  Körperlänge 
nach  der  Sectio  aurea  getheilt  werden  soll.  Auf  die  zahllosen  Einzelhei- 
ten, welche  der  mit  den  Untersuchungen  eines  Camper,  Caru8,Que- 
telet  des  Oenauesten  vertraute  Verfasser  von  überall  her  zur  Bestäti* 
gung  seiner  These  zu  holen  weiss,  kann  hier  natürlich  nicht  näher  ein- 
gegangen werden,  vielmehr  sei  auf  das  Hauptwerk  und  zwei  an  dasselbe 
sich  anschliessende  Monographieen  verwiesen,  deren  eine^)  besonders  die 
Wachsthumsverhältnisse,  die  andere^)  die  Stammverscbiedenheiten  er- 
örtert. Bemerkt  sei  nur  noch,  dass  gewisse  Specialitäten ,  wie  z.  B.  der 
Versuch,  die  symbolischen  Zahnformeln  der  zoologischen  Lehrbücher  za 
einer  wirklich  diesen  Namen  verdienenden  mathematischen  Formel  uoi- 
zugestalten,  einen  vertrauenerweckenden  Eindruck  machen,  wogegen 
wieder  andere  Lehrsätze  den  Zweifel  wachrufen  müssen,  so  z«  B.  der 
folgende:  „Die  Cubikwurzel  aus  aem  Gewichte  des  kleinen  Gehirns  ver- 
hält sich  zu  der  Cubikwurzel  aus  einer  Grosshirnhemisphäre  wie  der 
Major  zum  Minor/*  Wichtiger  in  mathematischer  Rücksicht  ist  das  nun 
folgende  Capitel,  welches  die  Beziehungen  des  goldenen  Schnittes  zum 
Baue  der  Pflanzen  abhandelt«  Zeising  offenbart  sich  hier  als  begeister* 
ter  Anhänger  der  von  Schimper  und  Braun  inaugurirten  mathemati* 
sehen  Biphtung  in  der  Botanik.  Und  in  der  Tfaat,  unter  welchem  der 
von  verschiedenen  Seiten  aufgestellten  Gesichtspunkte  man  auch  die 
sogenannte  Blattstellungslehre  betrachten  mag,  Zeising's  Idee  findet 
stets  ihren  vollberechtigten  Platz.     Nach  den  Anschauungen    der  deut- 


möge, doch  immer  dafür  eintreten,  dass  Zeising's  geometrisches  Verfahren  als 
dem  wahren  Sachverhalte  ungleich  adäquater  betrachtet  werden  mass,  als  die 
algebraischen  Methoden  Lihafzik's. 
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sehen  Gelehrten  nämlich  kann  man  sich  die  Befestignngspunkte  der  Blatt- 
stiele durch  eine  an»  den  Stamm  herumlaufen  de  Schraubenlinie  verbunden 
denken,  und  zählt  man  nun  ab,  nach  wieviel  Umläufen  (m)  und  mit 
Ueberschreitung  wievieler  Blätter  (n)  man  von  einem  beliebigen  Blatte 
aum  nächsten  senkrecht  darüber  stehenden  gelange,  so  ergiebt  sich  das 
im  Allgemeinen  bei  sämmtlichen  Pflanzen  wiederkehrende  Gesetz 

unier     *'""    den  r^*"'  Näherungsi^erth  des  Kettenbruches 
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verstanden;  die  Zahl  r  ist  bei  verschiedenen  Pflanzenformen  ebenfalls 
verschieden.  —  Folgt  man  im  Gegensätze  hierzu  der  von  den  Gebrüdern 
Bravais  ins  Leben  gerufenen  Theorie,  so  steht  überhaupt  streng  ge- 
nommen kein  einziges  Blatt  des  Stengels  senkrecht  über  irgend  einem 
andern,  vielmehr  entspricht  der  Divergenz  zweier  Blätter  ein  constanter 
Winkel  €c  von  137^ 30' 28",  und  bringt  man  sowohl  diesen  Winkel,  als 
auch  den  mit  360^  zu  berechnenden  Stengelumfang  auf  das  gemeinschaft- 
liche Mass    der  Secunde,    so   gelangt  man  zu  der  sehr   nahe  richtigen 
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und  in  der  That  bat  der  Winkel  cc  die  durch  den  Nenner  des  zweiten 
Buches  angegebene  Anzahl  von  Secunden.  Kurs  —  wie  man  auch  die 
Sachlage  betrachtet,  es  stellt  sich,  um  mit  Zeising  zu  reden,  „das  Ver- 
bältniss  des  goldenen  Schnittes  als  das  eigentliche  Normalverhältniss  der 
Blaltstellung  dar".  Freilich  dürfen  wir  uns  nicht  verhehlen,  dass  die 
neuere  Botanik,  und  zwar  gerade  insofern  sie  Anspruch  auf  den  Namen 
„ezact"  erhebt,  die  Blattstelluugslehre  über  Bord  geworfen  hat,  indem 
sie  —  allen  teleologischen  Erwägungen  abhold  —  einen  ersichtlichen 
caasalen  Zusammenhang  jener  Gesetze  mit  den  uns  bekannten,  im  Pflan- 
zenkörper wirksamen  Kräften  nicht  aufzudecken  vermag.  Da  wir  aber 
noch  keineswegs  behaupten  können ,  ein  solcher  Zusammenhang  sei  ab- 
solut und  für  immer  unauffindbar,  und  da  uns  zudem  ein  hervorragender 
Vertreter  jener  modernen  Bichtung  ausdrücklich  versichert^):  „Wir  möch- 
ten die  Blattstellungslehre  in  unserer  Literatur  ebenso  wenig  entbehren, 
als  etwa  die  heutige  Astronomie  in  ihrer  Geschichte  die  alte  Theorie  der 
Epicjklen  beseitigt  wünschen  kann'*,  so  dürfen  wir  sicher  die  hohe  Be- 
deutung der  ganzen  Hypothese  und  damit  auch  die  willkommene  Bestä- 
tigung anerkennen,  welche  Zeising^s  Lehre  in  einem  der  wichtigsten 
Zweige  der  organischen  Naturwissenschaft  gefunden  hat. 
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Kürzer  dürfen  wir  uns  bei  den  folgenden  Kategorien  fassen,  wo 
Zeising  in  der  Krystallographie ,  in  der  mosikalischen  Aknstik,  in 
der  Astronomie  nnd  Geographie  den  massgebenden  Einflnss  seines  Ge- 
setzes darthan  will.  Unzweifelhaft  bieten  seine  Bemerkungen  über  den 
Grund  der  Harmonie  viel  Eichtiges  und  für  den  Kenner  Anregendes  dar, 
obwohl  alle  solche  ästhetisch  -  mathematischen  Theorieen*  seit  der  Begrün* 
düng  einer  physikalischen  Harmonielehre  durch  Helmholtz  antiquirt 
erscheinen.  Dagegen  will  uns  die  Adaptirung  der  in  den  Distanzen  und 
Massen  der  Planeten  zu  Tage  tretenden  Massverhältnisse  etwas  gekün- 
stelt vorkommen ,  und  ebenso  wenig  sagen  uns  die  allerdings  mit  grösster 
Sachkunde  ausgeführten  geographischen  Constructionen  Zeising's  zu. 
Bei  allen  solchen  Versuchen  tritt  denn  doch  zu  offenkundig  das  Bestreben 
hervor,*'^  die  thatsächlich  vorhandenen  Verhältnisse  den  Voraussetzungen 
anzupassen,  ein  Bestreben,  dessen  Consequenzen  schliesslich  zu  dem 
vagen  Analogieenspiele  der  sogenannten  Naturphilosophie  führen  muss. 
Zeising  hat  allerdings  diese  Klippe  nicht  gänzlich  umgangen,  z.  B.  da, 
wo  dem  „Parallelismus  zwischen  der  Gestalt  der  Erde  nnd  der  Menschen- 
gestalt'* das  Wort  geredet  wird;  allein  sein  gesunder  und  durch  ernste 
mathematische  Studien  geschärfter  Takt  Hess  ihn  bei  dergleichen  flxtra- 
vaganzen  nicht  lange  verweilen.  Nur  mit  wenigen  Worten  sei  auch  noch 
der  Versuche  gedacht,  die  Sectio  aurea  als  das  „Normalverhältniss  der 
chemischen  Proportionen"  zu  fiziren.  Dieser  Idee  widmete  der  geist- 
reiche Forscher  eine  Specialschrift  ^^),  aus  deren  Vorrede  wir  oben  eine 
Stelle  ausgezogen  haben.  Ueber  den  absoluten  Werth  dieser  jedenfalk 
mit  allen  Mitteln  eines  eminenten  Wissens  in  Scene  gesetzten  Leistung 
steht  uns  kein  UrtheH  zu;  der  Respirationsprocess ,  die  Drehung  der 
Polarisationsebene  des  Lichtes,  die  Aequivalentgewichte  und  Volumina 
und  vieles  Andere  wird  einer  eingehenden  Untersuchung  unterworfen. 

Seinen  eigentlichen  und  wahrsten  Triumph  jedoch  feiert  das  Zei- 
sing'sehe  Gesetz  in  der  Architektur,  denn  hier  kann  sich  dasselbe  am 
ehesten  in  seiner  Reinheit  offenbaren.  Die  Masse  vollendet  schöner 
Gebäude  gestatten  die  unmittelbarste  Vergleichung ,  und  wenn  der  Grund- 
gedanke richtig  ist  —  hier  muss  er  seine  Richtigkeit  bewähren.  Ins- 
besondere das  athenische  Parthenon  ist  es,  welches  als  Fundgrube  dient; 


*  Bekanntlich  können  in  diesem  Sinne  Leonhard  Euler  und  in  neuerer 
Zeit  Drobisch  als  Vorläufer  Zeising's  betrachtet  werden. 

*•  Eine  methodisch  ganz  übereinstimmende,  den  Prämissen  nach  jedoch  ver- 
schiedene Arbeit  ist  diejenige  Reichenbach*8^),  welche  nur  freilich  die  tchfloe 
Klarheit  Zeising^s  merklich  vermissen  ISLsst.  Allein  schon  daraus,  dass  zwei  auf 
ganz  divergentem  Fundamente  aufbauende  Forscher  gleichwohl  in  der  Vertheilnng 
von  Land  und  Wasser,  in  der  Gliederung  der  Küsten  u  s«  w.  ihr  supponirtes  Ge- 
setz sich  immer  reproduciren  sehen,  folgt  die  Ünwahrscheinlichkeit  der  Existenz 
einer  solchen  aprioristischen  Bildungsregel. 
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aus  einer  Beschreibung  desselben  von  Böber^^)  entnimmt  Zeising  einen 
solchen  Reichthnm  von  trefflich  stimmenden  Beispielen,  dass  an  eine 
Selbsttäuschung  nicht  mehr  gedacht  werden  kann.  Nicht  minder  enthält 
die  „Proportionslehre",  mit  der  wir  uns  bisher  fast  ausschliesslich  be- 
schäftigten, den  Nachweis,  dass  die  gothische  Ornamentik  allenthalben 
auf  dem  goldenen  Schnitte  beruht  —  eine  Thatsache,  welche  u.  A.  auch 
HankeP^)  anerkennt  und  verwerthet. 

Hatten  die  bisher  erörterten  Arbeiten  den  ausschliesslichen  Zweck, 
das  neue  Gesetz  als  solches  zu  begründen  und  als  in  den  mannigfach- 
sten Wissenszweigen  zu  Recht  bestehend  nachzuweisen,  so  kam  es  dem 
Urheber  in  seinem  grösseren  ästhetischen  Werke  ^')  hauptsächlich  darauf 
an,  die  Position  seiner  Erfindung  in  dem  Oesammfcomplex  der  Schön- 
heitswissenschaften klarzustellen  und  den  Tenor  derselben  in  einer  den 
üblichen  philosophischen  Gepflogenheiten  angepassten  Weise  umzugestal- 
ten. Infolge  dessen  tritt'  das  rein  mathematische  Interesse  hier  selbst- 
yerständlich  zurück ,  doch  fesseln  uns  auch  hier  nicht  wenige  feinsinnige 
Andeutungen ,  und  zumal  die  Art  und  Weise ,  wie  der  Verfasser  die  dem 
Auge  wohlthuendste  Form  einer  aus  Kreisbögen  sich  zusammensetzenden 
Wellenlinie  ausmittelt,  dürfte  auch  auf  allgemeinere  Beachtung  zu  rech* 
neu  haben ^*). 

Vom  rein  mathematischen  Standpunkte  aus  am  Interessantesten  stellt 
sich  jedoch  eine  Reihe  von  Aufsätzen  dar,  welche  in  der  von  jeher  durch 
ihre  gehaltvollen  Essays  ausgezeichneten  „Deutschen  Vierteljahrsschrift" 
erschienen  sind.  Zunächst  eine  ästhetisch -mathematische  Arbeit,  welche 
in  mancher  Beziehung  wohl  noch  mehr  befriedigt,  als  die  früheren  ana- 
logen Untersuchungen  des  Verfassers,  denn  hier  föllt  die  Einseitigkeit 
weg,  welche  überall  nach  Manifestationen  eines  bestimmten  Grundgesetzes 
sich  umsah,  und  es  wird  die  ästhetische  Bedeutung  der  geometrischen 
Figuren  an  sich  studirt.  Von  der  Voraussetzung  ausgehend,  dass  nur 
diejenige  Form  wirklich  schön  genannt  werden  dürfe,  welche  einerseits 
dem  Princip  der  Freiheit,  andererseits  aber  demjenigen  der  Gesetzmäs- 
sigkeit unterworfen  sei,  unternimmt  es  Zeising,  die  von  der  Elemen- 
targeometrie dargebotenen  räumlichen  Formen  auf  ihren  ästhetischen 
Gehalt  zu  prüfen ^^).  Man  erkennt  leicht,  dass  ein  willkürliches  Polyeder 
oder  Polygon  allzusehr  dem  zweiten,  dagegen  Kugel  und  Kreis  allzusehr 
dem  ersten  Gesetze  widerstreiten  —  die  in  ästhetischer  Beziehung  voll- 
kommensten Figuren  müssen  sonach  in  der  Mitte  liegen ,  und  man  erkennt 
bald,  wo  der  Autor  sein  eigentliches  Ideal  erblickt.  „Man  wird,*^  sagt 
er^^),  „ohne  zuviel  zu  behaupten,  sagen  können,  dass  Überhaupt  ein 
Gebilde  den  zur  Schönheit  unerlässlichen  Eindruck  einer  irgendwie  ge- 
setsmässigen  Bildung  nur  insoweit  zu  erzeugen  vermag,  als  es  in  sich 
durch  irgendwelche  ihm  wesentliche  oder  charakteristische  Eigenschaften 
das  die  Kreis-  und  Kugelform  beherrschende  Gesetz,  nach  welchem  sich 
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die  Vielheit  und  Verschiedenheit  nur  als  eine  Auseinanderlegung  und 
potenzirte  Setzung  der  Einheit  und  Gleichheit  zu  erweisen  hat,  in  einer 
vom  ästhetischen  Gefühl  unmittelbar  erfassbaren  Weise  zur  Anschauang 
bringt.  Am  Evidentesten  genügen  dieser  Bedingung  die  regulären  Poly- 
gone und  Polyeder,  namentlich  die  ersteren."  Im  Anschluss  an  diese 
Worte  wird  nun  eine  sehr  eingehende,  zwar  populäre,  aber  doch  auch 
die  neuesten  Forschungen  Poinsot's  u.  A.  berücksichtigende  Theorie 
jener  regulären  Vielecke  gegeben,  welche  nicht  zu  viele  Seiten  besitzen; 
denn  mit  Becht  wird  bemerkt ,  dass  bei  Vielecken  höherer  Ordnungszahl 
die  Complication  der  Linien  etc.  den  angenehmen  Eindruck  paralysire. 
Dabei  findet  sich  durchweg  eine  solche  Fülle  feinsinniger  Bemerkungen 
über  die  künstlerische  Anwendung  der  behandelten  Figuren,  ihr  Auftreten 
in  der  Natur  und  Aehnliches*  eingestreut,  dass  auch  der  Femerstebende 
sich  angezogen  fühlt  und  über  die  Eigenthümlichkeiten  der  hier  und  da 
in  naturphilosophischem  Sinne  gefärbten  Terminologie  leicht  hinweggeht 
—  um  so  mehr,  als  der  Verfasser  von  der  Gründlichkeit  seiner  mathe- 
matischen und  speciell  geometrischen  Kenntnisse  die  achtungswerthesten 
Proben  ablegt.**  Wünschenswerth  wäre  es  freilich  gewesen,  dass  auch 
die  höheren  Curven  in  den  Bereich  der  Betrachtung  gezogen  worden 
wären ,  wo  ja  gar  manche  ähnliche  Fragen  ihrer  Lösung  harren.  So  will, 
um  nur  Eins  hervorzuheben,  der  berühmte  Architekt  Bio ndel^)  heraus- 
gebracht  haben,  dass  eine  sich  verjüngende  Säule  dann  am  Gefälligsten 
sich  darstelle,  wenn  ihr  Profil  mit  der  Muschellinie  des  Nikomedes 
übereinstimme.***  —  In  noch  höherem  Grade  vielleicht  tritt  die  mit 
trefflicher  historischer  Durchbildungf  gepaarte  Sachkunde  Zeising's  in 
seinem  schönen  Aufsatze  Über  das  SternfUnfeck^)  hervor,  welcher  eigent- 
lich ganz  rein  mathematisch  •  geschichtlichen  Inhalts  ist  und   dem  Verf. 


*  Beachtenawerth  erscheint  uns  u.  A.  die  Bemerkung ^^),  dase  nach  Hoff- 
8tatt*8  Angabe  bereits  in  den  Bauhütten  des  Mittelalters  jene  Regel  bekannt  und 
geübt  worden  sei,  der  zufolge  die  halbe  Seite  des  regelmässigen  Dreiecks  gleich 
der  Siebenecksseite  genommen  wird.  Es  wäre  demgemäss  unrecht,  diese  Con- 
struction,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  auf  Albrecht  Dürer  zurückzuführen, 
eine  Annahme,  gegen  welche  wir  uns  bereits  früher  'einmal'^  erklärt  haben. 

**  Nur  hier  und  da  kommt  dem  Mathematiker  die  ästhetische  Anscbaaung 
ein  wenig  in  die  Quere,  so  z.  B.  da,  wo  er  sagt*^:  „es  giebt  überhaupt  kein 
Dreieck,  um  welches  und  in  welches  sich  nicht  ein  Kreis  beschreiben  liesse,  wel- 
ches also  nicht  theils  seine  Eckpunkte,  theiis  die  Mittelpunkte  seiner  Seiten  mit 
der  Peripherie  eines  Kreises  gemein  hätte".  Hier  hatte  er  offenbar  nur  ein  gleich- 
^itiges  Dreieck  vor  Augen. 

•**  Auch  Galilei  thut  einmal  der  „angenehmen"  Gestalt  der  Cykloide  Er- 
wähnunff**),  welche  diese  Curve  zur  Verwendung  beim  Brückenbau  geeignet  mache. 

t  Nur  darin  können  wir  mit  unserer  Verwunderung  nicht  zurückhalten,  da« 
Zeising  den  ihm  so  gänzlich  geistig  verwandten  Lucas  Pacioli  und  dessen 
Werk  „de  divina  proportionef'  total  vernachlässigt  hat. 
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dieses  bei  seinen  Untersuchungen   über  die  Entwickelnngsgeschichte  der 
Stempolygone  wesentliche  Dienste  leistete. 

Indem  wir  nach  dieser  kurzen  Ueberschau  nnsern  Artikel  schlicssen, 
glauben  wir  wenigstens  dazu  mitgeholfen  zu  haben,  dass  dem  unermüd- 
lichen Bearbeiter  eines  mathematisch -philosophischen  Grenzgebietes  ein 
ehrenvolles  Andenken  in  den  Kreisen  der  eigentlichen  Fachwelt  gewahrt 
bleibe. 

1)  Zeising,  Neue  Lehre  von  den  Proportionen  des  menschlichen  Körpers, 
Leipzig  1854. 

2)  Dürer,  Unterweysung  der  Messung  mit  dem  Zirckel  und  Richtscheid,  Nürn- 
berg 1525,  Ende  des  dritten  Theiles. 

3)  Kunze,  Lehrbuch  der  Planimetrie,  Weimar  1839,  S  124. 

4)  Günther,  Ziele  und  Resultate  der  neueren  mathematisch -historischen  For- 
schung, Erlangen  1876,  S.  121. 

5)  Dürer,  Vier  Bücher  yon  menschlicher  Proportion,  Nürnberg  1528. 

6)  Zeising,  Ueber  die  Metamorphosen  in  den  VerhältniBseu  der  menschlichen 
Gestalt  von  der  Geburt  bis  zur  Vollendung  des  Längenwachsthums,  Separat 
aus  dem  22.  Baude  der  neuen  Publicationen  der  kaiserl.  leopold.-karol.  Aka- 
demie der  Naturforscher. 

7)  Id.,  Ueber  die  Unterschiede  in  den  Verhältniesen  der  Racentypen,  Archiv  f. 
physiologische  Heilkunde  Jahrg.  1856,  3.  Heft. 

8)  Sachs,  Geschichte  der  Botanik  in  Deutschland,  München  1875,  8.  340. 

9)  Reiche nbach,  Die  Gestaltung  der  Erdoberfläche,  Berlin  1867. 

10)  Zeising,  Das  Normal verhältniss  der  chemischen  und  morphologischeu  Pro- 
portionen, Leipzig  1856. 

11)  Röber,  Die  ägyptischen  Pyramiden  in  ihren  ursprünglichen  Verhältnissen, 
nebst  einer  Darstellung  der  proportionalen  Verhältnisse  im  Parthenon  zu 
Athen,  Dresden  1855. 

12)  Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Alterthum  und  Mittelalter, 
Leipzig  1874,  S.  76. 

18)  Zeising,  Aesthetische  Forschungen,  Frankfurt  a.  M.  1855 

14)  Ibid.  S.  190. 

15)  Id,,  Aesthetische  Forschungen  im  Gebiete  der  geometrischen  Formen,  Deutsche 
Vierteljahrsschrift,  31.  Jahrg.  IV,  S.  219  flgg. 

16)  Ibid.  8.  236. 

17)  Ibid,  S.  273. 

18)  Günther,  Zur  Geschichte  der  deutschen  Mathematik  im  15.  Jahrhundert, 
diese  Zeitschr.  20.  Jahrg.,  1.  Heft. 

19)  Zeising,  S.  236.  '     .     - 

20)  Blondel,  Cowra  d' Ärehitecture,  Paris  1%75,  P.  II,  Livre  I,  Vap.<^, 

21)  Poppe,  Ausführliche  Geschichte  der  Anwendung  aller  krummen  Linien  in 
mechanischen  Künsten  und  Architektur,  Nürnberg  1802,  S.  121. 

22)  Zeising,  Das  Pentagramm.  Cultnrhistorische  Studie,  Deutsche  Vierte^ahrs- 
schrift,  31.  Jahrg.  I,  8.  173  flgg. 
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illements  de  la  theorie  des  determinanis  d^ apres  Baltzer  ei  Sal- 
mon,  par  P.  Bdansion,  docteur  spMal  en  sciences  mathematiques, 
professextr  ä  Vuniversiie  de  Gand*  MonSy  Hecior  Manceaux.  BruxeUeSy 
Henri  Manceaux,     Gand,  J.  Hoste,     1875.     44  Seiten. 

Id.y  Inlroduclion  ä  la  theorie  des  determinantSy  ä  Tusage  des  etaih 
lissements  d'insiruction  moyenne.  Gand,  J.  Hoste.  MonSy  ffector 
Manceaux*     1876.     24  Seiten. 

Die  erste  Schrift  des  verdienten  Gelehrten,  über  welche  wir  hier  zu 
referiren  haben,  ist  speciell  für  Studirende  bestimmt  und  ihr  Entwicke- 
lungsgang  natürlich  der  gewöhnliche.  Die  allgemeine  Permutatiouslehre 
und  der  Determinantenbegriff,  bilden  das  erste  Capitel,  im  zweiten  wird 
die  Zerlegung  in  Unterdeterminanten  und  die  daran  sich  anreihende 
Auswerthung  solcher  Formen  behandelt.  Dann  folgt  die  Addition  und 
MuHiplication  der  Determinanten,  an  die  sich  hübsche  geometrische  An- 
wendungen anreihen;  besonders  möchten  wir  auf  den  instructiven  Beweia 
des    wichtigen   Satzes  (S.  31)    aufmerksam   machen,    daas   die  oabuehe 

Gleichung 

a  — A        A  g 

h        b-^k        f      =0 

9  f        c—l 

drei  reelle  Wurzeln  besitze.     Das  dritte  Capitel  endlich  widmet  sich  der 
Elimination  im  weiteren  Sinne  des  Wortes.- 

Abgesehen  von  den  durchweg  klaren  Begriffsbestimmungen  und  De- 
ductionen  der  einzelnen  Hauptsätze  müssen  wir  auch  den  y,Exercices^*^  unser 
besonderes  Lob  zu  Theil  werden  lassen,  welche  jedem  Theorem  angehXngt 
erscheinen  und  einen  vortrefflichen  Uebungsstoff  darbieten;  solche  Aufgaben 
vermisstman  in  unseren  deutschen  Determinantenwerken  noch  zu  sehr.  Wis- 
senschaftliche Neuigkeiten  sollen  principiell  nicht  gerade  gegeben  werden; 
jedoch  sind  sie  nicht  ausgeschlossen,  wie  denn  z.  B.  Nr.  8,  „Theoreme  de 
Bezoul^''  überschrieben,  einen  passenden  Uebergang  zu  den  Determinan- 
ten vom  dritten  und  überhaupt  höhern  Range  gewährt,  —  Von  deutschen 
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Studenten  wird  Mansion^s  Werkeben  als  treffliches  Lehrmittel  zur  ersten 
EinfÜhmng  m  die  Determinantenlehre  gebraucht  werden  können. 

In  der  zweiten  Schrift  sollen  speciell  die  Bedürfnisse  der  Mittel- 
schulen  berücksichtigt  werden ,  und  zwar  fasst  der  Verfasser,  wie  er  uns 
brieflich  mittheilte,  seine  Aufgabe  in  ähnlichem  Sinne,  wie  die  kürzlich 
von  Lindemann  edirten  Clebsch' sehen  Vorlesungen  auf,  d.  h.  er  be- 
schränkt sich  exclusiv  auf  zwei-  und  dreireihige  Determinanten.  Ob  eine 
solche  Limitation  vom  pädagogischen  Standpunkte  aus  völlig  gerechtfer- 
tigt sei ,  darüber  wird  sich  streiten  lassen ;  gesteht  man  aber  die  Prämisse 
zu,  so  wird  man  Herrn  Mansion's  Ausführung  ungetheilte  Anerkennung 
nicht  versagen  können.  Vor  Allem  freut  es  uns ,  dass  er  der  gefährlichen 
Klippe,  ap  welcher  Dölp  und  zum  Theil  auch  Diekmann  scheiterten, 
aus  dem  Wege  zu  gehen  verstand:  er  hält  sich  nicht  damit  auf,  durch 
lange  vorbereitende  Rechnungen  die  Formulimng  des  Determinanten- 
begriffes in  einer  schliesslich  doch  ermüdenden  Weise  vorzubereiten,  er 
stellt  denselben  vielmehr  gleich  als  eine  Nothwendigkeit  hin  und  zwingt 
seine  Schüler,  sich  ihm  zu  accomodiren.  Einmal  muss  dieser  schwere 
Schritt  zur  Symbolik  doch  gethan  werden,  da  helfen  alle  Palliativmittel 
nichts,  und  je  früher  man  ihn  thut,  desto  besser. 

Das  Material  dieser  zweiten  Schrift  ist  von  dem  der  ersten  nicht 
wesentlich  verschieden,  nur  dass  eben  blos  der  zweite  und  dritte  Grad 
behandelt  wird;  alle  Vorzüge  des  grössern  Werkes  übertragen  sich  auch 
auf  dieses.  Nur  Einen  Punkt  hätten  wir  zu  bemerken,  denselben,  den 
wir  auch  in  unserer  Besprechung  des  nicht  minder  originell  angelegten 
Werkes  von  Schüler  (Ho ffman nasche  Zeitschr.  6.  Jahrg.,  4.  Heft) 
hervorzuheben  für  nöthig  fanden.  Wenn  man  aus  didaktischen  Rück- 
sichten die  bewusste  Beschränkung  für  nöthig  hält,  so  sollte  man  doch 
am  Schlüsse  des  Ganzen  —  wenn  auch  nur  in  einer  Anmerkung  —  dar- 
auf hindeuten,  dass  eine  Erweiterung  der  vorgetragenen  Lehren  auf  n^ 
Elemente  nothwendig ,  aber  auch  leicht  sei«  Eine  solche  Verweisung  des 
Lernenden  auf  später  möchten  wir  in  keinem  elementaren  Abrisse  irgend- 
welcher Disciplin  missen. 

Am  Schlüsse  dieses  Referates  dürfen  wir  es  wohl  aussprechen,  dass 
uns  eine  Verpflanzung  der  Mansion 'sehen  Leitfäden  auf  deutschen 
Boden  durchaus  angezeigt  schiene;  selbst  neben  Reidt's  und  Diek- 
mann*s  in  ihrer  Art  trefflichen  Eioleitungen  würden  dieselben  schon 
ihren  Leserkreis  finden. 

München.  Dr.  S,  Gümtheh. 
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Einleitung  in  die  Lehre  von  den  Determinanten  und  ihrer  Anwendung 
anf  dem  Gebiete   der  niedern  Mathematik.     Znm  Gebrauch  an 

Gjmnasieu,  Realschulen  und  auderen  höheren  Lehranstalten,  sowie 
zum  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Dr.  Josbf  Diekmann,  Ober- 
lehrer am  königl.  Gymnasium  zu  Essen.  Essen,  Druck  und  Ver- 
lag von  G.  D.  Bädecker.     1876-     VIII,  88  S. 

In  einer  Reihe  von  Artikeln  *  hat  der  Verfasser  dieser  Schrift  seine 
Behandlungs weise  der  Determinantenlehre  schon  früher  den  Lehrern  der 
Mathematik  vorgelegt.  Es  lag  daher  auf  den  ersten  Blick  nahe,  in  dem 
hier  zu  besprechenden  Werkchen  blos  einen  Separatabzng  jener  drei 
Abhandlungen,  versehen  mit  den  für  ein  selbetständiges  Buch  nothwen- 
digen  redactionellen  Aenderuugen ,  zu  erblicken.  Wir  fanden^nna  jedoch 
angenehm  enttäuscht,  als  wir  beim  Durchlesen  der  Schrift  auf  eine  von  \ 
jener  ersten  mehrfach  abweichende  originelle  Neubearbeitung  trafen,** 
welche, .  der  grossen  Reichhaltigkeit  unserer  Determinantenliteratnr  ud- 
geachtet,  der  allgemeinen  Beachtung  mit  vollem  Rechte  empfohlen  wer- 
den muss. 

Wir  verbreiten  uns  «zunächst  über  einige  Punkte,  mit  deren  Erledi- 
gung wir  nicht  einverstanden  sind,  um  dann  später  ungestört  den  man- 
nigfachen Vorzügen  des  Büchleins  gerecht  werden  zu  können.  Wir  ver- 
stehen nicht  recht,  warum  der  Verfasser  von  der  Bezeichnung  durch  dop- 
pelte Indices,  der  wichtigen  und  in  keiner  Darstellung  genügend  gewürdig- 
ten Neuerung  Jacobi*s  und  Hesse's,  anscheinend  grundsätzlich  Abstand 
nimmt.  Im  Verlaufe  der  Darstellung,  wo  fast  ausschliesslich  Determinan- 
ten von  keinem  höhern  als  dem  vierten  Grade  zur  Anwendung  kommen, 
macht  eich  allerdings  jene  Unterlassung  weit  weniger  bemerklich,  allein 
schon  vom  formalen  Standpunkte  aus  erscheint  es  wichtig,  die  Schüler 
gleich  von  Anfang  an  in  diese  später  unentbehrliche  Bezeichnnngsweiae 
einzuführen.  Zum  Zweiten  nehmen  wir  an  der  Behandlung  Anstow, 
welche  (S.  7  fL%%^  die  Unterdeterminanten  erfahren.     Es  wird  nämlioh 

=  «1,1  ^ «1,2  ö h  «i,S  5 •■•+(—  1)"  +  '  «l,n  5 

gesetzt.     Durch    diese  Formulirun g  setzt  sich   der  Verfasser  in  Wider- 
spruch mit  der  sonst  allgemeinen  Auffassung  dieses  Gegenstandes;  es  ist 


*  1. ,  2. ,  3.  Heft  des  6.  Jahrgangs  der  „Zeitschr.  f.  math.  u.  natarwissenach. 
Unterricht". 

**  Die  elementare  Vorbereitung  des  Determinantencalculs  ist  hier  weggelas- 
sen. Wir  erkennen  den  hohen  Fieiss  an,  mit  welchem  jene  Einleitung  bearbeitet 
war,  allein  die  Aufgabe,  auf  diese  Weise  die  cbarakteriatischen  Schwierigkeiten 
—  die  doch  grossentheils  nur  in  der  Tradition  bestehen  —  wegzuschaflfen,  scheint 
uns  überhaupt  nicht  lösbar.  Lediglich  diesen  Umstand  hatten  wir  im  Auge,  wenn 
wir  oben  sagten,  dass  auch  Diekmann's  Bemühungen  theilweise  gescheitert  seien. 
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freilich  die  ganze  Determinanteiitheorie  in  letzter  Instanz  anf  conrentio- 
nelle  Bestimmungen  zurückzuführen,  allein  mau  ist  nun  einmal  dahin 
übereingekommen,  das  Vorzeichen  als  der  Unterdeterminante  anhaftend. 
zu  betrachten  und  somit  das  obige  Aggregat  formell  nicht  als  algebraischei 
sondern  als  reine  Summe  zu  behandeln.  Bei  der  Lehre  von  den  höheren 
Minoren,  welche  Diekmann  seinem  Zwecke  gemäss  nur  ganz  summarisch 
behandelt,  drängt  sich  die  Noth wendigkeit,  gerade  so  zu  schreiben,  ganz 
gebieterisch  auf.  Schliesslich  können  wir  unsere  Verwunderung  darüber 
nicht  ganz  bergen,  dass  der  Verfasser  dem  streng  elementar  gehaltenen 
theoretischen  Theile  so  schwierige  Anwendungen  folgen  lässt;  allein  wir 
glauben  hier  unser  eigenes  Urtheil  dem  gewiegteren  des  Schulmanns 
nachstellen  zu  müssen.  Sagt  er  doch  selbst  im  Vorwort:  „Das  Werkchen 
ist  ganz  und  gar  auf  dorn  Boden  der  Schule  gewachsen  und,  wie  aus  den 
gelegentlich  gegebenen  Anmerkungen  und  Beispielen  zu  ersehen ,  ist  fast 
kein  Satz  darin,  der  nicht  im  praktischen  Unterricht  gereift  und  geprüft 
worden  ist.'^  Wenn  dem  freilich  so  ist,  können  wir  dem  Autor  zu  sei* 
neu  Schülern  nur  von  Herzen  gratuliren;  für  sehr  viele  Anstalten,  zumal 
Stiddeutschlands,  werden  wohl  die  Verhältnisse  ungleich  weniger  gün* 
stig  liegen.  Für  diese  würde  uns  noch  immer  eine  deutsche  Version  des 
vorstehend  beschriebenen  Maus  ionischen  Leitfadens  das  Liebste  sein; 
den  Lehrern  aber  rathen  wir  um  so  mehr  zu  Diekmann,  weil  sie  hier 
Vorzüge  eigener  Art  finden.     Gehen  wir  nunmehr  zu  diesen  über. 

Die  ersten  beiden  Capitel  enthalten  in  einfacher  und  klarer  Dar- 
legung die  eigentlichen  Elemente  der  Determinantentheorie,  und  zwar 
wird  mit  Recht  ein  Hauptgewicht  auf  die  Zerlegung  in  Partialdetermi- 
nanten  gelegt.  Das  dritte  Capitel  handelt  von  der  Auflösung  eines 
linearen  Systems.*  Allenthalben  fügt  der  Verfasser  eine  reiche  Auswahl 
von  Beispielen  bei,  welche  zum  Theil  auch  einem  höheren  Zwecke  zu 
dienen  bestimmt  sind,  insofern  sie  für  schwierigere  Partien,  deren  aus- 
führliche Behandlung  der  Tendenz  des  Buches  zuwiderlaufen  würde, 
wenigstens  eine  Exemplification  darbieten.  So  ist  S.  11  die  Jacobi'sche 
Zerlegung  von  £  +  ^1,1+01:,  at,2  +  a',  ...  ait,n  +  ^}  S.  12  der  Fundamental- 
satz von  den  symmetralen  Determinanten,  S.  20  die  sogenannte  franzö- 
sische Methode  zur  Eliminirung  angedeutet;  auch  eine  sehr  übersichtliche 
Theorie  der  Kettenbruchdeterminanten  findet  sich  vor.  Sehr  hübsch  ist  der 
als  Anhang  des  dritten  Capitels  zu  betrachtende  sechste  Paragraph,  wel- 
cher «—  und  zwar  ohne  Anwendung  des  eigentlichen  Eliminationsver- 
fahrens —  aus  zwei  Gleichungen  9i}(;r,  y)  =  i/;(x,  y)  =  0  die  Unbekannten 


*  Eine  nicht  zu  billigende  typographische  Eigenthümlichkeit  des  Baches  ist  die 
Darstellungsweise  der  Brüche,  indem  nämlich  die  Determinantenstriebe  des  Zählers 
und  Nenners  je  eine  ununterbrochene  Gerade  bilden.  Für  den  Drucker  ist  es  aller- 
dinga  sehr  bequem ,  aber  die  Deutlichkeit  leidet  dar  anter. 
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berechnen  lehrt.  „Das  Verfahren  besteht  darin,  die  Unbekannten  sa- 
nfichst  linear  zu  berechnen ,  dadurch  erhält  man  gewisse  Zwischenforment 
welche  man  dann  direct.  dnrch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Qleich- 
nng  ausdrücken  kann/'  Gapitel  4  betrachtet  im  Sinne  Gordan^s  die 
Multiplication  der  Determinanten  als  Unterfall  des  Laplace^ sehen  Sataea, 
lehrt  dieselbe  dann  ausführen,  wobei  auch  die  adjungirten  Determinan- 
ten mit  hereingezogen  werden,  und  bebandelt  dann  auch  die  linearen 
Substitutionen  als  Specialitüt  des.  Multiplicationstheorems.  Das  folgende 
Capitel,  „Anwendung  der  Determinanten  auf  die  Theorie  der  Gleich* 
ungen'*  überschrieben,  ist  als  die  Quintessenz  des  Ganzen  anzusehen;  es 
zerfällt  in  sechs  Paragraphen.  §  10  lehrt  die  dialytische  Methode  und 
die  Discriminantenbildung,  in  §  11  wird  die  schöne,  dem  Verfasser  eigen- 
thümliche  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen*  mit  geometrischen 
Anwendungen  vorgetragen.  War  es  hierbei  gleich  von  Anfang  an  erfor- 
derlich, den  Leser  mit  dem  Wesen  einer  Invariante  —  der  Discriminante 

a  b 

—  vertraut  zu  machen,   so   macht  sich  beim  Aufsteigen  zu  den 

cubischen  Gleichungen  auch  die  Nothwendigkeit  der  Einführung  des  Co* 
variantenbegriffes  geltend.  Die  Lehre  von  diesen  Gebilden  wird  sehr 
ausführlich  behandelt,  und  es  gelingt  zuletzt  (S.  60),  den  schönen  und 
für  eine  elementare  Behandlung  bisher  wohl  allgemein  unzugänglich 
erachteten  Satz  zu  beweisen:  „Führt  man  in  eine  cubische  Gleichung  die 
Wurzeln  ihrer  quadratischen  Covariante  J  =  0  ein,  so  zerfällt  die  cu- 
bische Gleichung  in  die  Differenz  zweier  Guben/'  Einen  höchst  inter- 
essanten, für  Schüler  aber  unserer  festen  Ueberzeugung  nach  transscen- 
denten  Excurs  bietet  §  13,  wo  die  von  Clebsch  sogenannte  „cjklische 
Projeotivität^'  im  engsten  Anschluss  an  jene  Special  form  symmetrischer 
Determinanten  besprochen  wird,  welche  wir  früher  als  „doppelt- ortho- 
symmetrisch'*  bezeichnet  haben.  Die  beiden  Schlussparagraphen  dieses 
Gapitels  endlich  variiren  auf  das  Allseitigste  die  Gleichungen  vierten 
Grades,  86  zwar,  dass,  wie  schon  aus  dem  Vorhergehenden  zu  erwarten, 
die  ganze  Materie  als  Ausfluss  der  allgemeinen  Lehre  von  den  linearen 
Transformationen  sich  darstellt.  Das  sechste  Capitel  bietet  diverse  sehr 
nett  behandelte  „Anwendungen  aus  der  analytischen  Geometrie**,  wobei 
denn  auch  auf  die  Bezeichnung  (7,-,jt  recurrirt  wird,  und  als  Anhang  folgt 
eine  ebenfalls  auf  analytische  Haumgeometrie  sich  stützende  Bestimmung 
des  Pyramideninhalts,   bezüglich   deren   auch  auf  die  sehr  ähnliche  Ent- 


*  Dieselbe  ist  den  Lesern  der  Ho  ff  mann 'sehen  Zeitschrift  bereits  aus  einem 
frühem  Aufsatze  des  Herrn  Diekmann  bekannt  Freilich  wird  mancher^  wie  es 
u.  A.  auch  dem  Referenten  erging,  sich  im  Stillen  gewundert  haben,  jene  Ab- 
handlung gerade  hier  und  nicht  etwa  in  den  „Mathem.  Annalen'*  anzutreffen.  An 
didaktischer  Durchbildung  hat  indess  diese  zweite  Bearbeitung  ganz  entschieden 
gewonnen,  so  wenig  sie  auch  von  jener  ersten  abzuweichen  scheint. 
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wickeluBg  Studnicka's  (Ben  d.  böhxD.  Geaellsch.,  15.  Nor»  1872),  ver- 
wiesen werden  m^ge. 

Das  Bach  ist,  wie  aus  dieser  Schilderung  zu  entnehmen,  kein  um- 
fassender Lehrbegriff,  aber  es  ist  ein  trefflich  klarer  Hand  weiser  ftir  die 
Elemente  und  gewisse  wichtige  Anwendungen  des  Determinantencalculs, 
wie  sie  sich  dem  auf  dem  Gebiete  der  neueren  algebraisch  -  geometrischen 
Forschung  bereits  vortheilhaft  bekannt  gewordenen  Verfasser  von  selbst 
darboten.  Für  eine  zu  wünschende  zweite  Ausgabe  dürfte  sich  allerdings 
eine  ausgiebigere  Berücksichtigung  der  mehr  formellen  Seiten  der  Theorie 
—  Differenzenproduct ,  unvollständige  Determinanten  n.  s.  w.  —  em- 
pfehlen. • 

Druck  und  Ausstattung  sind  vorzüglich.  Von  störenden  Druck- 
fehlem wXren  vielleicht  folgende  zu  erwähnen:  S.  23  Z.  12  v.  u.  +0 
statt  —  1;  ibid,  Z,  2  v.  u.  das  fehlende  «n— i ;  S.  45  Z.  1  v.  u.  Involation. 
Der  Name  Heis  ist  durchgängig  unrichtig  geschrieben. 

München.  Dr.  S.  Günther. 


/  primi  elemenii  deJla  teoria  dei  deierminanii  e  loro  applica- 
zioni  alV  algehra  ed  alla  geomeiria^  proposti  agli  alctmi  degli 
isiituH  iecnici  dal  Professore  Domenico  Dr.  Fontebasso.  Treviso, 
Tipografia  dt  Luigi  ZoppelH.     1873.     VII,  134  S. 

/  determinanti  con  nomerose  appUcazioni^  per  Giovanni  Car- 
bi er  i.  Parte  prima*  utile  agli  sludiosi  dt  matemaiica  nei  primi  corsi 
universitaH.    Bologna,  Tipografia  dt  G.  Cenerelli.    1874.    XIV,  267  S. 

Zwei  italienische  Determinantenwerke  sind  es,  auf  die  wir  nach- 
stehend die  Aufmerksamkeit  deutscher  Mathematiker  lenken  möchten ,  da 
dergleichen  Arbeiten,  sofern  sie  nicht  einen  wirklichen  Fortschritt  der 
Wissenschaft  repräsentiren ,  im  Auslande  nur  allzuleicht  unbekannt  zu 
bleiben  pflegen.  Beide  Bücher  ergänzen  sich,  wie  man  aus  den  Titel- 
worten sieht,  so  ziemlich,  denn  Fontebasso  hat  die  Bedürfnisse  der 
technischen  Institute  —  unseren  fortgeschrittenereu  Gewerbe-  und  sechs- 
classigen  Realschulen  entsprechend  —  im  Auge,  Garbieri  schreibt  für 
angehende  Mathematiker.  Der  Stoff  freilich  wird  sich  in  den  Anfangs- 
abschnitten nicht  wesentlich  unterscheiden  können,  wohl  aber  wird  man 
von  der  ersten  Schrift  grössere  Ausführlichkeit,  von  der  zweiten  eine 
concisere  Schreib-  und  Darstellungsweise  erwarten  dürfen,  wie  es  denn 
auch  in  der  That  der  Fall  ist. 

Fontebasso  beginnt  mit  den  Elementen  der  Combinationslehre, 
betrachtet  dann  die  Inversionen  und  kommt  so  auf  dem  gewöhnlichen 


*  Eine  Fortsetzung  jenes  Werkes  war,  wie  man  uns  auf  Befragen  mittheiiie, 
wenigatens  bis  December  vorigen  Jahres  noch  nicht  erschienen. 
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Wege  zum  Begriff  der  Determinante  selbst.  Znr  Bestimmung  des  Vor- 
zeichens ftir  jedes  einzelne  Glied  der  ausgerechneten  Determinante  be* 
dient  er  sich  eines  Verfahrens,  welches  seiner  Angabe  nach  von  Bella- 
vitis  herrührt  und  principiell  mit  demjenigen  identisch  ist,  welches  vom 
Referenten  im  6.  Jahrgange  der  „Zeitschrift  f.  math.  n.  naturwissensch. 
Unterricht"  vorgeschlagen  wurde:  „quando  si  scrwe  ciascun  demento  st 
esamini  se  la  sua  riga  oriztoniale  sia  superiore  ad  tmo  o  pni  degli  elemenü 
giä  Serif li  (sema  badare  di  quanie  righe  sia  superiore)  ed  in  ial  caso  gii  si 
pongano  al  di  sopra  altreUanti  punti:  scritH  gli  n  elementi,  al  loro  prodotio 
si  ailribuisca  il  segno  +0—,  secondo  che  il  numero  totale  di  quei  punü  e 
pari,   0  dispari'\     Bei  der  Determihanft  £  iL  ^ly^ z^  hat  man   z.  B.  das 

Schema  «T^yg^s'   0  Punkte,  positiv;    cc^t/^z^:   1  Punkt,  negativ;    x^yiZ^' 

1  Punkt,  negativ;  «Tj^j«,:  2  Punkte,  positiv;  ^r^y^Zg:  2  Punkte,  positiv; 

•   •  •  

^3^2 ^1*   3  Punkte,  negativ.     Für  willkürliche  Determinanten  mag  diese 

Fassung  der  Grundregel  ihr  Gutes  haben ,  bei  durchgehender  Anwendung 

der  doppelten  Indices  aber  kann  man  sich  einfacher  helfen. 

Die  folgenden  „Articoli"  des  Buches  behandeln  successive:  Die  Ver- 
tauschung der  Reihen,  den  La  place 'sehen  Zerlegungssatz,  der  hier 
wohl  ein  wenig  zu  früh  kommt,  die  Addition  und  Multiplication  der  De- 
terminanten mit  einer  Zahl,  das  Differensenproduct,  die  Bildung  von 
Determinantenproducten ,  reciproke  (d.  i.  adjungirte)  symmetrische  Deter- 
minanten. Damit  ist  das  erste  Capitel  erschöpft;  im  zweiten  folgt  die 
Auflösung  simultaner  Gleichungen ,  Elimination  und  eine  sehr  reiche  Fülle 
von  Anwendungen  der  vorgetragenen  Lehren  auf  elementare  und  höhere 
Geometrie. 

Fügen  wir  hinzu,  dass  die  Darstellung  durchweg  eine  klare  and 
leichtverständliche  ist  und  dass  die  äussere  Ausstattung  sich  entschieden 
über  das  bei  vielen  anderen  italienischen  Werken  gewohnte  Niveau  erhebt, 
so  darf  unser  Bericht  als  abgeschlossen  gelten.  Hervorragende  Eigen- 
thümlichkeiten  finden  sich  nicht  vor. 

Garbieri  geht  im  Ganzen  ähnlich  zu  Werke;  seine  Entwickelungs- 
weise  ist  allgemeiner,  origineller,  allein,  wie  uns  bedünken  will,  bei 
weitem  nicht  so  Übersichtlich  wie  die  seines  Vorgängers.  Die  geometri- 
schen Anwendungen  treten  auch  bei  ihm  sehr  in  den  Vordergrund;  dabei 
wird  aber  auch  der  rein  algebraische  Theil  nicht  vernachlässigt  und  — 
etwa  mit  Ausnahme  der  Kettenbruchdeterminanten  —  wird  man  keine 
irgend  wünschenswerthe  Lehre  ausgelassen  finden. 

Ein  charakteristischer  Vorzug  des  Garbieri* sehen  Werkes  auch 
deutschen  Büchern  gegenüber  ist  die  Ausführlichkeit,  mit  welcher  die 
Eigenschaften  der  sogenannten  Matrix  discutirt  werden.  Nur  sehen  wir 
nicht  recht  ein,  weshalb  der  Verfasser  diesen  Namen  zuerst  ausdrücklich 
(S.  105'  dem  Schema  von  n{n+l)  Elementen 
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«1,1    ..•  «i,»+t 

«11,1  •••  öi»,«+t 
vindicirt  und  erst  weit  später  die  allgemeinere  Form 


«1,1       ...      «1,5 


««,1   .••  ««,• 


(«>«) 


einführt.     Diese  letztere  ist  doch  gewiss  nicht  schwerer  vorständlich. 

Liegt  erst  die  Determinantentheorie  Herrn  Oarhieri's  abgeschlos- 
sen vor,  so  besitzt  die  'mathematische  Literatur  unseres  Nachbarlandes 
ein  Werk,  welches  an  Vollständigkeit  und  —  von  der  schönen  histori- 
schen Einkleidung  abgesehen  —  auch  an  Eleganz  fast  mit  der  Baltzer- 
sehen  Encjklopädie  concurriren  kann. 

Eine  nachahmungswerthe  Sitte  ist  es,  dass  die  italienischen  Buch- 
händler auf  der  Rückseite  ihrer  Verlagswerke  die  Preise  namhaft  machen. 
Die  beiden  hier  besprochenen  Lehrbücher  kosten  bezüglich  3  und  8  Lire 
italienisch. 

München.  Dr.  S.  GOnthbr. 


Elliptische  Functionen.  Theorie  und  Oeschichte.  Akademische  Vorträge 
von  Dr.  Alfred  Ennrprr,  Professor  an  der  Universität  zu  Oöt- 
tingen.     Halle  a.  S.,  Verlag  von  Louis  Nebert  '  1876. 

Schon  der  Titel  des  vorliegenden  Werkes  lässt  die  Absicht  des  Ver- 
fassers erkennen,  durch  welche  die  Eigenthümlichkeit  der  Behandlung 
des  Gegenstandes  bedingt  ist.  Am  Faden  der  geschichtlichen  Entwicke- 
Inng  soll  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  dargelegt  werden.  Der 
Gedanke  einer  solchen  historisch  •  theoretischen  Darstellung  gerade  bei 
einer  Theorie  wie  der  der  elliptischen  Functionen,  die  in  einem  verhält- 
nissmässig  kurzen  Zeiträume  unter  der  Hand  einer  nicht  sehr  grossen 
Zahl  hervorragender  Männer  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  gekommen 
ist,  kann  sicher  als  ein  glücklicher  bezeichnet  werden.  Es  wird  Jedem, 
der  sich  mit  elliptischen  Functionen  beschäftigt,  willkommen  sein,  in 
einem  handlichen  Bande  nicht  nur  die  auf  diese  Theorie  bezüglichen  Ar- 
beiten in  möglichster  Vollständigkeit  citirt,  sondern  auch  die  wichtigsten 
derselben  dem  Inhalte  nach  analysirt  zu  finden. 

Die  nachfolgende  Inhaltsangabe  wird  zeigen,  inwieweit  der  Verfas- 
ser diesen  Zweck  erreicht  hat.  Zunächst  aber  ist  hervorzuheben,  dass 
die  Art  der  Darstellung  durch  den  erwähnten  historischen  Zweck  wesent- 
lich bedingt  ist.  Es  ist  damit  nicht  vereinbar,  dass  ein  streng  metho- 
discher, didaktischer  Gang  durchweg  innegehalten  wird,  der  von  einem 
einheitlichen  Gesichtspunkte  aus  die  Theorie  s^u  einem  Ganzen  zusam- 
menfasst;  ein  wiederholtes  Aufnehmen  desselben  Gegenstandes  von  ver- 

Hiit-lit.  Abthlg.  d.  Z«lttolir.  f.  Math.  n.  Phyt.  XXI,  6.  18 
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schieden en  Seiten  her  ist  dabei  unvermeidlich,  entsprechend  dem  geschicht- 
lichen Fortgange.  Trotzdem  hat  die  Einführung  in  eine  Theorie  auf  dem 
Wege  der  Geschichte  auch  für  den  Lernenden  ihre  grossen  Vorzöge, 
weil  die  Wege,  die  der  Entdecker  geht,  die  naturgemässesten  zu  sein 
pflegen,  wenn  sie  auch  nicht  immer  die  einfachsten  und  kürzesten  sind. 

Indem  wir  nun  den  Inhalt  des  vorliegenden  Werkes  ins  Auge  fassen, 
so  finden  wir  im  ersten  Abschnitte  nach  einem  kurzen  historischen  Ueber- 
blick  und  einigen  einleitenden  Betrachtungen  über  die  Integrale,  welche 
auf  die  trigonometrischen  Functionen  führen ,  zunächst  die  Reduction  des 
elliptischen  Integrals  auf  die  Normalform  nach  Ltigendre.  Es  schliesscn 
sich  hieran  einige  literarische  Nachweisungen  'über  die  späteren  Arbeiten, 
betreffend  die  Transformation  auf  die  Normalform ,  ohne  ein  näheres  Ein- 
gehen auf  deren  Inhalt. 

Hierauf  werden  im  zweiten  Abschnitte  die  elliptischen  Functionen 
nach  der  ersten  Jacobi' sehen  Weise  definirt  und  ihre  fundamentalen 
Eigenschaften,  einschliesslich  der  doppelten  Periodicität,  hergeleitet.  Auf 
Grund  dieser  Eigenschaften  werden  im  folgenden  Abschnitte  die  Ent- 
wickeln ngen  der  elliptischen  Functionen  in  unendliche  Producte  auf- 
gestellt, mit  Benutzung  der  Werthe,  für  welche  diese  Functionen  Null 
und  unendlich  werden.  Es  wird  dann  das  Ungenügende  dieses  Ver- 
fahrens, bei  welchem  mehrere  unbewiesene  Voraussetzungen  gemacht  sind, 
hervorgehoben  und  der  Weg  angebahnt,  auf  dem  die  Resultate  verificirt 
werden  sollen ,  indem  die  gefundenen  unendlichen  Producte  zunächst  als 
neue  Definition  der  elliptischen  Functionen  aufgestellt  werden,  wobei 
nur  der  Bequemlichkeit  halber  die  alten  Zeichen  beibehalten  sind. 

Der  vierte  Abschnitt  beschäftigt  sich  nun  mit  dieser  Verification, 
indem  zunächst  die  Quotienten  der  unendlichen  Producte  verwandelt 
werden  in  unendliche  Reihen  von  Partialbrüchen ,  und  dann  durch  ein 
zuerst  von  Heine  angewandtes  Verfahren  von  diesen  letzteren  Aus- 
drücken nachgewiesen  wird,  dass  sie  der  elliptischen  DifiPerentialgleiehung 
genügen.  Es  bleibt  hier  freilich  das  Bedenken  Übrig,  dass  die  Idendtät 
der  unendlichen  Producte  mit  den  Partialbruchentwickelungen  nicht  hin- 
länglich erwiesen  zu  sein  scheint. 

Hierauf  werden  die  Thetafunctionen  als  Zähler  und  Nenner  der 
Ausdrücke  für  die  elliptischen  Functionen  definirt  und  nach  der  zweiten 
von  Jacobi  in  den  Fundamenten,  angewandten  Methode  in  trigono- 
metrische Reihen  entwickelt. 

Im  fünften  und  sechsten  Abschnitte  werden  die  Eigenschaften  und 
gegenseitigen  Beziehungen  dieser  Thetafunctionen  untersucht  und  auf 
Grund  dieser  eine  von  den  früheren  unabhängige  Begründung  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  gegeben  nach  der  schönen,  von  Jacobi  in 
seinen  Vorlesungen  angewandten  Methode,  mittels  der  Rosenhain  in 
die  Theorie   der  vierfach  periodischen  Functionen  eingedrungen  ist  und 
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welch« 9  wie  keine  andere,  geeignet  ist,  die  prinaipiellen  Schwierigkeiten 
der  Theorie  sn  überwinden.  Die  sehr  gelungene  Darstellung  dieser  Me- 
thode führt  der  Verfasser  in  der  Vorrede  anf  eine  Vorlesung  von  C.  W. 
Borchardt  snirttck. 

Das  Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen  hat  sich  auf  die- 
sem Wege  als  eine  unmittelbare  Folge  aus  den  Formeln  für  die  Theta- 
functionen  ergeben.  Dieses  Additionstheorem  wird  nun  im  siebenten 
Abschnitte  von  Neuem,  und  swar  vorzugsweise  vom  geschichtlichen 
Standpunkte  betrachtet«  Es  ist  zunächst  die  erste  Entdeckung  desselben 
durch  Euler,  hierauf  die  Methode  von  Lagrange  dargelegt  und  end- 
lich werden  einige  spätere-  darauf  bezügliche  Arbeiten  erwähnt. 

Der  achte  Abschnitt  behandelt  zunächst  die  Legendr  ersehe  Re- 
dnction  der  elliptischen  Integrale  auf  drei  Gattungen  und  ihre  Normal- 
formen, und  geht  dann  über  zu  Jacobi^s  Darstellung  der  zweiten  und 
dritten  Gattung.  Es  werden  hierauf  die  16  Hauptformen  der  Integrale 
dritter  Gattung  entwickelt,  auf  welche  Jacobi  durch  das  Problem  der 
Rotation  eines  starren  Körpers  geführt  wurde,  und  der  Abschnitt  achliesst 
mit  einer  kurzen  Hinweisung  suf  die  von  Rosenhain  ausgeführte  Um- 
kehmng  von  zwei  Summen  zweier  Integrale  dritter  Gattung  und  die 
daraus  entspringenden  dreifach  periodischen  Functionen. 

Es  folgt  dann  im  neunten  Abschnitte  eine  eingehende  Behandlung 
der  Transformationstheorie  der  elliptischen  Functionen.  Die  Darstellung 
beginnt  mit  den  algebraischen  Principien  der  Transformation  von  Jacobi 
und  geht  dann  kurz  auf  die  bezüglichen  Untersuchungen  von  Abel  ein. 

Hieran  sohliesst  sich  eine  recht  gute  und  klare  Darlegung  der  Me- 
thoden, welche  von  der  Transformation  der  Thetafunctionen  aus  die 
Transformationstheorie  der  elliptischen  Functionen  in  Angriff  nehmen, 
deren  Ursprung  ebenfalls  auf  Jacobi  zurückzuführen  ist,  deren  weiterem 
Ausbau  in  neuerer  Zeit  eine  grössere  Zahl  hervorragender  Mathematiker 
ihre  Kräfte  gewidmet  haben  und  die  den  Ausgangspunkt  bilden  für  eine 
Reihe  tiefer  theils  algebraischer,  theils  zahlentheoretischer  Forschungen, 
welche  freilich  von  dem  Verfasser  nur  beiläufig,  ohne  ein  näheres  Ein- 
gehen erwähnt  werden. 

Der  folgende  Paragraph  behandelt  einen  >  Gegenstand ,  der  sonst  in 
Lehrbüchern  nicht  berührt  zu  werden  pflegt  und  der  bis  jetzt  wenig- 
stens für  die  Bntwiekelung  der  Theorie  wohl  nicht  die  Bedeutung  gehabt 
hat,  welche  anfangs,  davon  erwartet  wurde,  nämlich  die  Jacobi 'sehen 
Differentialgleichungen ,  welchen  Zähler  und  Nenner  der  Transfonnatiops- 
formein  genügen. 

Den  Schluss  dieses  Abschnittes  bildet  eine  Darstellung  dar  Unierr 
suchungen  von  Sohncke  und  Schröter  über  die  Modulargleichnngen, 
worin  diese  Gleichungen  bis  zur  Transformation  der  13.  Ordnung  auf- 
gestellt sind. 

18^ 
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In  den  angefügten  zwölf  Noten  sind  noch  einige  Oegenstftnde  be- 
handelt, welche  im  Zusammenhang  des  Gänsen  keine  passende  Stelle 
fanden,  nnd  welche  theils  den  Zweck  haben,  einige  der  angewandten 
Sätze  näher  zu  begründen,  theils  einige  specielle  Untersuchnngea  von 
mehr  historischem  Interesse  weiter  auszuführen. 

Unter  den  ersteren  erwähnen  wir  die  Ableitung  der  Fonri er* sehen 
Reihe  nach  einer  Methode,  welche,  um  ganz  befriedigend  zu  sein,  min^ 
destens  noch  einiger  Ergänzungen  und  Erörterungen  bedürfte«  Diese 
Betrachtung  wäre  überhaupt  vielleicht  besser  ganz  weggefallen,  da  man 
bekanntlich  für  den  Umfang,  in  dem  diese  Reihen  in  der  Theorie  d^r 
elliptischen  Functionen  angewandt  werden,  mit  weit  einfacheren  Hilfs- 
mitteln ausreicht.  Von  grösserem  Interesse  sind  die  Noten  historischen 
Inhalts,  in  denen  man  die  ersten  geometrischen  Untersuchungen  über 
Ellipsen-  und  Hyperbelbogen,  denen  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen ihren  Ursprung  und  ihren  Namen  verdankt,  die  Untersuchungen 
von  Fagnano,  Landen,  Mac  Laurin,  Euler,  d'Alembert  und 
Anderen  dargelegt  findet. 

Diese  Inhaltsangabe  wird  genügen,  um  einen  Ueberblick  über  den 
Umfang  des  behandelten  Stoffes  zu  geben;  man  ersieht  aus  derselben 
zugleich  die  Grenzen ,  welche  sich  der  Verfasser  gesteckt  hat.  Die  ganse 
Darstellung  ruht  wesentlich  auf  Jacobi'schem  Boden;  mit  ziemlicher 
Ausführlichkeit  sind  noch  die  älteren  und  gleichzeitigen  Arbeiten  von 
Legendre  und  Abel  behandelt,  mit  Ausschluss  des  Problems  der  Thei- 
lung.  Dagegen  sind  nicht  berührt  die  in  neuerer  Zeit  ausgebildeten  und 
vielfach  angewandten  Methoden,  die  mit  der  Theorie  der  Functionen 
complexen  Arguments  im  Zusammenhang  stehen  und  die  unzweifelhaft 
dazu  beigetragen  haben ,  den  Einblick  in  das  Wesen  der  neuen  Transcen* 
deuten  zu  vertiefen.  Es  ist  in  dieser  Beziehung  auffallend,  dass  z.  B. 
das  Werk  von  Briot  und  Bouquet  in  dem  ganzen  Buche  nirgends 
erwähnt  ist.  Ferner  sind  nur  beiläufig  erwähnt  ohne  ein  näheres  Ein- 
gehen die  Betrachtungen  von  Weierstrass,  welche  gleiehfalls  von  einer 
neuen  Seite  die  Grundlagen  und  den  Zusammenhang  der  Theorie  be- 
leuchten. 

Wir  wollen  mit  dem  Verfasser  nicht  darüber  rechten,  inwieweit  dne 
Erweiterung  der  Grenzen  seines  Unternehmens  nach  der  einen  oder  der 
andern  Seite  hin  zweckmässig  oder  wünschenswerth  gewesen  wäre,  und 
räumen  gern  ein,  dass  eine  Beschränkung  bei  der  Auswahl  aus  dem  reich 
vorliegenden  Stoffe  nothwendig  war,  auch  dass  das  Gewählte  geeignet 
ist,  ein  wohlabgerundetes  Bild  von  dem  geschichtlichen  Werden  einer 
Theorie  zu  geben,  welche  zu  den  wichtigsten  Errungenschaften  der  mathe- 
matischen Forschung  unseres  Jahrhunderts  gehört. 

Was  die  Ausführung  im  Einzelnen  betrifft,  so  sind  dem  Referenten, 
abgesehen  von  der  ziemlich  beträchtlichen  Zahl  von  Druckfehlem,  welche 
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bei  Weitem  nicht  alle  in  dem  Verzeichnisse  aufgeführt  sind,  eine  Reihe 
kleinerer  Ungenanigkeiteu  aufgestossen ,  von  denen  die  folgenden  hervor- 
gehoben sein  mögen. 

So  findet  sich  gleich  zu  Anfang  auf  S.  9  der  Aassprach :  „Nach  dem 
Theorem  von  Taylor  ist,   wenn  v  die  positive  oder  negative  Einheit 

nicht  überschreitet ,  g>{u  +  v)  =  q>(u)  +  v  q>' ( w)  +  t-^  q>" («)  +...",  ein  am 

so  auffallenderes  Versehen,  als  gerade  in  dem  vorliegenden  Falle  die 
Oiltigkeit  der  Taylor^schen  Reihe  unbegrenzt  ist.  Wenn  ferner  der 
Verfasser  auf  8.  370  die  Ansicht  aasspricht,  dass  die  von  Her  mite  und 
Betti  gebrauchte  Unterscheidung  der  Thetafunctionen  durch  zwei  Indices 
die  wenigst  geeignete  sei,  so  dürfte  diese  Meinung  wohl  bei  Solchen  auf 
Widerspruch  stossen,  welche  die  ZweckmSssigkeit  einer  derartigen  Be- 
zeichnung bei  den  Thetafunctionen  mit  mehreren  Veränderlichen  kennen 
gelernt  haben.  Auf  S.  282  wird  als  Bedinguog  der  Convergenz  der 
Tbetareihe  die  angegeben ,  dass  der  reelle  Theil  von  q  kleiner  als  1  sei, 
während  es  doch  heissen  sollte  „der  absolute  Werth'*  oder  „der  analy- 
tische Modul". 

Endlich  findet  sich  auf  S.  449  der  Satz :  „Jede  Function ,  welche 
der  Bedingung  f{X'{'ilogq)=^^q^^e^'*f{üEi)  genügt,  ist  von  der  Form 
^  d(a;)  +  B%^{x)^  wo  ^  und  B  von  x  unabhängig  sind",  während  hierzu 
ausser  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit  noch  die  Periodicität  erforder- 
lich ist. 

Wenn  auch  diese  und  ähnliche  Ungenanigkeiteu  eine  etwas  grössere 
Sorgfalt  in  der  Redaction  wünschenswerth  erscheinen  lassen,  so  verdient 
die  Ausführlichkeit  und  Genauigkeit  in  den  Citaten,  welche  überdies  in 
einem  alphabetischen  Register  zusammengestellt  sind,  um  so  mehr  An- 
erkennung. Das  Werk  wird  hierdurch  sowohl,  als  durch  seinen  stoff- 
lichen Inhalt  zu  einem  für  Lehrer,  wie  für  Lernende  gleich  nützlichen 
und  empfehlenswerthen  Handbuche. 

Königsberg,  im  Mai  1876.  H.  Wkbes. 


Vorlesungen  über  die  mechanische  Theorie  der  Wärme,  von  Carl  Nbü- 
MAHN.     Leipzig,  Teubner.    1875.    240  S.  8^.     Preis  7  Mk.  20  Pf. 

Während  lange  Zeit  hindurch  die  deutsche  Literatur  aufflillig  arm 
an  Werken  war,  welche  dazu  geeignet  schienen,  in  systematischer  Weise 
in  die  eigen thümlichen  Betrachtungsweisen  der  mechanischen  Wärmetheorie 
einzuführen  und  mit  ihren  Resultaten  bekannt  zu  machen ,  hat  sich  dieser 
Zustand  in  neuerer  Zeit  in  erfreulichster  Weise  geändert. 

Zu  den  bedeutendsten  Erscheinungen  auf  diesem  Gebiete  gehört 
neben  der  systematischen  Umarbeitung  der  klassischen  Abhandlungen  von 
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Claus  ins  über  die  mecbantscbe  WArmetbeorie  obne  Zweifel  das  Tor- 
liegende  Werk  C.  Nenmann's.  Dasselbe  ist,  wie  der  Verfasser  in  der 
Vorrede  selbst  mittbeilt,  ans  Vorträgen  entstanden,  die  vom  Verfasser 
zu  wiederboUen  Malen  in  Tübingen  und  in  Leipzig  gehalten  worden  sind. 
Jedermann  wird  eine  derartige  Arbeit  Neumann^s  mit  einer  gewissen  Er- 
wartung in  die  Hand  nebmen;  auch  bei  mir  war  dies  der  Fall  und  ich 
bekenne  gern,  dass  diese  Erwartungen  nicht  nur  erfüllt,  sondern  bei 
Weitem  Übertroffen  worden  sind. 

Die  Beichhaltigkeit  und  strenge  Systematik  des  Inhalts,  die  seltene 
Klarheit  und  Schärfe  des  Ausdruckes  weisen  dieser  Arbeit  eine  gans 
hervorragende  Stellung  unter  den  verwandten  Erscheinungen  an. 

Zunächst  wird  im  Vorwort  eine  eigeuthümliche  neue  Schreibweise 
eingeführt;  das  Differential  einer  Function  c  beseichnet  nämlich  der  Ver- 
fasser, wie  gewöhnlich,  mit  da,  dagegen  wird  mit  30  eine  unendlich 
kleine  Grösse  Überhaupt  dargestellt,  gleichviel,  ob  dieselbe  mathematisch 
oder  empirisch  gegeben  ist.  Auf  diese  Weise  wird  von  vornherein  man- 
chen Verwechselungen  zwischen  vollständigen  und  unvollständigen  Dif- 
ferentialen vorgebeugt,  durch  welche  sonst  Anfängern  nicht  selten  Schwie- 
rigkeiten bereitet  werden. 

Das  erste  Capitel  behandelt  unter  dem  Titel  „Ueber  das  allgemeine 
Princip  oder  Axiom  der  Energie**  die  wichtigsten  Definitionen  und  die 
Hauptsätze  der  Mechanik,  welche  in  der  mechanischen  Wärmetheorie 
fortwährend  Anwendung  finden,  und  erläutert  hierauf  die  Aequivalenz 
zwischen  Wärme  und  Arbeit  und  das  Princip  der  Energie  für  ein  em- 
pirisch gegebenes  materielles  System.  Ganz  ausdrücklich  wird  betont, 
dass  hier  die  Giltigkeit  dieses  Princips  nur  eine  Hypothese  ist,  während 
dasselbe  für  ein  New  tonisches  System  bekanntlich  nothwendig  richtig  ist. 

Das  zweite  Capitel  beschäftigt  sich  mit  der  Entwickelung  der  mecha- 
nischen Wäimetheorie  für  vollkommene  Gase.  Ziemlich  früh  wird  hier 
die  graphische  Darstellungsw^iee  benutzt  und  vollständig  gleichzeitig 
werden  die  Begriffe  der  Curven  constanten  Druckes,  constanteu  Volumens, 
constanter  Temperatur  und  die  adiabatischen  Curven  eingeführt.  Hier- 
durch gewinnt  die  Darstellungs weise  ausserordentlich  an  Eleganz  und 
Durchsichtigkeit.  ^  Die  Benutzung  des  Begriffes  des  Parameters  bei  der 
Discussion  und  Anwendung  dieser  Curven  gestattet  eine  grosse  Schärfe 
des  mathematischen  Ausdruckes,  welche  als  ein  grosser  Fortschritt  auf 
diesem  Gebiete  bezeichnet  werden  muss.  Das  dritte  Capitel  befaast  sich 
zunächst  mit  den  Eigenschaften  der  thermischen  Curven  und  hierauf  mit 
den  Kreisprocessen  der  Gase.  Hier  ist  (S.  66)  von  Neu  mann  eine  neue 
graphische  Darstellungsweise  der  Resultate  eines  Kreisprocesses  eingeführt 
worden,  welche  als  ein  glücklicher  Griff  angesehen  werden  kann. 

Das  vierte  Capitel  behandelt  die  Anwendung  der  mechanischen 
Wärmetlieorie  auf  beliebige  Substanzen,   deren  Zustand  durch  zwei  Ar- 
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gumente  p  und  v,  oder  v  and  t  etc.  vollständig  bestimmt  ist.  Für  die 
Ableitung  des  zweiten  Hauptsatzes  beweist  N.  den  Carnot^schen  Satz, 
einmal  ausgehend  von  dem  C 1  au sius* sehen  Axiom,  das  andere  Mal 
leitet  er  ihn  aus  dem  Thomson* sehen  Principe  her.  Hierauf  bestimmt 
er  mit  Hilfe  eines  vollkommenen  Gases  die  universelle  Temperaturf unc- 
tion  nnd  zeigt  (S.  94),  dass  die  Wärmemenge  dp,  welche  einer  Substanz 
zugeführt  werden  muss,  damit  sie  aus  dem  Zustande  (/,  U)  in  den  Zustand 
{i  +  dt,  U+dU)  übergeht,  gleich 

^      BQ^T.dU 
ist,  wenn  T  die  absolute  Temperatur  und  ü  den  Parameter  der  adiaba- 
tischen  Curve  bezeichnet.     Erst  dann  wird  die  Claus ius^sche  Form  des 
zweiten  Hauptsatzes  abgeleitet.     Alsdann  werden  die  allgemeinen  Clau- 
8 i US* sehen  Formeln  und  die  KirchhofTschen  Formeln  wiedergegeben. 

Die  Strenge  der  Betrachtungsweise  wird  auch  hier  wieder  dadurch 
documentirt,  dass  nochmals  in  einem  besondern  Paragraphen  auf  die 
beiden  Voraussetzungen  aufmerksam  gemacht  wird,  auf  denen  die  Ent 
Wickelung  der  vorhergehenden  Formeln  beruht,  nämlich  darauf,  dass  man 
von  der  Einwirkung  der  Schwerkraft  auf  das  System  absehen  kann »  und 
dass  die  Processe  so  geleitet  werden,  dass  der  Gleichgewichtszustand  des 
Systems  nie  merklich  geändert  wird.  Ein  besonderer  Paragraph  behan- 
delt einige  Anwendungen  des  Principe  der  Energie  auf  tumultuarische 
Vorgänge. 

Der  methodische  Gewinn ,  den  die  hohe  Ausbildung  der  graphischen 
Darstellungsweise  und  die  Einführung  der  Parameter  der  thermischen 
Curven  darbietet,  zeigt  sich  so  recht  bei  Betrachtung  der  Verdampfungs- 
erscheinungen. Die  Entwickelungen  über  die  gegenseitige  Lage  der 
Oreuzcurven  des  Verdampfungsgebietes  einer  Substanz  einerseits  und  der 
übrigen  thermischen  Curven  andererseits  gestalten  sich  überraschend  ein- 
fach und  gewinnen  durch  die  Berücksichtigung  der  kritischen  Tempera- 
tur und  der  bekannten  Bemerkung  Kirchhoff^s  über  den  Knick  der 
Spannungscurve  gesättigter  Dämpfe  beim  Gefrierpunkte  ungemein  an 
Anschaulichkeit  und  Schärfe.*  Nach  der  Abhängigkeit  des  Schmelzpunk- 
tes  vom  Drucke  folgt  im  nächsten  Capitel  (§  50)  eine  graphische  Dar- 
stellung der  sämmtlichen  Aggregatzustände  des  Wassers;  dieselbe  ist  neu 
und  wird  jedem  Physiker  höchst  interessant  sein,  selbst  wenn  er  damit 
nicht  einverstanden  sein  sollte,   dass  die  labilen  Gleichgewichtszustände 


*  Ganz  beiläufig  wollen  wir  bemerken,  dass  in  der  Tabelle  für  die  specifi- 
sehen  Wärmen  gesättigter  Dämpfe  S.  143  (61),  welche  dem  Verde  fachen  Bache 
entlehnt  ist,  fär  Chloroform  falsche  Zahlen  aufgenommen  worden  sind.  Der 
Rechenfehler  Verdet's  beruht  auf  einer  Verwechselung  der  Eegnaul tischen  In- 
terpolationsformeln. Auch  im  Texte  wird  (dieselbe  Seite  Z.  4  v.  a.)  eine  gering- 
fügige Aenderung  dadurch  nothwendig.  Die  richtigen  Zahlen  findet  man  in  mei- 
nem Handbuche  der  mechan.  Wärmetheorie  (Braunschweig,  Vieweg),  Bd.  I,  S.  626. 
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flüssigen  Wassers  unter  0^  nicht  mit  berücksichtigt  worden  sind.  Anf 
jeden  Fall  haben  wir  es  in  §  50  mit  einem  methodbchen  Fortschritte  zn 
thnn,  der  nicht  blos  dem  Verfasser  dieser  Zeilen  Anregung  zu  neuen 
Untersuchungen  über  die  Beschaffenheit  der  Orenzcurven  sein  wird. 

Auch  die  Behandlung  der  Oasgemische  im  siebenten  Capitel  und  die 
Untersuchungen  über  die  Dampfspannungen  und  Wärmeentwickelungen 
bei  Herstellung  wässeriger  Schwefelsäurelösungen,  die  Ableitungen  der 
hierher  gehörigen  Kir  ebb  off  sehen  Formeln  bieten  zum  Theil  neue, 
für  die  Beurtheilung  der  Vorgänge  wichtige  Gesichtspunkte.  Das  achte 
Capitel  beschäftigt  sich  mit  den  Kirchhoff 'sehen  Gleichungen  für  die 
Wärmeentwickelungen  bei  Gasabsorptionen  und  zeichnet  sich ,  ebenso  wie 
das  vorhergehende,  durch  scharfe  Sonderung  der  einzelnen  möglichen 
Fälle  aus;  uns  will  es  jedoch  scheinen,  als  sei  diesem  Gebiete,  in  wel- 
chem bekanntlich  Theorie  und  Erfahrung  noch  nicht  Übereinstimmen ,  im 
Vergleich  zu  dem  Uebrigen  ein  allzugrosser  Raum  gewidmet.  Ein  kurzer 
Anhang  berichtet  über  die  Krön  ig- Gl  ausius'sche  Theorie  der  molecu* 
laren  Stösse  und  einige  Einwendungen,  welche  gegen  dieselbe  erhoben 
worden  sind. 

Die  Darstellung  ist,  wie  schon  mehrfach  erwähnt  worden,  meisterhaft 
ptäcis  und  die  Entwickelungen  sind,  wie  man  dies  bei  Neu  mann*  sehen 
Arbeiten  gewöhnt  ist,  so  ausführlich  mitgetheilt,  dass  es  dem  Anfänger 
ungemein  leicht  werden  muss,  sich  an  der  Hand  dieses  trefflichen  Lehr- 
buches eine  sehr  respectable  Summe  von  Kenntnissen  in  der  mechani- 
schen Wärmetheorie  zu  erwerben.  Die  zahlreichen  Anmerkungen  über 
die  beschränkenden  Voraussetzungen,  unter  denen  die  Formeln  gelten, 
sind  sehr  geeignet,  die  Leser  an  Präcision  zu  gewöhnen  und  dieselben 
auf  die  Grenzen  der  Anwendbarkeit  der  Theorie  aufmerksam  zu  machen. 

Sehr,  fast  zu  dürftig,  sind  die  festen  und  tropfbar  flüssigen  Sub- 
stanzen und  die  dahin  gehörigen  interessanten  experimentellen  Bestäti- 
gungen der  Thomson* sehen  Formel  weggekommen.  Ueberhaupt  be- 
handelt der  Verfasser  die  mechanische  Wärmetheorie  mehr  wie  eine 
mathematische ,  als  wie  eine  physikalische  Disciplin ;  wir  wollen  ihm  hier- 
mit keinen  Vorwurf  machen,  obgleich  das  einschlagende  experimentelle 
Gebiet  dadurch  fast  zu  sehr  in  den  Hintergrund  gedrängt  worden  ist« 

Dass  der  Verfasser  in  diesem  einführenden  Lehrbuche  die  Anwen- 
dungen der  mechanischen  Wärmetheorie  in  den  übrigen  Tbeilen  der 
Physik  und  in  der  Technik  unberücksichtigt  gelassen  hat,  finden  wir 
ganz  in  der  Ordnung.  Sollen  wir  zum  Sehlusse,  weil  dies  nun  einmal 
bei  derartigen  Besprechungen  üblich  ist,  einige  Bedenken  geltend  machen, 
so  würde  das  Wesentlichste  derselben  wohl  sein  müssen,  dass  der  Ver- 
fasser eine  grosse  Anzahl  neuer  Bezeichnungen  eingeführt  hat:  ealoriscfae 
Curven  für  adiabatische,  Temperaturcurven  für  Isothermen ,  Dampfcurren 
für  Curven  constanter 'Dampfmenge,  die  Buchstaben  Cj  £,  üf,  ij  für  die 
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einmal  allgemelD  acceptirte  Beaeicfannng  der  innern  Energie  durch  üy 
^  fUr  das  mechanische  Aeqnivalent  der  Wärme  n.  s.  f.  Hierdurch  wird 
dem  Anfänger,  der  sich  durch  das  Neu  mann 'sehe  Buch  in  die  Dis- 
ciplin  einführen  lässt,  das  Studium  der  einschlagenden  Abhandlungen 
und  umfänglicheren  Handbücher  sehr  erschwert,  ohne  dass  er  dadurch 
einen  entsprechenden  Gewinn  hätte,  dass  die  neuen  Namen  deckender 
als  die  allgemein  üblichen  wären. 

Ferner  halten  wir  die  Besprechung  der  Roche'schen  Formel  (8*  129) 
für  die  Spannungscurve  gesättigter  Dämpfe  und  die  Erörterungen  über 
die  approximativen  Gesetze*  (8.  144)  in  einem  derartigen  Buche  für  voll- 
kommen  entbehrlich.  Dagegen  glauben  wir  es  als  einen  Mangel  ansehen 
zu  sollen,  dass  die  überhitzten  Dämpfe  nur  unter  der  Voraussetzung 
untersucht  sind,  dass  dieselben  dem  Ausdehnungsgesetze  vollkommener 
Gase  folgen;  die  Arbeiten  Hirnes  und  Zeuner's  über  diese  Frage 
wären  einer  Beachtung  wohl  werth  gewesen.  Jedenfalls  sind  aber  die 
hier  angeführten  wenigen  Punkte,  in  denen  wir  anderer  Ansicht  als  der 
Verfasser  sind,  sehr  untergeordnet  gegen  die  eminenten  Vorzüge  des 
Buches.  Auch  der  Physiker,  der  diesem  Theile  seiner  Wissenschaft  sehr 
nahe  steht,  wird  das  Neuman nasche  Buch  mit  grossem  Interesse  lesen 
und  durch  dasselbe  manche  dankenswerthe  Anregung  empfangen;  den 
Studirenden  der  Mathematik  aber  muss  dasselbe  auf  das  Allerwärmste 
empfohlen  werden.  Die  deutsche  physikalische  Literatur  ist  durch  die 
Neu  mann*  sehen  Vorlesungen  über  die  mechanische  Theorie  der  Wärme 
um  ein  sehr  werthvolles  Werk  bereichert  worden. 

■  » 

Chemnitz,  April  1876.  Riobard  Röhlmann. 


Prokloi  ftber  die  Petita  und  Aziomata  bei  Euklid,  von  Prof.  L.  Majbr. 
Programm  des  königl.  Gymnasiums  in  Tübingen  zum  Schlüsse  des 
Schuljahres  1874  —  1875.     32  8.  W 

Sohulprogramme  mit  wissenschaftlichen  Beilagen  zu  versehen  ist  eine 
mühevolle,  nicht  selten  eine  undankbare  Arbeit.  Sie  muss  meisten«  voll- 
zogen werden,  während  der  Verfasser  mit  eigentlichen  Schulgeschäften 
in  erhöhtem  Grade  zu  thun  hat.  Ein  vorgeschriebener,  meistens  recht 
kleiner  Baum  darf  nicht  überschritten  werden;  schliesslich  geht  manche 
schöne  Untersuchung  durch  die  fast  geheime  Art  der  Veröffentlichung 
für  die  Wissenschaft  spurlos  zu  Grunde,  Manchmal  freilich  tragen  die 
Verfasser  selbst  einen  Theil  der  Schuld,  wenn  es  ihren  Abhandlungen 
an  Verbreitung  und  Anerkennung  fehlt.  Wir  möchten  meinen ,  die  Ueber- 
Sendung  eines  Exemplars  an  die  Redaction  einer  Fachzeitschrift  lohne 
immer  den  Versuch,  selbst  wenn  aus  diesem  oder  jenem  Grunde  eine 
eingehendere  Besprechung  einmal  nicht  erfolgen   sollte.     Die  Verfasser 


182  Historisch  -  literarische  Abtheilung. 

matbeoiatischer  Schulprogramme  scheinen   unserer  Zeitschrift  gegenüber 
diese  Ansicht   im  Allgemeinen   nicht  zu  theilen ,   und  so  sind  wir  z.  B. 
nur  durch   einen   Zufall  mit  der  in   der  Ueberschrift  genannten  Unter- 
suchung bekannt  geworden,   welche   wir  nicht  anstehen,   als  einen  dan- 
ken swerthen  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  zu  bezeichnen.     Seit 
Friedlein*s  Ausgabe  der  Erläuterungen  des  Proklos  zu  den  euklidi- 
schen Elementen  können  dieselben  von  Jedem,  dem  die  alte  Geometrie 
ein  Interesse  einfiösst,  gelesen  werden;  zwischen  dem  Können  und  dem 
Thun  liegt  aber  nicht  selten  ein  ziemlicher  Zwischenraum«     Graeca  sunt, 
non  leguntur  ist  vielen  Mathematikern  aus  der  Seele  gesprochen,  und  so 
ist  es  schon  eine  verdienstliche  Arbeit,   durch  lesbare  deutsche  lieber- 
Setzungen   Denen    zu   Hilfe  zu  kommen,    welche  vor  dem  griechischen 
Urtexte^ sich  scheuen.     Herr  Major  hat  einer  solchen  Aufgabe  sieh  unter- 
zogen,   und    wenn    wir   auch    begreifen,    dass    der  ihm   zur  Verfügung 
stehende  Raum  ihn  nöthigte,  sich  auf  ein  verhältnissmässig  kleines  Stück 
des  Proklos  (S.  178  —  198  und  362  —  373  der  Friedlein'schen  Aus- 
gabe)  zu  beschränken,   so  möge  er  ein  Lob  seiner  Uebersetzung  in  un- 
serem Bedauern   über  diese  Beschränkung  erkennen.     Herr  Major  hat 
übrigens  sich   nicht  auf  eine  blosse  Uebersetzung  beschränkt  und  auch 
nicht  überall  die  Reihenfolge  des  Originals  beibehalten.     Seine  Abhand- 
lung nimmt  vielmehr  folgenden  Verlauf.     Nach  einer  sechs  Seiten  füllen- 
den Einleitung  über  die  Persönlichkeit  des  Proklos,  über  seine  Schriften, 
über  philosophische  und  mathematische  Vorbegriffe  folgt  die  Uebersetzung 
des  Abschnittes  über   die  Forderungen  (S.  178 — 193).      Die   fünfte  und 
letzte  Forderung  bildet  die  Grundlage  der  Parallelentbeorie  und  bot  dem 
Uebersetzer  Gelegenheit,  hier  einzuschalten,  was  Proklos  (S.  362—373) 
gelegentlich   des   XXVIII.  und  XXIX.  Satzes   der  Elemente   zur  Kritik 
dieser  Lehre    mittheilt,    welche    seit   Ptolemaios,    wenn    nicht    schon 
früher,  einen  Zankapfel  der  Geometer  gebildet  hat.     Nun  erst  kehrt  Herr 
M  a j  e  r  zu  dem  unterbrochenen  Texte  zurück,  übersetzt  den  Abschnitt  über 
die  Grundsätze  (S.  193  — 198)  und  schliesst  mit  einem  4^  Seiten  langen, 
„Resultate^^  überschriebenen  Paragraphen.     Ueberall  hat  er  auf  die  phi- 
losophische  und   historische  Tragweite  der  Erörterungen    des  Proklos 
hingewiesen,  welcher  bei  aller  Ehrfurcht  vor  Aristoteles  und  Euklid 
doch   eine    gewisse  Unabhängigkeit    sich    bewahrte    und   ebensowohl  zu 
verbessern,   als   einfach    zu    erläutern    suchte.     Herr   Majer  selbst  hat 
durch    zahlreiche    Anmerkungen    fttr    das    bessere    Verständniss    seiner 
Uebersetzung   gesorgt.      Leider  haben  sich   dabei  verschiedene  sinnent- 
stellende   Druckfehler   eingeschlichen.      So   in   Anmerkung   1    zu  S.  13, 
deren   zweiter  Satz  vermuthlich  durch  Wegfallen  eines  Wortes  geradezu 
unverständlich   geworden   ist;   so  in  Anmerkung  3   zu  S.  1,  wo  Heron 
von  Alexandrien  an  den  Anfang  des  3.  Jahrhunderts  v.  Chr.  versetzt 
ist,  in  Anm.  1  zu  S.  18,  wo  von  den  Asymptoten  der  Parabel,  Hyper- 
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bei  n.  8  f.  die  Bede  ist;  8o  in  Anm.  1  zu  S.  11,  wo  Ofterdinger 
a«  A.  0.  erwfthnt  ist)  wShrend  wir  jenen  angeführten  Ort  selbst  (offenbar 
sind  die  Beiträge  zur  Geschichte  der  griechischen  Mathematik  von  Prof. 
Dr.  L.  F.  Ofterdinger,  Ulm  1860,  gemeint)  weder  vorher,  noch  nachher 
genannt  finden.  Die  Uebersetznng  selbst  haben  wir  bereits  oben  als  eine 
durchaus  lesbare  bezeichnet.  Wer  andere  Uebersetanngen  griechischer 
Mathematiker  zu  vergleichen  Gelegenheit  hatte,  welche  oftmals  ein  Zu- 
rückgehen auf  den  Urtext  erfordern,  wenn  der  deutsche  Wortlaut  ver- 
standen werden  soll,  wird  das  Lob  zu  würdigen  wissen,  welches  in  dieser 
Bezeichnung  enthalten  ist.  Nur  Eines  möchten  wir  nicht  billigen«  Herr 
Major  hat  die  griechischen  Buchstaben  an  den  Figuren  gleichfalls  über- 
setzen zu  sollen  geglaubt ;  er  hat  dabei  die  Reihenfolge  des  griechischen 
Alphabets  einerseits,  des  lateinischen  andererseits  in  Parallele  gebracht, 
also  Ay  hy  r  u.  s.  w.  durch  ^4,  ß,  C  u.  s.  w.  wiedergegeben.  Dadurch 
wird  nicht  nur  die  Vergleichung  einzelner  Stellen  der  Uebersetzung  mit 
dem  Original  unnöthig  erschwert,  es  entgeht  dem  Leser  auch  eineEigen- 
thümlichkeit  der  griechischen  Geometer.  In  Fig.  1,  4,  6,  8  und  9  der 
Major* sehen  Uebersetzung  kommt  /  vor,  ein  Buchstabe,  dessen  kein 
griechischer  Geometer  in  einer  Figur  sich  bedient.  Hultsch  hat  diesen 
Umstand,  soviel  wir  wissen,  zuerst  betont.  In  seinem  bekannten  Auf- 
sätze über  den  heronischen  Lehrsatz  sagt  er  (Zeitschr.  Math.  Phjs.  IX, 
S.  247,  letzte  Zeile):  „Aber  dasselbe  Iota  fehlt  auch  allenthalben  bei 
Euklid.  Nach  dem  Grunde  davon  haben  wir  hier  nicht  weiter  zu 
fragen;  es  ist  einfach  als  Thatsache  anzuerkennen.**  Nach  einer  uns 
mündlich  gemachten  Bemerkung  von  Professor  Studemund  dürfte  der 
Grund  ein  ganz  ähnlicher  gewesen  sein  wie  dafür,  dass  man  in  moderneu 
Abhandlungen,  welche  ihren  Gegenstand  dem  Exponentialcalcul  ent- 
nehmen, den  Buchstaben  ß,  in  solchen,  welche  der  Differentialrechnung 
angehören,  den  Buchstaben  d  als  constantcn  Coefficienten  zu  vermeiden 
sucht.  Man  will  eben  Verwechselungen  und  Missverst&ndnisse  meiden, 
und  solche  waren  bei  Benutzung  des  /  allerdings  zu  gewärtigen,  weil 
dieser  Buchstabe  sich  in  keiner  Weise  von  einem  einfachen  verticalen 
Striche  unterschied.     Uns  persönlich  leuchtet  diese  Ansicht  ausserordent- 

"•=^  «'»■  Cantoh. 


ßermanni  Useneri  ad  hisioriam  aslronomiae  symbola,  Bonner 
Programm  zur  Geburtstagsfeier  Kaiser  Wilhelm  L  am  22.  März 
1876.    35  8.  4\ 

Das  11.  Jahrhundert  ging  zu  Ende.  Michael  Psellus,  mit  dem 
Ehrennamen  des  „E^ten  der  Philosophen'^  belegt,  zeugt  für  die  niedere 
Stufe,  auf  welche  damals  zu  Byzanz  die  Nachfolger  altgrieohischer  Astro- 
nomie herabgesunken  waren,  zeugt  für  die  Unmöglichkeit,  aus  solcher 
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Entwürdigung  durch  eigene  Kraft  wieder  zu  Ehren  zu  gelangen.  lo  der 
That  dauert  der  Zustand  der  Versumpfung  byzantinischer  Astronomie 
wohl  230  Jahre,  von  1092,  als  dem  Datum  einer  letzten  Schrift  des 
Psellus,  bis  1322.  In  diesem  letztgenannten  Jahre  wurde  Yon  un- 
bekanntem Uebersetzer  eine  griechische  Bearbeitung  eines  persischen 
astronomischen  Werkes  angefertigt,  als  dessen  Verfasser  £a(i^  M^ovxa^g 
genannt  ist.  Prof.  Gildemeister  hat  in  Samps  den  Namen  Shamsai- 
dtn  wiedererkannt;  allerdings  wird  ein  ^hamsaldfn  von  Bukhara 
nirgends  erwfthnt,  dagegen  schrieb  Shamsald in  von  Samarkand  ver- 
muthlich  im  Jahre  1276  ein  Büchlein  über  die  Fixsterne  in  persischer 
Sprache ,  und  es  ist  nicht  unwahrscheinlich ,  dass  ein  und  derselbe  Astro- 
nom, der  bald  in  Bukhara,  bald  in  Samarkand  lebte,  mit  beiden  Be- 
zeichnungen gemeint  sein  mag.  Nun  folgten  sich  ziemlich  rasch  weitere 
byzantinische  Bearbeitungen  persischer  Schriften,  mittelbare  Abflüsse  der 
im  griechischen  Texte  nahezu  vergessenen  Syntaxis  des  Ptolomaeus, 
welche  selbst  eine  der  Quellen  persischer  Gelehrsamkeit  bildet.  Chio- 
niades  von  Constantinopel,  welcher  jedenfalls  vor  1346  lebte, 
Georg  Chrysococoes  im  Jahre  1346  selbst,  Theodorus  Melite- 
niota  (nach  Leo  Allatius,  dem  gelehrten  Kenner  byzantinischer  Ge- 
schichte im  14.  Jahrhundert,  unter  der  Regierung  des  Johannes  Palllolo- 
gus  1361  lebend),  der  Mönch  Isaak  Argyrus  vor  1368,  das  sind 
die  Hauptvertreter  persisch -griechischer  Astronomie,  Und  nun  erfolgt 
in  der  zweiten  Hälfte  des  14.  Jahrhunderts  ein  neuer  Umschlag.  Mit 
Nicolaus  Cabasilas  beginnt  ein  neues  Geschlecht  von  Gelehrtem 
welche  auf  Ptolemaios  selbst  zurückgreifen  und  so  die  Wiedergeburt 
klassischer  Wissenschaft  in  Europa  vorbereiten.  Was  wir  hier  in  wenige 
Zeilen  zusammengedrängt  haben ,  bildet  den  Inhalt  des  hochinteressanten 
Programms ,  dessen  philologbcher  Verfasser  sich  auch  in  unserer  Wissen- 
schaft wohlbewandert  erweist.  Herr  Usener  hat  aus  Handschriften  ver- 
schiedener Bibliotheken  umfassende  Bruchstücke  der  obengenannten  By- 
zantiner des  14.  Jahrhunderts  gesammelt,  welche  er  hier  zum  ersten 
Male  veröffentlicht,  Belegstücke  für  seine  Auffassung,  deren  innere  Wahr- 
heit überdies  sich  selbst  als  Stütze  dient.  Cahtob. 


Schwere,  Blektrioität  und  Magnetismus.  Nach  den  Vorlesungen  von 
Bbsnuabd  Biemann  bearb.  von  Kahl  HATTBNDoarF.  Hannover, 
Cari  Rümpler.     1876. 

Das  von  der  Verlagshandlung  vorzüglich  ausgestattete  Werk  enthält 
auf  358  Seiten  gr.  8^  den  in  der  Ueberschrift  genannten  Stoff  in  folgen- 
der Anordnung.  Der  erste  llieil  bis  S.  176  enthält  die  Lehre  von  der 
Schwere   als    allgemeine  Lehrsätze    über   die  Potentialfunction  und  das 
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Potential,  der  zweite  Theil  die  Lehre  von  der  Elektricitftt  and  dem 
Magnetismus. 

Wie  in  der  Vorrede  erwähnt,  ist  das  Buch  aus  den  Vorlesungen  her- 
vorgegangen, die  Riemann  über  Schwere,  Elektricität  und  Magnetismus 
im  Sommersemester  1861  in  Göttingen  gehalten  hat.  Der  Stoff  also  ist 
der  Hauptsache  nach  Riemann^s  Eigen thum,  während  die  Form  und 
Darstellung  das  Werk  des  Herausgebers  ist. 

Mit  Freuden  erkennt  Referent  an ,  dass  sich  wenigstens  bei  ihm  die 
in  der  Vorrede  ausgesprochene  Hoffnung,  „dass  das  vorliegende  Buch 
den  Freunden  Riemann^s  nicht  unwillkommen  sein  werde*',  vollständig 
erfüllt  hat.  Das  vorliegende  Werk  stellt  sich  dem  entsprechenden  über 
partielle  Differentialgleichungen  würdig  an  die  Seite  und  Referent  erblickt 
namentlich  auch  darin  einen  historischen  Wertb,  dass  es  genau  den 
Standpunkt  erkennen  lässt,  auf  dem  im  Jahre  1861  die  mathematische 
Physik  über  Schwere,  Elektricität  und  Magnetismus  sich  befand.  Ins* 
besondere  verdient  auch  noch  die  Klarheit  hervorgehoben  su  werden ,  mit 
der  die  einzelnen  Abschnitte  behandelt  sind,  so  dass  auch  die  Studiren- 
den  der  Mathematik  das  Buch  mit  Vortheil  benützen  können. 

Der  Umfang,  in  welchem  der  gebotene  Stoff  behandelt  ist,  ist  schon 
genügend  durch  die  Zeit  und  Oeleggenheit  bezeichnet,  der  das  Buch  seine 
Entstehung  verdankt,  und  durch  den  Raum,  welchen  die  beiden  Haupt- 
theile  einnehmen ;  Referent  glaubt  daher  von  einer  nähern  Inhaltsangabe 
absehen  zu  können.  Von  dem,  was  die  spätere  Zeit  zu  dem  behandelten 
Stoffe  hinzugeliefert  hat,  ist  nur  verhältnissmässig  wenig  erwähnt.  Hier 
hätte  Referent  gern  gesehen,  wenn  der  Herausgeber  nicht  nur,  wie  er 
gethan  hat,  die  Begriffe  von  Potentialfunction  und  Potential  nach  der 
Anregung  von  Claus  ins  genauer  geschieden,  sondern  wenn  er  auch  die 
strengeren  Begriffe  von  Ergal ,  Energie  und  Entropie  aufgenommen  hätte. 

In  der  Literaturangabe  möchten  wir  fragen,  ob  Clausius:  Die  Po- 
tentialfunction und  das  Potential,  und  Beer:  Einleitung  etc.,  mit  Ab- 
sieht weggelassen  worden  sei?  rp„^  Köttbbitzsch. 
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